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هاي تواني با ضرايب تابعي و كار برد آن در حل معادلات  سري

 ديفرانسيل با مشتقات جزيي و با شرايط اوليه

   
 *علي خوش كنار
 موسي ايلي ، محمود سعيدي ، 

   

 گروه رياضي دانشگاه آزاد اسلامي واحد رشت
 .  

  

  

  

  

 

  چكيده 

 بيان شده و آن هاگيري از  بي در مورد همگرايي و مشتقهاي تواني با ضرايب تابعي  معرفي و مطال در اين مقاله سري

  .ليه، مورد بررسي قرار گرفته است در حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي و با شرايط اوسري هاكاربرد اين نوع 
  

  .ي تواني، همگرايي، معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي، شرايط اوليهسري ها : كلمات كليدي

  

   مقدمه  1

ي توابع هستند كه روي زير مجموعه سري هاحالت خاصي از ) با ضرايب عددي(ي تواني معمولي سري ها 

از لحاظ ظاهري يك سري تواني با ضرايب تابعي همانند .  به نام بازه ي همگرايي تعريف شده اندRهاي معيني از

 نيز سري هااين .  ضرايب عددي، توابع  قرار گرفته انديك سري تواني معمولي است با اين تفاوت كه به جاي

nي توابع هستند و اگرضرايب روي يك زير مجموعه يسري هاحالت خاصي از 
R تعريف شده باشند بررسي 

n+1 نيز روي يك زير مجموعه معيني از آن هاهمگرايي 
R1رض مي كنيمدر اين مقاله ف. صورت مي گيرد=n.  

ي تواني معمولي، حل دسته اي از  معادلات ديفرانسيل سري ها همان طور كه مي دانيم  يكي از كاربردهاي 

در واقع . ي تواني با ضرايب تابعي نيز وجود داردسري هامشابه چنين كاربردي براي . معمولي با شرايط اوليه است

  .  ي حل برخي از معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي و با شرايط اوليه استفاده مي كنيم  براسري هااز اين گونه 

  

  با ضرايب تابعي ي توانيها سري  2

در اين بخش به معرفي و بررسي وضعيت همگرايي سري هاي تواني و همچنين شرايطي را كـه تحـت آن مـي         

  . مي پردازيمتوان از اين سري ها نسبت به متغيرها مشتق گيري نمود، 

 عهدار مكاتبات*

 a.khoshkenar@iaurasht.ac.ir  :آدرس الكترونيكي
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   تعريف  2-1

} و Rيي اززيرمجموعه ها FوEاگر }nfيروي توابع حقيقاز   اي دنبالهE   باشد آنگاه n

n

n txf )(
0

∑
∞

=

 را 

FEUيك سري تابعي روي     .مي ناميم =×

  

   قضيه هاي مهم 2ـ2

  )شكل مشتق و همگرايي يك (قضيه  2-2-1

}اگر }nfيپذير رو  از توابع مشتقي دنباله ا],[ baكه ي  باشد به طور }{ nf ],[ بر′ baشكل   يكي همگرا

],[ متعلق به 0x مانندي نقطه اياو  به از baدنباله )}({
0

xfnگاه   همگرا باشد آن{ }nfي رو ],[ baي  همگرا 

],[است كه اين تابع بر f ماننديشكل به تابع يك baهريپذير است و برا  مشتق ],[ bax ∈ ،

)(lim)( xfxf n
n

′=′
+∞→

.  
  

   .مراجعه كنيد ]1[ه ب :اثبات

  

  )مشتق گيري از يك سري تواني با ضرايب تابعي(قضيه  2ـ2ـ2

FEU دهيميقرار م.  باشندR دري بازيزيرمجموعه هاFوEفرض كنيم  } كنيم ي و فرض  م=× }nf 

 پيوسته اند و همچنين  جملات آن موجود ويكه مشتق مرتبه دوم تمام  باشدE ي روي از توابع حقيقيدنباله ا

 ي سرفرض مي كنيم
0

( ) 
n

n

n

f x t
∞

=

  :در اين صورت.  باشدي نقطه ايهمگرا Uيرو  نيز∑

Ex هريبرا) الف  Ft   و هر∋ ∈،  1

0 1

( ) ( ) 
n n

n n

n n

f x t n f x t
t

∞ ∞
−

= =

∂
=

∂
∑ ∑  

و
2

2

2
0 2

( ) ( 1) ( ) 
n n

n n

n n

f x t n n f x t
t

∞ ∞
−

= =

∂
= −

∂
∑ ∑.  

اگر سري) ب
0

( ) 
n

n

n

f x t
∞

=

′∑
  

ي و سري نقطه ايهمگرا U يرو
0

( ) 
n

n

n

f x t
∞

=

نسبت  Uي رو∑′′

Ex  هريگاه برا  آن،شكل باشد  يكيهمگراxبه Ft و هر∋ ∈ ،  
  

∑∑
∞

=

∞

=

′=








∂

∂

00

)()(
n

n

n

n

n

n txftxf
x

∑∑∑   و
∞

=

∞

=

∞

=

′′=







′

∂

∂
=








∂

∂

000
2

2

)()()(
n

n

n

n

n

n

n

n

n txftxf
x

txf
x

.  

Ex كنيم يفرض م :اثبات Ft و 0∋ ∈0.   

nيچون سر) الف

n

n txf )( 0

0

∑
∞

=

 مرتبه مشتق از هر tنسبت به متغيرFيهمگراست پس رو F مجموعه بازي رو

   موجودند و 0tنقطه آن از هر مرتبه در يها بنابراين مشتق. پذير است
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  همچنين

 

  ∑∑∑
∞

=

−

=

∞

=

∞

=

−=







=









∂

∂

2

2

00

1

02

2

),(0
2

2

)()1()()(

000 || n

n

n

ttn

n

n

txn

n

n txfnntxf
dt

d
txf

t
.  

  

  وجود دارد كه  r مثبت مانندحقيقي و عدد يك باز هستند پس  يمجموعه ها Fو Eچون) ب

Erxrx ⊆+− ],[ 00
Frtrt و ⊆+− ],[ ),( دهيم يقرار م   .00 000 txp  و داريم =

Urtrtrxrx ⊆+−×+− ],[],[ ∞ توابع ياكنون دنباله ها   .0000

=0
}{ nnF ،∞

=0
}{ nnG و ∞

=0
}{ nnH و 

],[ ي را روH وF  ،Gي حقيقيها همچنين تابع 00 rxrx   : كنيمي به صورت زير تعريف م−+

i
n

i

in txfxF 0

0

)()( ∑
=

= ، i
n

i

in txfxG 0

0

)()( ∑
=

′
=  ، i

n

i

in txfxH 0

0

)()( ∑
=

″
= ، n

n

n txfxF 0

0

)()( ∑
∞

=

= ، 

n

n

n txfxG 0

0

)()( ∑
∞

=

′
= n و

n

n txfxH 0

0

)()( ∑
∞

=

″
=  . 

)()(داريم كه  xHxG nn )(lim)( و′= xGxG n
n ∞→

=.  
  

nي چون سر

n

n txf 0

0

)(∑
∞

=

 ي عددε<0 هريشكل است پس برا  يكيهمگرا xنسبت به Uيرو  ′′

],[ هريوجود دارد كه برا )xمستقل از(0tوεوابسته بهN ماننديطبيع 00 rxrxx Nnهر و∋−+ ≥ ،

ε<
″

−
″

=− ∑∑
∞

==

n

n

n

n
n

i

nn txftxfxHxH 0

0

0

0

)()()()( .  

∞ بنابراين

=0
}{ nnH ي رو],[ 00 rxrx ، )1- 2- 2( قضيه  پس بنابه ،استHشكل به  يكي همگرا−+

∞

=0
}{ nnGي رو ],[ 00 rxrx ],[  هري است و براGشكل به   يكي همگرا−+ 00 rxrxx +−∈،G′ 

  در نتيجه. 0xموجود است به ويژه  در

( ) ∑∑
∞

=
∞→

=

∞

=

′===







′

∂

∂

0

000

),(0

)()(lim)()(
0

00

|
| n

n

nn
n

xx

txn

n

n txfxHxG
dx

d
txf

x
 

   

∞ چون

=0
}{ nnGي رو],[ 00 rxrx )()( است وGشكل به   يكي همگرا−+ xGxF nn =′ 

)(lim)(و xFxF n
n ∞→

∞ شكل  يكي، همگراي)1-2- 2(پس قضيه ، =

=0
}{ nnFبه F ي را رو],[ 00 rxrx +− 

],[ درهر نقطه از F  بنابراين . كنديايجاب م 00 rxrx    درنتيجه. 0xپذير است به ويژه در  مشتق−+
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
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

∂

∂

0

000

),(0

)()(lim)()(
0

00

|
| n

n

nn
n

xx

txn

n

n txfxGxF
dx

d
txf

x
. 

} قضيه  2-2-3 }nfي روUشكل به تابع  يكي همگراf  اگر وتنها اگر است{ }nfي روU  يك دنباله

  . باشدشكل  يككوشي

  .مراجعه كنيد ]1[ه ب) اثبات

}  وRاز ييهازيرمجموعه FوEفرض كنيم   قضيه  2-2-4 }nf ي رويتوابع حقيقاز   ايدنبالهEاگر .  باشد

{ }naدنباله اي ازاعداد حقيقي نامنفي باشد كه براي هر Ex N∈n ،nnو هر∋ axf n و سري)(≥

n

nta∑
∞

=0 

n همگراي مطلق باشد آن گاه سري Fروي

n

n txf )(
0

∑
∞

=

  .شكل است  همگراي يكx نسبت به

∑چون) اثبات
∞

=0n

n

ntaروي Fهمگراي مطلق است پس براي هر Ft  N، عددي طبيعي مانندε<0 و هر ∋

mnN  هست كه براي هرε وtوابسته به <≤ ،ε<∑
+=

k

k

m

nk

ta ||
1

Ftدر نتيجه براي هر . ، ε<0ر  و ه∋

Ex  هست كه براي هرε وt وابسته بهNعددي طبيعي مانند mnN و براي هر∋ <≤، 

ε<≤ ∑∑
+=+=

k

k

m

nk

m

nk

k

k tatxf ||)(
11

nبنابراين سري .

n

n txf )(
0

∑
∞

=

شكل   همگراي يكx نسبت بهU روي 

  .است

  

  ي تواني با ضرايب تابعيسري ها حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي به كمك   3

=×R تابعي حقيقي روي uزيرمجموعه ي بازي از اعداد حقيقي وEدر اين قسمت فرض مي كنيم EU 

  .  موجود و پيوسته اندt وxباشد كه مشتقات جزيي مرتبه اول و دوم آن نسبت به
  

xxt  معادله گرما 3-1 ucu
2=    

xxt گرما   معادله ucu
),0()( بـا شـرط اوليـه   يك عدد حقيقي مثبت است c كهرا =2 xfxu  در نظـر مـي   =

}{ موجود و پيوسـته و دنبالـه ي توابـع          E از هر مرتبه روي    fاگر مشتق تابع حقيقي   . گيريم
)(nfرويEـ  دار كران

∑گاه معادله گرما، جوابي يكتا به صورت شكل باشد آن يك
∞

=

=
0

)(),(
n

n

n txutxuدارد كه :  

  .  مي كند  در شرط اوليه صدق) الف

  .  همگراي نقطه اي استUروي) ب

  .شكل است  همگراي يكx نسبت بهUروي) پ

∑ كنيميفرض م) اثبات
∞

=

=
0

)(),(
n

n

n txutxu داريم كه معادله درجاي گذاري  و با ، 

∑∑
∞

=

∞

=

+
′′=+

0

2

0

1 )()()1(
n

n

n

n

n

n txuctxun.  
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)n،)()()1≤0 هر يبنابراين به ازا 
2

1 xucxun nn
′′=+ 0)()(،با توجه به شرط اوليه. + xfxu  و با =

)( ،n≤1استقراء رياضي مي توان نشان داد كه براي هر 
!

)(
)2(

2

xf
n

c
xu

n
n

n  ها اين فرمول. =

∑يسر
∞

=0

)(
n

n

n txu دكنن يم  به طور منحصر بفرد مشخصرا.   

∑ي از سريگير اكنون اعتبار مشتق
∞

=0

)(
n

n

n txu را روي U ينسبت به متغيرهاxوt و همچنين همگرايي آن 

}{ توابع يچون دنباله . كنيميمرا بررسي 
)(nf يروEمثبت ماننديعدد  پساستشكل  كراندار يك M 

Ex هريراب كهي  طور وجود دارد به n،Mxf≤0هر و ∋ n ≤)(
} ياگر دنباله عدد. )( }naرا به صورت  

n

n c
n

M
a

2

!
Ex هري براآن گاه،  تعريف كنيم= na≤0 ،nn داريم كه،n≤1 و هر∋ axu   و)(≥

nn axu ≤′ Utx هري برابنابراين. )( n، n≤1 و هر، ),(∋

n

n

n tatxu ||)( n و≥

n

n

n tatxu ||)( چون . ′≥

n

n

n

n

n

n t
n

c
Mta ||

!
||

1

2

1

∑∑
∞

=

∞

=

∑، در نتيجه سري =
∞

=0n

n

nta روي Rهمگراي مطلق است، پس همگراست  .

∑بنابراين سري هاي 
∞

=0

)(
n

n

n txu و  ∑
∞

=

′
0

)(
n

n

n txu روي Uهمگراي نقطه اي هستند و همچنين بنابه قضيه       

  . هاي زير برقرارند ، ايجاب مي كند كه فرمول)2- 2-2(قضيه پس . شكل اند  به همگراي يكx، نسبت )2-2-4(

 ∑∑
∞

=

−
∞

=

=
∂

∂

1

1

0

)()(
n

n

n

n

n

n txuntxu
t

، ∑∑
∞

=

∞

=

′=








∂

∂

00

)()(
n

n

n

n

n

n txutxu
x

   

  و

 ∑∑
∞

=

∞

=

′′=








∂

∂

00
2

2

)()(
n

n

n

n

n

n txutxu
x

. 

  

xxt گرما  باشد آن گاه معادله R زيرمجموعه ي باز و كرانداري درE اگر فرض كنيم 1-1-3 مثال ucu
 با =2

2شرط اوليه 
)0,( xxu tcxtxu جوابي يكتا به صورت =− 22

2),( =×R روي =−− EUدارد .  
  

xxtt معادله موج يك بعدي 3-2 ucu
2=  

}{پيوسته و دنباله ي توابع   موجود وEه رويتب از هر مرgوf هرگاه مشتق توابع
)2( nf و }{

)2( ng 

xxttموج يك بعدي گاه معادله شكل باشند آن  كراندار يكEروي ucu
),0()( ط اوليهايبا شر =2 xfxu = 

),0()(و  xgxut ∑ جوابي يكتا به صورت =
∞

=

=
0

)(),(
n

n

n txutxuدارد كه :  

  . مي كنددر شرايط اوليه صدق )  الف

  .شكل است  همگراي يكx نسبت بهUروي) پ.  همگراي نقطه اي استUروي) ب
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∑ض كنيمفراگر) اثبات
∞

=

=
0

)(),(
n

n

n txutxuداريم كه معادله موج با قرار دادن آن درآن گاه  

∑∑
∞

=

∞

=

+
′′=++

0

2

0

2
)()()2)(1(

n

n

n

n

n

n txuctxunn.  

)n، )()()1)(1≤0 هر يبنابراين به ازا
2

2 xucxunn nn
′′=++ 0)()(،ط اوليهايابه شرنب .+ xfxu = 

1)()(و xgxu )(،n≤1مي توان نشان داد كه براي هر و با استقراء رياضي =
)!2(

)(
)2(

2

2 xf
n

c
xu

n
n

n   و=

)(
)!12(

)(
)2(

2

12 xg
n

c
xu

n
n

n
+

∑ي سرها اين فرمول. +=
∞

=0

)(
n

n

n txu كنند ي به طور منحصر بفرد مشخص م را. 

∑ي از سريگير  مشتقحال مجاز بودن 
∞

=0

)(
n

n

n txu،ي نسبت به متغيرهاxوt ت و همچنين همگرايي آن را ثاب  

}{ توابع  هاي دنبالهشكل   با توجه به كرانداري يك. كنيميم
)2( nfو }{

)2( ngيروE ،مثبت ماننديعدد M 

Ex هريبرا كهي روجود دارد به طو n، Mxf≤0هرو ∋ n ≤)(
Mxg و)2( n ≤)(

)2(.  

} ياگر دنباله عدد  }naرا به صورت   

1

0, 2, 4,...
!

       n=1,3,5,...
!

n

n
n

c
M n

n
a

c
M

n

−


=


= 




  

Ex هري براآن گاه. تعريف كنيم na≤0،nn  داريم كه،n≤0 و هر∋ axu ≤)(،nn axu ≤′ )( 

nnو axu ≤′′ Utx هري برابنابراين . )( n، n≤0 و هر ),(∋

n

n

n tatxu ||)( ≤، n

n

n

n tatxu ||)( ≤′ 

nو

n

n

n tatxu ||)( ∑چون سري  . ′′≥
∞

=1

||
n

n

n taبه ازاي هر مقدار  tهمگراست پس سري ∑
∞

=0n

n

nta روي R 

∑بنابراين سري هاي . همگراي مطلق است، در نتيجه همگراست
∞

=0

)(
n

n

n txu ، ∑
∞

=

′
0

)(
n

n

n txu و  ∑
∞

=

′′
0

)(
n

n

n txu 

به  پس بنا. شكل اند همگراي يك x به، نسبت)4-2-2(   همگراي نقطه اي هستند و همچنين بنابه قضيهUروي

∑هاي مشتق گيري از ، فرمول)2- 2-2( قضيه
∞

=0

)(
n

n

n txuنسبت به xو tبرقرارند .  
  

),sin()0( شرايط اوليه با ي رابعديك معادله موج  1-2-3مثال xxu ),cos()0( و = xxut         درنظر  =

∋=R كه  گيريميم Ex. يدر اين حالت تمام جملات دنباله ها}{
)2( nf و}{

)2( ng به صورتي توابع  

)sin(x±يا )cos(x±يروبنابراين، اين دنباله ها .  هستندEدرنتيجه .شكل اند كراندار يك   

L+
−

+
−

++= 3
2

2
2

)cos(
!3

)1(
)sin(

!2

)1(
)cos()sin(),( tx

c
tx

c
txxtxu. ي  رو جواب اينR×= EU 

 توانيم آن را به صورت يم شكل است و  يكي همگراxنسبت به  وي نقطه ايهمگرا

c

ct
xctxtxu

)sin(
)cos()cos()sin(),(   .  بنويسيم=+
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+=0  معادله تريكومي 3-3 ttxx utu  

),0()(اين معادله با شرايط اوليه  xfxu ),0()( و = xgxut ∑ جوابي به صورت =
∞

=

=
0

)(),(
n

n

n txutxu 

0)()(دارد كه xfxu =، )()(1 xgxu     و=

,...3,2,1,0022 ==+ nu n 

,...3,2,1)(
)3()13(...6532

)1( )2(

3 =
×−×××××

−
= nxf

nn
u

n
n

n  

,...3,2,1)(
)13()3(...7643

)1( )2(

13 =
+××××××

−
=+ nxg

nn
u

n
n

n  

  بنابراين










×−×××××

−
+= ∑

∞

=1

3)2(
)(

)3()13(...6532

)1(
)(),(

n

nn
n

txf
nn

xftxu  

(2 ) 3 1

1

( 1)
( ) ( )

3 4 6 7 ... (3 ) (3 1)

n
n n

n

g x g x t
n n

∞
+

=

 −
+ + 

× × × × × × + 
∑  

  چون سري هاي 

∑
∞

= ×−×××××

−

1

3

)3()13(...6532

)1(

n

n
n

t
nn

∑   و  
∞

=

+

+××××××

−

1

13

)13()3(...7643

)1(

n

n
n

t
nn

   

  

}{حال اگر دنباله هاي توابع.  همگراي مطلق اند پس همگرا هستندRروي
)2( nf و }{

)2( ng  روي E كراندار

∑ آن گاه هر يك از سري هاي ،شكل باشند يك
∞

= ×−×××××

−

1

3)2(
)(

)3()13(...6532

)1(

n

nn
n

txf
nn

  

∑و
∞

=

+

+××××××

−

1

13)2(
)(

)13()3(...7643

)1(

n

nn
n

txg
nn

 همگراي x  همگراي نقطه اي و نسبت بهU روي

  بنابراين سري . شكل هستند يك










×−×××××

−
+= ∑

∞

=1

3)2(
)(

)3()13(...6532

)1(
)(),(

n

nn
n

txf
nn

xftxu  

(2 ) 3 1

1

( 1)
( ) ( )

3 4 6 7 ... (3 ) (3 1)

n
n n

n

g x g x t
n n

∞
+

=

 −
+ + 

× × × × × × + 
∑  

  .نيز چنين است

),sin()0(اگر  1-3-3مثال xxu ),cos()0( و = xxut RR روي  آن گاه معادله تريكومي= ×=U    

  .داردبه صورت زير جوابي 

                                        








×−×××××
+= ∑

∞

=1

3

)3()13(...6532

1
1)sin(),(

n

n
t

nn
xtxu    

                                     








+××××××
++ ∑

∞

=

+

1

13

)13()3(...7643

1
1)cos(

n

n
t

nn
x     
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  ينتيجه گير  4

 در حل معادلات ها  آناستفاده ازي و  انجام شد معرفي سري هاي تواني با ضرايب تابعمقالهكاري كه در اين 

گيري از اين   با اثبات چند قضيه جالب در خصوص همگرايي و مشتقدر واقع. ديفرانسيل با مشتقات جزيي بود

 ي به دست آمده ها  جوابيم كه ديدسري ها توانستيم معادلات مهمي را  به روش سري هاي تواني حل كنيم و

  .بستگي دارند به شرايط اوليه

    است كه نيازي بهبحث براي معادلات موردها   جوابي از مزيت هاي مهم اين روش سهولت محاسبهيك

اين روش بيشتر براي .  دامنه عمل كمتري دارد، نسبت به روش هاي حل كلاسيكگيري ندارند وليل انتگرا

قابل  ثابت نيز  غيررايبضمعادلات با  برايمعادلات با ضرايب ثابت به كار گرفته شد اما همان طور كه ديديم 

  .استفاده است

 ما مي توانيم . يك بعدي بود،u در تابعxمعادلاتي كه مورد بحث قرار داديم متغير، در  نكته ديگر اين كه

تعميم دهيم و به كمك آن معادلات چند  يك متغير چند بعدي است xتعاريف و قضيه ها را براي حالتي كه

 معادلات غير خطي نيز دحتي در مور. كنيمموج و لاپلاس را حل   از جمله گرما،) بعديnدر حالت كلي  (بعدي

 اين .اي پيدا مي كند  روش استفاده كرد هر چند كه بحث در مورد همگرايي وضعيت بسيار پيچيده اينمي توان از

  .ضوعات مي توانند ايده هايي براي كارهاي آينده باشندمو

  

  منابع
  

  .اصول آناليز رياضي والتر رودين انتشارات علمي و فني] 1[

  .معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي دانشگاه پيام نور] 2 [
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