
Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 

��ن                                     � �� ��ت �ر�د	 و � ری�          �� ا � ���       ��ل                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       ������ر  ٨٨$#�ر ،   ٢٠   ،  

 

 9

  

ي تجزيه آدومين و آشوبروش هامحاسبه تابع بتا توسط   

ها  هوموتوپي و مقايسه آن  
  

  

  2اسماعيل بابليان ،1، طاهر لطفي*1فرج االله محمدي يعقوبي

    واحد همدان  گروه رياضي، دانشكده علوم پايه، دانشگاه آزاد اسلامي 1
   دانشگاه تربيت معلم تهران  گروه رياضي و كامپيوتر ـ2

  

 

  

  ده    چكي

      ارايـه ، يك مدل بهينه سازي با يك تابع هدف چندگانه با توجه به يك دستگاه معادلات رابطـه فـازي     در اين مقاله  

ي روش هـا  بنـابراين   . يـك مجموعـه غيـر محـدب اسـت          مجموعه جواب اين قبيل از معادلات رابطه فازي،       . مي شود 

در ايـن مقالـه،    . نمي رونـد به كار مسايلي حل اين گونه  داخلي برا  ه ي معمولي از قبيل روش سيمپلكس يا روش نقط       

 به مساله بهينه سازي يك تابع هدف خطـي مـي پـردازيم كـه      و سپسابتدا روي مجموعه جواب شدني بحث مي كنيم       

0−براي حل اين مساله، ابتدا آن را به يك مساله برنامه ريزي صحيح               با استفاده از تكنيـك  آن را  تبديل كرده و سپس   1

Lهـاي   يك تابع هدف چندگانه بـا اسـتفاده از روش          به مساله بهينه سازي   شاخه و كران حل مي نمائيم و در نهايت           p 

قضايا، تعاريف و لم هاي مورد نياز در اين مقاله بيان مي شود و سرانجام به منظـور روشـن شـدن                    . مي پردازيم  متريك

  . شود  ميارايه شده، مثالي واقعي يهاراروش 

 

  .تابع بتا، روش تجزيه آدومين، روش آشوب هوموتوپي :كلمات كليدي

  

  مقدمه 1

 در ياري رساندن به درك و آن هامعادلات ديفرانسيل كاربردهاي زيادي در علوم و مهندسي دارند و حل 

هاي آناليزي حل  توان با روشن معادلات را ميهاي علمي اهميت بسزايي دارد، اما تعداد كمي از ايتوجيه پديده

هايي  برخي از روش. هاي ديگري حل شوند لذا اين معادلات بايد با روش.  حل آناليزي ندارندآن هاكرد و اكثر 

           ، روش آناليز هموتوپي]1- 3[اند عبارتند از روش آشوب دلتا هاي اخير مورد استفاده قرار گرفته كه در سال

  ].9- 12[ روش آشوب هموتوپي  و] 7-8[، روش تجزيه آدومين  ]6[، روش تغييرات تكراري  ]5-4[ 

تـوان بـه   هـاي اخيـر مـي    ي آناليز غيرخطي توسعه يافته در سـال    روش ها همچنين براي ملاحظه برخي جزئيات      

  .مراجعه نمود] 13[

  
  عهدار مكاتبات*

 Fm.yaghobi@yahoo.com  : آدرس الكترونيكي
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كـار  ه سيعي از معادلات تـابعي ب ـ  براي حل دسته و(ADM) تا كنون روش تجزيه آدومين    1980از اوايل سال    

توان به معادلات ديفرانسيل معمولي، معادلات ديفرانسيل با مشتقات        گرفته شده است، كه از جمله اين معادلات مي        

در ايـن روش جـواب    ].14-25[جزيي و همچنين معادلات انتگرالي همراه با شرايط اوليه و يا مـرزي اشـاره نمـود    

  .شودآيد كه به جواب دقيق معادله همگرا ميتناهي به دست ميمعمولاً به صورت يك سري نام

 رياضي مورد توجـه واقـع شـده    مسايل براي حل (HPM)هاي اخير، كاربرد روش آشوب هوموتوپي   در سال 

اين روش هم مانند روش تجزيه آدومين روشي مؤثر و راحت براي حل انـواع معـادلات خطـي و غيرخطـي                      . است

شود كـه   شود و هوموتوپي طوري ساخته مي     از تكنيك هوموتوپي در توپولوژي استفاده مي      در  اين روش     . باشدمي

p]1,0[ باشد كه pداراي يك پارامتر مانند ∈.  

كارايي، سادگي و دقت روش هوموتوپي براي حل دسته وسيعي از انواع معادلات خطي و غيرخطي همـراه بـا               

 1998البتـه  روش آشـوب هموتـوپي   در سـال         .  ي همگرايي  به جواب  دقيق نـشان داده شـده اسـت             سرعت  بالا  

 بكار رفته اسـت  مسايلو تا كنون به طور موفقيت آميــزي براي حل انــواع مختلفـي از           ] 9[توسط  هي پيشنهاد شد      

     خطـي سـاده مرتبـه اول و بـه كمـك         در اين مقاله قصد داريم تابع بتا را توسـط يـك معادلـه ديفرانـسيل               ]. 32-26[

  :گيريمبدين منظور معادله ديفرانسيل مرتبه اول زير را درنظر مي.  محاسبه نماييمHPM و ADMي روش ها

)1(                                                                                                    )t(Qy)t(p
dt

dy
=+  

  :عبارت است از) 1(ليلي معادله جواب تح

)2(                                                                                ∫= dt)t(f)t(Q)t(f)t(y  

=∫    كه 
dt)t(p

e)t(f.  

  

   محاسبه تابع بتا 2

اي كاربردهاي مستقيم در توزيع همچنين اين تابع دار.  فيزيكي و آماري ظاهر مي شودمسايلتابع بتا  بارها در 

         تابع گاما را   دارد و به كمك آن بعضي از مقادير مشكل تابع گاما  مستقيمي با   رابطه بتا در آمار مي باشد و

  .پردازيملذا در اين قسمت به معرفي آن مي . مي توان حساب كرد

  :گرددتابع بتا به صورت زير تعريف مي

                                                                     ( ) ( )
 1 11

 0
. 1

nm
m n t t dtβ

−−= −∫ 

  

  گيريم،معادله ديفرانسيل خطي مرتبه اول زير را در نظر مي  HPM و ADMبه منظور محاسبه تابع بتا توسط 

)4(                                                                     ( ) 1
1

1 −
−=

−
+

n
ty

t

m

dt

dy  

  :عبارت است از) 4(جواب تحليلي 

)5(                                                                 ,( )∫
−

−= dtttftfty
n 1

1)()()(  

)3(  
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)(1كه  −= mttf .  داريم ) 5(و ) 3(لذا از  

)6(                                      ( ) ( )
 1 11 1 1

0
 0

( ) 1 , .     
nm m

y t t t t dt m nβ
−− −= − =∫   

)نتيجه مي شود ) 3( در n و mرن بين ضمناً از وجود تقا ) ( )mnnm ,, ββ =.  

  :واضح است) 6(همچنين با استفاده از 

( )
 1

 0
1,1 1dtβ = =∫  

( )
 1

 0

1
2,1

2
tdtβ = =∫  

( )
 1

 0

1
2, 2 (1 ) 

6
t dtβ = − =∫  

( )
 1

2 2

 0

1
3,3 (1 )

30
t t dtβ = − =∫  

  ADMستفاده از  محاسبه تابع بتا با ا 3

، عملگر  ADMتوسط ) 6(براي محاسبه تابع بتا از 
dt

d
L را به صورت ) 4(توان لذا مي. كنيم را معرفي مي=

  :زير نوشت

                                                                                     ( )    1
1

)(
1-n

ty
t

m
yL −=

−
+  

  يا 

)8(                                                                             .      ( ) ( )yL
m

t
t

m

t
y

n

1
1

1

1

−
−−

−
=

−  

  بدين منظور گيريم. گيردروش تجزيه آدومين جواب را به صورت سري در نظر مي

)9(                                                                                                   ∑
∞

=

=
0i

iyy  

  كه

 ( ) ,1
1

1

0

−
−

−
=

n
t

m

t
y  

)10(                                                                                                  ,...2,1,0i = ,)(
1

1 ii yL
m

t
y

−
−=+   

  :خواهيم داشت) 9(و ) 6(در نتيجه از 

)11(                                                ( ) ( )
1

 1 11 1

 0
0 0

, 1
nm m

i

i

m n t t dt t yβ
∞

−− −

=

 
= − =  

 
∑∫  

  

در بخـش بعـد   . مورد بررسي قـرار گرفتـه اسـت      ]  33-37[و  ] 22[ در   ADMلازم به ذكر است كه  همگرايي        

  . چند محاسبه براي مقادير معروف تابع بتا را انجام دهيمADMكارگيري ه كنيم با بسعي مي

  

)7(  
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 (ADM) و نتايج محاسباتي با روش تجزيه آدومين  هامثال  3-1

   خواهيم داشت )11(از  . m<2  و  n=1 گيريم  1-1-3 مثال

( ) ( )
1

 1 11 1

 0
0 0

,1 1
nm m

i

i

m t t dt t yβ
∞

−− −

=

 
= − =  

 
∑∫  

  داريم) 10(از 
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+
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  بنابراين

( )
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( ) mm

m
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mmmm
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1
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  داريم) 11( طبق m<3  و  n=2براي   2-1-3مثال

( ) ( )
1

 1 11 1

 0
0 0

, 2 1
nm m

i

i

m t t dt t yβ
∞

−− −

=

 
= − =  

 
∑∫  

  خواهيم داشت) 10(از 

( )t
m

t
y −

−
= 1

1
0  
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1
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M 
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1
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+
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  بنابراين
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  داريم) 11( طبق m<4  و  n=3 براي 3-1-3مثال 

( ) ( )
1

 1 11 1

 0
0 0

,3 1
nm m

i

i

m t t dt t yβ
∞

−− −

=

 
= − =  

 
∑∫  

  نتيجه  مي شود)  10(از 

( )2

0 1
1

t
m

t
y −

−
=  

( )
( ) ( )[ ]ttt

m

t
y −−−

−
−= 121

1

2

21
  

( )
( ) ( )[ ]22

32 2161
1

tttt
m

t
y +−−−

−
=  

M 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] .,2,1,0,1231221
1

1 2112

1
L=×+−+−×−−−

−
−= ++

+
itttt

m

t
y

iii

i

i

i  

  بنابراين

( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 2 2 3 3 4
m-1 0 1

2 3
0 0

2 2 2

1 3 2 1 3 2 1 3 2 1
,3 t 3 2 1

1 1 1 1

1 3 3 2 2 1 1
1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1 3 1

i

i

m y
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m m

β
∞

=

 − + − + − + 
= = − + − + − + −   − − − −    

           
= − + − + − − + − + + − + − +                − − − − − − −            


= 

− + −

∑ L

L L L

( ) ( ) ( )( )
2 1 1 1 2

1 1 2 1 1 1 1 1 2 1  m m m m m m m

    
− + =         − + − − + − + +    
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  (HPM) اساس روش آشوب هوموتوپي  4

  : ]11[گيريم اي در اين روش، معادله زير را در نظر ميهاي پايهبراي بيان ايده

                                                                               ( ) ( ),            r .A y f r= ∈Ω  
  

  كه

                                                                              ( , ) 0,     r .
y

B y
r

∂
= ∈Γ

∂
  

)عملگر مرزي،Bيك عملگر ديفرانسيلي كلي، Aدر اينجا    )rf   تـابع تحليلـي و Γ     نيـز مـرز تعريـف شـده روي 

 قسمت غيرخطـي  Nقسمت خطي و Mكه  تقسيم كرد Nو M را به دو قسمت    Aتوان  مي. باشد مي Ωدامنه  

  .را به صورت زير بنويسيم) 12(توانيم لذا مي. باشندمي

                                                                          ( ) ( ) ( ),    r .M y N y f r+ = ∈Ω  
  :تساختار آشوب هوموتوپي به صورت زير اس

                                          [ ] [ ] 0)r(f)v(Ap)y(M)v(M)p1()p,v(H 0 =−+−−=  
  كه
)16(                                                                                  [ ] R0,1     :   )p,r(v →×Ω  

]،  )15(در معادله    ]1,0p تـوان فـرض نمودكـه جـواب معادلـه       مـي .  هم تقريب اوليه است    0y پارامتر نشاندني و     ∋

  . مانند زير بيان شودpتواند بر حسب يك سري تواني از مي) 15(

L++++= 3

3

2

2

10 vpvppvvv  
  

  :و بهترين تقريب جواب عبارت است از
)18(                                                                              L+++==

→
210

1
lim vvvvy

p
  

  .مراجعه نمود] 11[توان به براي همگرايي سري فوق مي

  

  HPM محاسبه تابع بتا توسط  5

ــن بخــش  ــي  HPMدر  اي ــر م ــا در نظ ــابع بت ــبه ت ــراي محاس ــريم  را  ب ــه  . گي ــه معادل ــه ب ــا توج ــريم )4(ب ، گي

)(
1

)( ty
t

m
yM

−
 و =

dt

dy
)y(N   .سازيمبه عبارت ديگر هوموتوپي ساده زير را مي . =

)19(                                                          [ ] 0)t(f)v(Np)y(pM)y(M)v(M 00 =−++−  

  يا

  

  

  

( ) 01)(
1

)(
1

)(
1 1

00 =





−−+

−
+

−
−

− −n
t

dt

dv
pty

t

m
pty

t

m
tv

t

m

)15(  

)12(  

)13(  

)14(  

)17(  
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  :ين را متحد قرار مي دهيم، بنابراpهاي يكسان  كنيم و ضرايب توانگذاري مي جاي) 19(را در ) 17(سري 

                   ,0)y(M)v(M:p 00
0 =−  

( )1

1 0 0: ( ) ( ) ( ) 0,p M v M y N v f t+ + − =  

                   ,0)v(N)v(M:p 12
2 =+ 

                                                            ,0)v(N)v(M:p 23
3 =+  

M  
                           .0)()(: 1

1 =++
+

nn

n
vNvMp  

  داريم) 18(و ) 6(در نتيجه با توجه به 

                          ( ) ( ) ( )
1

 1 11 1

 0
0 0

, 1
nm m

i

i

m n t t dt t v tβ
∞

−− −

=

 
= − =  

 
∑∫  

  

 HPM)( و نتايج محاسباتي با روش آشوب هموتوپيمثال ها 5-1

0)(0  با انتخاب m<2  و  n=1 گيريم  1-1-5 مثال =ty خواهيم داشت )20( از   

,0)(0 =tv  

,
1

)(1
−

=
m

t
tv  

( )
,

1
)(

22
−

−=
m

t
tv  

M  

( )
( )

i-1 t
( ) 1    ,    i 1,2,3 , ... .

m-1
i i

v t = − =  

  :خواهيم داشت) 21(ها در  ivگذاري  با جاي
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  توضيح 6
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  گيرينتيجه 7

مـين و آشـوب هوموتـوپي بـراي محاسـبه تـابع بتـا و بررسـي برخـي نتـايج                    ي تجزيه آدو  روش ها در اين مقاله    

 سادگي و كارايي اين دو روش پيشنهادي در مثـال         . محاسباتي آن به طور موفقيت آميزي مورد استفاده قرار گرفت         

گيـري، ايـن     ي متـداول پيـشين و كلاسـيك مبتنـي بـر انتگـرال             روش هـا  همچنـين، بـرخلاف      .هايي نشان داده شد   

كننـد و هـر دو روش از نظـر          گيري است، استفاده مـي     تر از عمل انتگرال   گيري، كه ساده  مشتق ها از عمل  تمالگوري

  .شوندمحاسباتي به نتايج يكساني منجر مي
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