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حل عددي معادله دو بعدي انتقال حرارت هدايت در حالت دائم به 

  Relaxationروش  

 

  2محسن ميرزايي،  1شهرام قرباني فر
  گروه فني مهندسي دانشگاه آزاد اسلامي واحد آستارا1

   دانشگاه آزاد اسلامي واحد آستارا گروه علوم پايه 2

 

 

  چكيده

 يك روش حل ،دي در حالت دائم بررسي شده و براي كاربردهاي صنعتيله انتقال حرارت دوبعادر اين مقاله مس

 در اين روش ابتدا ناحيه مورد نظر شبكه بندي شده و.  مي گردد كه بر مبناي تفاضل محدود استوار مي باشدارايهعددي 

ي تصحيح مي گردد  دماي نقاط به گونه اRelaxationدماي اوليه آنها حدس زده مي شود و سپس با استفاده از اپراتور 

شبكه بندي يك بار به صورت مربعي انجام مي پذيرد و براي افزايش دقت، ناحيه را با . كه مجموع خطا ها كمينه گردد

 تا بتوان از نتايج حالت اول استفاده [1] درجه نسبت به افق دوران يافته اند  شبكه بندي مي كنيم 45ي مربعي كه المان ها

  . كاهش دادكرده و زمان محاسبات را
 

 معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي، روش عددي حل معادله ديفرانسيل، روش ،دايمانتقال حرارت هدايت، حالت  :كلمات كليدي

Relaxation. 

  

   مقدمه 1

 انرژي ،كه در يك ماده اختلاف درجه حرارت ايجاد مي گردد گاميندرانتقال حرارت به روش هدايت ه

 براي توصيف كمي اين  . از نقاط با دماي بيشتر به نقاط با دماي كمتر منتقل مي شود خودبخودبه طورحرارتي 

اين قانون براساس مشاهدات تجربي آزمايشگاهي  .پديده از قانون فوريه در هدايت حرارتي استفاده مي گردد

در نظر بگيريد    A  و به مساحتdx با صفحات موازي به ضخامت kديواري با هدايت حرارتي  .تبيين شده است

و ) مستقل از زمان( دايمقانون فوريه براي اين ديوار در حالت . برقرار است dtكه در دو طرف آن اختلاف دماي 

  :يك بعدي به صورت مقابل بيان مي گردد

  









−=

dx

dt
kAQ

  

  

)1(  

  عهدار مكاتبات*

 sghorbanifar@yahoo.ca  : آدرس الكترونيكي
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رو معلوم بودن با توجه به اين رابطه مشاهده مي گردد كه محاسبه انتقال حرارت صورت پذيرفته در گ

بنابراين اهتمام .  براي مشخص كردن گراديان دما بايد توزيع دما معلوم باشد.گراديان دما در محيط مورد نظر است

  . انتقال حرارت بر روي يافتن توزيع دما متمركز مي گرددمسايلاصلي ما در 

 حرارت در حالت دايمريان براي محاسبه ج  و معادلات گرداننده آندايمانتقال حرارت دو بعدي در حالت 

 مقطع )1(در شكل .  لازم است توزيع دما بر روي هادي معلوم باشد،دو بعدي از يك هادي با شكل كاملا دلخواه

  .در حالت دو بعدي نشان داده شده است) عمود بر صفحه( جسم همگن جامدي به ضخامت واحد طول 

  

  
  

  

 ثابت را تشكيل داد كه با خط چين نشان داده شده يان خطوط دما مي تو،با اتصال نقاط با دما يكسان به يكديگر

  .اند

          مي توان ادعا نمود كه جريان حرارت هميشه در راستايي صورت، با فرض اينكه جسم ايزوتروپيك است

 خطوط جريان ،در اين شكل .دما  يعني عمود بر خطوط هم،مي پذيرد كه داراي بيشترين گراديان دما باشد

  . ثابت را قطع مي كننديرت با زاويه قائمه خطوط دماحرا

  : بنا بر قانون فوريه برابر است با ،dAجريان حرارت گذرنده از يك المان سطحي 

 
t

dQ kdA
n

∂ 
= −  

∂ 
  

كه در آن 








∂

∂

n

t گراديان دما ي عمود بر المان سطح dAاست .  

      تقسيم ...،1Aδ ،2Aδهاي مساحت  نتخاب كرده و آن را به المان را اهم دما يك سطح ،1با توجه به شكل 

  :لذا خواهيم داشت. به اين ترتيب گراديان دمايي در هر المان قابل محاسبه خواهد بود. مي كنيم

   نمايش خطوط جريان حرارت و هم پتانسيل:1شكل 
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1 1

1

2 2

2

t
dQ k A

n

t
dQ k A

n

δ

δ

∂ 
= −  

∂ 

∂ 
= −  

∂ 

  

 متعلق به سطح Aنتگرال گيري از اين معادله بر روي سرتاسر مساحت كل حرارت گذرنده از جسم را مي توان با ا

  : آوردبه دست هم دما

∑
=










∂

∂
−=

n

i i

i
n

t
AkQ

1

)(δ  

  .ولي براي استفاده از رابطه فوق بايد توزيع دما در داخل جسم تعيين گردد

  

  دايممعادله دوبعدي حرارت در حالت   2

       از جسم مورد نظر را در نظرdxdydz به حجم dVمي  المان حج،براي استخراج معادله دو بعدي حرارت 

         براي سهولت كار، اضلاع المان را در مختصات دكارتي به موازات محور هاي مختصات فرض.مي گيريم

  )2شكل (   .مي كنيم

  
  

  

ي انرژي كه ايده اصلي در نوشتن معادله ديفرانسيل عبارت است از پيوستگي جريان حرارت يا همان قانون بقا

 مجموع جريان هاي ،يعني در راستاي محور هاي مختصات. در هر حوزه دلخواهي از ميدان دمايي برقرار مي باشد

  وارد المان حجم xبنابراين اگر مساحتي كه جريان در راستاي . ورودي برابر است با مجموع جريان هاي خروجي

 : باشد خواهيم داشتdydzمي شود برابر با 

1

2

2

2 2

( )

( )

( )

x

x

x

t
dQ k dydz

x

t
dQ k dydz t dx

x x

t t
dQ k dydz dx

x x

∂ 
= −  

∂ 

∂ ∂ 
= − + 

∂ ∂ 

 ∂ ∂
= − + 

∂ ∂ 

  

 x جريان حرارت گذرنده از المان حجمي در راستاي  :2شكل 

)2( 
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 :  باشد خواهيم داشتdzdx   وارد المان حجم مي شود برابر با y اگر مساحتي كه جريان در راستايو نيز

1

2

2

2 2

( )

( )

( )

y

y

y

t
dQ k dzdx

y

t
dQ k dzdx t dy

y y

t t
dQ k dzdx dy

y y

 ∂
= −  

∂ 

 ∂ ∂
= − + 

∂ ∂ 

 ∂ ∂
= − + 

∂ ∂ 

 

 :  باشد خواهيم داشتdxdy وارد المان حجم مي شود برابر با zهمچنين اگر مساحتي كه جريان در راستاي 

 

1

2

2

2 2

( )

( )

( )

z

z

z

t
dQ k dxdy

z

t
dQ k dxdy t dz

z z

t t
dQ k dxdy dz

z z

∂ 
= −  

∂ 

∂ ∂ 
= − + 

∂ ∂ 

 ∂ ∂
= − + 

∂ ∂ 

 

  :ت خالص ورودي به المان حجم برابر است با حرار

  

1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

     ( ) ( ) ( )

     ( )

x x y y z zdQ dQ dQ dQ dQ dQ dQ

t t t
k dxdydz k dxdydz k dxdydz

x y z

t t t
k dxdydz

x y z

= − + − + −

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂
= + + 

∂ ∂ ∂ 

  

  : و شرايط دوبعدي خواهيم داشتdQ=0 حرارت دايمدر جريان 

0
2

2

2

2

=
∂

∂
+

∂

∂

y

t

x

t  

  . ناميده مي شوددايمبه نام معادله دوبعدي حرارت در حالت ) 3(معادله

  

  دايمحل عددي معادله دوبعدي حرارت در حالت  2-1

.  ممكن است بسيار مشكل باشد،جز در چند شكل ساده هندسيه  ب،ل تحليلي معادله دوبعدي حرارتح

 آمده براي معادله فوق منحصر به دستثابت مي شود كه جواب .  داردمسالهجواب نهايي بستگي به شرايط مرزي 

در مهندسي و صنعت از اين رو حل عددي معادله فوق در شرايط مختلف از اهميت خاصي بويژه . بفرد است

 به صورت yو x هدايت كه نهايتا مي توان دما را به صورت تابعي از مسايلدر حل تحليلي  .[2]برخوردار است

)3( 
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),( yxt φ= كه در   در حالي. حتي در مرز سيستم محاسبه نمود، آورده  وآن را  در هر نقطه دلخواهيبه دست

),(اگر دما به صورت . د نقطه محدود محاسبه مي گردد  دماي جسم در چن،هاي حل عددي روش yxt φ= بيان 

ن رويه سه بعدي را پوشش لذا با يك شبكه شطرنجي اي. گردد، نمايش هندسي آن يك رويه فضايي خواهد بود

براي . وددلخواه هر كدام از نقاط گرهي در شبكه را به عنوان مبدا مختصات انتخاب نمه توان ب مي .مي دهيم

بررسي تغييرات دما ناچارا بايد اين رويه را بر روي صفحات دوبعدي تصوير نماييم تا منحني تغييرات دما در آن 

  )3شكل.( آوريمبه دستصفحه را 

  
  

  

    زيرا دما . را بر حسب يك سري تواني بيان نمود yو   x  اغلب مي توان تغييرات دما در هر يك از راستا هاي 

  :وسته تغيير مي كند پيبه طور
2 3

0 1 2 3 tan  t

2 3

0 1 2 3 tan  t

( ...)

( ...)

y cons

x cons

t b b x b x b x

t c c y c y c y

=

=

= + + + +

= + + + +
  

 

با استفاده از ضرايب .  از مبدا مختصات بيان كردx را در فاصله tبا استفاده از سري مك لورن مي توان مقدار 

xt)(ديفرانسيلي  φ= در x=0:   

....

321

21

1

3

0

3

3

2

0

2

2

1
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b
x

t

b
x

t

b
x

t

x

x

x

××=








∂

∂

×=








∂

∂

=








∂

∂

=

=

=

 

 

   تصوير رويه فضايي دما بر روي محور هاي مختصات دوبعدي:3شكل 

)4(  

 

)5( 

)6( 

)7( 
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  :ت از عبارت اسx در راستاي tبنابراين تغيرات 

  

...
!3!2!1

3

0

3

32

0

2

2

0

0 +








∂

∂
+
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∂
+









∂

∂
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===

x

x

tx

x

tx

x

t
tt

xxx

  

  

  :برابر است با x=a در فاصله t1مقدار دماي 

...
!3!2!1

3

0

3

32

0

2

2

0

01 +
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∂
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∂
+









∂

∂
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===
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x

ta

x

ta

x

t
tt

xxx

  

  

 : برابر است باx=-a در فاصله t3و مقدار دماي 

  

...
!3!2!1

3

0

3

32

0

2

2

0

03 +








∂

∂
−
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+









∂
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x

ta

x

ta

x

t
tt

xxx

  

  

  :اگر دو رابطه فوق با هم جمع شوند خواهيم داشت

0

2

2
2

031 2

=










∂

∂
+=+

x
x

t
attt

  

  

  . دقت اين تقريب بالا تر مي رود، كوچكتر كردن اضلاع شبكه هاي شطرنجيواضح است كه با

      با استدلالي مشابه. [3] صرفنظر كرد4 آنقدر كوچك باشد كه بتوان از جملات با نماي بالا تر از aيعني بايد 

  :مي توان نشان داد 

0

2

2
2

042 2

=










∂

∂
+=+

y
y

t
attt

  

  

  

  

  : خواهيم داشت،وبعدي حرارتگذاري دو معادله فوق در معادله ديبا جا
2 2

1 2 3 4 02 2

1 2 3 4 0

4 0

4 0

t t
t t t t t

x y

t t t t t

∂ ∂
+ = + + + − =

∂ ∂

+ + + − =

  

  

 سعي مي كنيم جريان حرارت ،اكنون با استفاده از اين معادله . معادله تفاضل محدود ناميده مي شود،)14(معادله

 وجود اين . را كه تيغه هايي فلزي در داخل آن قرار دارد حل كنيم)  4(عبوري از ديوار نشان داده شده در شكل 

  .تيغه ها ماهيت انتقال حرارت را دوبعدي كرده است

)8( 

)9( 

)10( 

)11( 

)12( 

)13( 

)14( 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 

��ن                      � �� ��ت �ر�د	 و � ری�          �� ا � ���       ��ل                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      ������ر  ٨٨$#�ر    ،٢٠   ،  

 

 27

  
  
  

 را با شبكه هاي 48cm يك قطعه مساله و تقارن موجود در هندسه 48cmبا توجه به تكرار تيغه هاي فلزي در هر 

   )5شكل .(  پوشش مي دهيم6cmمربعي به ضلع 

  
  

  

يعني .  بر ديوار عمود مي باشند3-3 و1- 1ع  منطقي است كه فرض كنيم گراديان دما در مقاط)1(با توجه به شكل 

بدين ترتيب دماي تمام نقاط مرزي .   ثابت و عمود بر خطوط جريان است3-3گراديان دما در سرتاسر مقطع 

به دليل تقارن قطعه مورد بررسي نسبت به . دماي نقاط مرزي با فلش نشان داده شده اند .شبكه تعيين مي شوند

  )6شكل . (  فقط نقاط سمت چپ مقطع را در نظر مي گيريم،2-2مقطع 

  
  

هر چقدر حدس اوليه به واقعيت . درقدم بعدي بايد در ساير نقاط گرهي حدس اوليه اي براي دما داشته باشيم

با ميانيابي بين دما هاي معلوم مي توان براي ساير .  باعث كوتاه تر شدن پروسه محاسبات خواهد شد،نزديكتر باشد

  )7شكل. ( اين حدس را در گوشه بالاي سمت چپ هر نقطه مي نويسيم. نقاط گرهي دماي اوليه اي حدس زد

  مقطعي از ديواره كوره:4شكل

  شبكه بندي قسمتي از ديواره:5شكل 

  نمايش شرايط اوليه بر روي نقاط گره: 6شكل 
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  : اعمال مي كنيمbبراي نمونه آن را به نقطه . رابطه تفاضل محدود در تمام نقاط گرهي صادق است

10)2054(3102001002204100 =×−+++=−+++ bfac tttt  

  

به .  مي ناميمbدر نقطه ) residual(اين خطا را باقيمانده . وجود دارد10ملاحظه مي گردد كه خطايي به مقدار 

      . باقيمانده در ساير نقاط گرهي را نيز پيدا كرده و در بالاي سمت راست هر نقطه مي نويسيم،طريق مشابه

  )8شكل (

  
  

 

   Relaxationروش   3

بري باقيمانده ها به در اين روش هدف ما تصحيح دما هاي حدس زده شده است به گونه اي كه مجموع ج

  . حداقل ممكن برسد

در اينجا نقطه . پروسه تغيير حدس اوليه بايد از نقطه اي شروع شود كه بيشترين باقيمانده را از نظر مقدار دارد

d اگر دماي نقطه ، آمدهبه دستبا توجه به رابطه تفاضل محدود .  است20- بيشترين باقيمانده را دارد كه برابر با 

 نقطههمچنين اگر دماي چهار .  درجه تغيير خواهد كرد4- باقيمانده آن به اندازه ،افزايش داده شوددرجه 1اي 

طور خلاصه اپراتور ه ب.  تغيير خواهد كرد1+ باقيمانده آن نقاط به اندازه ، درجه تغيير كند1به اندازه  dهمسايه 

  . نشان داده شده است)9(روش رلكسيشن در شكل 

 حدس اوليه دماي نقاط گره كه مجهول هستند :7شكل 

  شروع مراحل تكرار و ايجاد اولين باقيمانده در نقاط:8شكل 
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C بايد دما را به اندازه ، dي از بين بردن باقيمانده در بنابراين برا
o5

4

20
−=

به اين ترتيب مي توانيم .  تغيير دهيم−

C به اندازه  dبا اعمال تغيير دما در نقطه 
o5−، دماي جديد نقطه d10شكل . ( را حدس بزنيم(  

  
  
  

5بايد دما را به اندازه  ، cبراي از بين بردن باقيمانده در 
1

4

o
C

− 
= −  

توجه داشته باشيدكه در تغيير .  تغيير دهيم

اجباري نيست كه باقيمانده  دما از اعداد كسري اجتناب گردد و اعداد صحيح گرد شده مورد استفاده قرار گيرد،

  .[4]ها در هر مرحله حتما صفر شوند

C به اندازه  cر دما در نقطه  به اين ترتيب مي توانيم با اعمال تغيي
o1−، دماي جديد نقطه cرا حدس بزنيم .  

  )11شكل (

  
  

توجه داريم كه دو نقطه  . تغيير مي كند10- به 5- از  ´cو c  باقيمانده جديد در نقاط ، dدر اثر تغيير دما در نقطه 

  )12شكل.(يري نمي كنند دماي ثابتي داشته و هيچ تغيd نقطه همسايه نقطه 4از 

  Relaxation اپراتور  :9شكل 

  تصحيح دماي اولين نقطه با استفاده از باقيمانده :10شكل 

 قاط با استفاده از باقيمانده تصحيح دماي ديگر ن :11شكل 
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ها را انتخاب كرده و   مجددا بزرگترين آن،از ميان مجموعه جديد باقيمانده ها كه به روش فوق ايجاد گرديد

  . پروسه فوق را تكرار مي كنيم

  :خواهد بود) 13(حاصل نهايي محاسبات به صورت شكل

  
  

 

  . خلاصه شده است1نتيجه محاسبات در جدول 

  
  

  ادامه روش تكراري و ايجاد دماهاي جديد:12شكل 

  پايان محاسبات و تعيين دماي نقاط گرهي:13شكل 

1جدول   
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 جريان حرارت عبوري قابل ، " ميله هاي هادي"دن توزيع دما در داخل ديوار با استفاده از قياس با مشخص ش

  .محاسبه است

به ازاي هر متر ارتفاع ديوار كه در ( به سمت ديوار بيروني كوره b جريان حرارت از نقطه ،بر اساس اين قياس

)100(برابر است با ) شكل عمود بر سطح كاغذ است btk  48cm بنابراين كل حرارت خروجي از اين مقطع −−

  :با توجه به تقارن هندسي ديوار عبارت است از

kkkkk
k

Qout 895)100235()100219(2)100208(2)100203(2
2

)100200(
2 =−+−+−+−+







 −
=

  

  : جواب فوق چك مي شود،با محاسبه جريان ورودي از وجه داغ ديوار

kkkkk
k

Qin 909)235400()332400(4)311400(2)303400(2
2

)300400(
2 =−+−+−+−+







 −
=

  

)235400( و جمله  ´gو   gاط  به علت تاثير تيغه فلزي از هر دو سطح خود بر روي نق4kجمله  −k به علت  

  :   لذا. مي باشد dتاثير دماي تيغه فلزي بر روي نقطه 

       

                            909 895
902

2 2

in out
Q Q k k

Q k
+ +

= = =  

  

ه اي به اين منظور به گون. ب مطمئن شويم از  شبكه هاي كوچكتر استفاده مي كنيماكه از دقت جو براي آن

ن نقاط قاط جديد باشند و بنابراين به عنواها را انجام مي دهيم كه نقاط قبلي نيز زير مجموعه اي از ن تقسيم بندي

اين عمل زماني ميسر است كه . معلوم محسوب شده و به ميزان قابل توجهي حجم محاسبات را كاهش خواهيم داد

6 ضلع ها به توسط مربعاتي به   تقسيم بندي)14(همانند شكل 

2
  . انجام پذيرد

  
  

  

  :در اين حالت خواهيم داشت .نتايج بر روي شبكه جديد ثبت شده اند

862 880
871

2 2

in out
Q Q k k

Q k
+ +

= = =  

  

  

  

14شكل   
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  :بود بابرابر  جريان حرارت يك بعدي بوده و انتقال حرارت صورت پذيرفته ،اگر تيغه هاي فلزي استفاده نمي شد

  

.48 1100 400)
800

.18
Q k k

× −
= − =  

  

  نتيجه گيري  4

ها است   يافتن توزيع دما بر روي مقطع ديوار كوره هاي صنعتي و دودكش،ل رايج در صنعتييكي از مسا

اتلاف حرارتي محاسبه : كار رفته فرا تر نرود و ثانياه بررسي شود كه دما از ميزان قابل تحمل براي مصالح ب: تا اولا

براي حل  . نين تحولاتي معمولا از نوع معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي استمعادلات گرداننده چ. گردد

معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي در حالت كلي  تا كنون نرم افزارهاي متعددي ايجاد و توسعه يافته اند كه به 

وسپس معرفي مدل رياضي  استفاده از آنها نيازمند تبحر در مشبدي ناحيه مورد نظر ،دليل گستردگي و انعطافشان

له ا معمولا يادگيري و استفاده از اين نرم افزارها جهت حل يك يا چند مس.آن مش بندي به نرم افزار است

روش . كاربردي در صنعت كه هر مهندسي ممكن است با آن روبرو گردد از نظر زماني مقرون به صرفه نيست

له ا  ابزاري است  موثر جهت بررسي مس،سه شكل مورد نظرحاضربا تاكيد بر محاسبات دستي مستقيم  بر روي هند

  .م با صرف كمترين وقت و انرژييانتقال حرارت در حالت دا

  

  منابع

[1] G. F. C. Rogers and Y.R. Mayhew, "Engineering Thermodynamics Work and Hat Transfer, Longman, 

1980. 

[2] Frank P. Incropera and David P. De Witt, "Introduction to Heat Transfer", John Wiley & Sons, 2002. 

[3] J. P. Holman, “Heat Transfer", McGraw Hill, 2001. 

[4] FLUENT.INC press may2001. 

 

www.SID.ir


