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  حل معادلات غیرخطی با استفاده از فنون آشوب و بسط لاگرانژ

  
  

  2، اسماعیل بابلیان1، فرج اله محمدی یعقوبی*1طاهر لطفی

   واحد همدان، دانشکده علوم پایه دانشگاه آزاد اسلامی، گروه ریاضی1
  دانشگاه تربیت معلم تهران، گروه ریاضی و کامپیوتر2

  
  
  

  چکیده
 چند ارایههمچنین با . شوب و بسط لاگرانژ برای حل معادلات غیرخطی جبری معرفی شده استدر  این مقاله فنون آ

  . پیشنهادی نشان داده شده استمثال سادگی، کارایی و مؤثر بودن الگوریتم
  

  .بسط لاگرانژ، فنون آشوب، انتگرال کوشی  :کلمات کلیدی
  
  

  مقدمه  1
بــــه غیر از . ندسی پیدا کردمــی توان اغلب در علوم و مه یافتن ریشه معادلات جبری غیرخطی را مساله

  برای یافتن ریشه های تکراری چندجمله ای Petkovicهای دیگری مانند روش  فرمول ریشه یابی نیوتن، فرمول
اما یکی از . پیشنهاد شد،  را می توان نام برد]  3،2  [He کـه توسط Newton-like iterationو روش ] 1[ها 

  است که باید به اندازه کافی نزدیک به جواب واقعی 0xی فوق انتخاب مقدار اولیهروش هالات مشهور اشکا
      خیلی مشکل0xیافتن مقدار بحرانی برای . ی فوق را برای ما تضمین کندروش هاانتخاب شود تا همگرایی 

 ی دیگری نیز در سالروش های فوق، روش ها از به غیر]. 4[م کلی و مفید دارد یتمی باشد و نیاز به یک الگور
  و (ADM)های اخیر برای محاسبه  ریشه معادلات مورد استفاده قرار گرفته اند، مانند  روش تجزیه آدومین  

ش رو]. 18-22[ی دیگر روش هاو ] 13-15[ و تعمیم آن (HPM)روش آشوب هموتوپی ] 5-12[تعمیم آن  
های بزرگ دشوار و nها محاسبه جواب معادله برای  ی ذکر شده همگی تکراری هستند و بنابراین بعضی وقتها

در این مقاله ما سعی می کنیم با استفاده از فنون آشوب و بسط لاگرانژ فرمولی صریح و . کسل کننده می باشد
  .م دهیارایهساده برای حل معادلات غیر خطی 

  
  

 

عهده دار مکاتبات*  
 lotfitaher@yahoo.com :آدرس الکترونیکی
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   فن اساسی آشوب  2
که ما آن را برای حل ] 16,23[ کرد ارایهایده اساسی را می توان در عباراتی خلاصه به ساده ترین صورت 

  برای حل معادله . معادلات جبری غیر خطی به کار می بریم
)1(                                                                                                                                                ( ) vuF =  

  که به هر علتی مانند غیر خطی بودن یا خطی از مرتبه بالا بودن  حل آن مشکل است، فرض می کنیم
)2(                                                                                                                                                 ( ) vuL =  

  یک معادله کمکی باشد که  دارای جواب صریح و منحصر به فرد
)3(                                                                                                                                                 ( )vTu =  

) در عمل این امر به معنی آن است که .است )uL یک عملگر خطی از u 1 است، یعنی به ازای هر دو تابعu و 
2u 1 و اسکالرهایc 2 وcداریم   
)4(                                                                 .                               ( ) ( ) ( )22112211 uLcuLcucucL +=+  

  ه صورت زیر می نویسیمرا ب) 1(بنابراین .  خطی استLبعد از این فرض می کنیم که 
)5(                                                                                                                     ( ) ( ) ( )( ) vuLuFuL =−+  

)با معرفی تابع جدید  ) ( ) ( )uFuLuN   :را به صورت زیر می نویسیم) 5(،  =−
)6(                                                                                                                                   ( ) ( )uNvuL +=  

 را در  را معرفی کرده و معادله جدید زیرp،  پارامتر )6( تسهیل بررسی مان در زمینه جواب خصوصی به منظور
  :نظر می گیریم

)7(                                                                               .                                                 ( ) ( )upNvuL +=  
ا اجازه می دهد انواع گوناگونی از محاسبات  تنها یک ترفند ریاضی است که به مpدر بعضی موارد وارد کردن 

برای مثال با این تمهید دسته بندی جملاتی که به لحاظ درجه تقریب .  را طی یک روند قاعده مند انجام دهیم
اما در موارد زیادی این پارامتر به طور . مند و مفید امکان پذیر می شود قابل قیاس هستند به یک اسلوب روش

، )اتصال(، ضریب کوپلینگ hهای فیزیکی گوناگون، همانند ثابت پلانک  د و نمایانگر کمیتطبیعی پدید می آی
بنابر این آغاز کردن کار با مطالعه معادلاتی  .شدت یک تکانه، عکس سرعت نور یا دامنه یک طرف ثانی است

          ) 7(از این رو یک جواب برای معادله .  به صفر میل می کند، کاملاً طبیعی و معقول استpها  که در آن
  :به صورت

)8(                                                                                                                  "+++= 2
2

10 uppuuu  
واضح .  هستندp می باشد که ضرایب آن مستقل از pجستجو می کنیم، این جواب یک سری توانی بر حسب 

   حاصل می شود، یک جواب تقریبی خطیp=0 که با قرار دادن 0uاست که جمله نخست 
)9(                                                                                                                                               ( ) vuL =0  

)است، جوابی که ما آن را به صورت  )vTu   . خواهیم نوشت0=
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) 7(را در ) 8( آمده از رابطه به دست uشیوه ای قاعده مند،  به ...،1u،2u آوردن ضرایب بعدی به دستبرای 
  :جایگزین می کنیم و با برابر قرار دادن عوامل، رابطه زیر حاصل می شود

  

)10(                                                                .                                  







+=







 ∑∑
== 00 i

i
i

i
i

i uppNvupL  
  

  :به صورت زیر در می آید) 10( یک عملگر خطی است، بنابراین طرف چپ Lاز آنجا که بنا به فرض 
  
)11(                                                                                                      ( ) ( ) ( ) "+++ 2

2
10 uLpupLuL  

  

)با فرض اینکه  )uNبر حسب u را به صورت یک سری توانی از) 10( تحلیلی است، می توانیم طرف راستp 
  بنابراین . بسط دهیم

)12(                            ( ) ( ) ( ) ( ) "" +++=+++ 3102
2

10102
2

10 ,,, uuuNpuupNuNuppuuN  
  

012 تنها به مقادیر kpه نشان داده شده، ضرایب در رابطه فوق، همانگونه ک ,,,, uuuuk  با تلفیق . وابسته اند…
.  بیان کردvها را محاسبه و بر حسب iu، می توان pتوان هایو برابر قرار دادن ضرایب ) 12(و ) 11(بسط های 

که ضرایب آن به روش یاد شده در بالا محاسبه می شوند، یک جواب صوری ) 8(سری نامتناهی مندرج در 
فقط لازم است که قرار دهیم )  6( آوردن یک جواب صوری به دستبرای . نامیده می شود) 7(معادله اولیه 

0=p .ه برای محاسبه در قسمت بعدی یک فرمول صریح و سادiu می دهیمارایهها .  
  
   بسط لاگرانژ 3

شایـد ساده ترین معادلـه ای کـه الگوریتم یاد شده در بالا را بتوان بر آن مورد استفاده قرار داد،  عبارت باشد 
  ]23،16[از 
)13(                                                                                                                                     ( )upgau +=  

)چنانچه .  یک تابع عددی استg یک کمیت اسکالر و aکه در آن )ugیک تابع تحلیلی بر حسب u در 
auهمسایگی نقطه   به اندازه کافی کوچک باشد، از طریق کاربرد مستقیم مبانی نظریه توابع با متغیرهای p و=

 p=0 در همسایگی p، یعنی یک تابع تحلیلی از )13(مختلط، می دانیم که یک جواب منحصر به فرد برای 
  وجود خواهد داشت و چنین جوابی به صورت 

)14(                                                                                                        ( ) ( ) "+++= ahpaphau 2
2

1    
، را می توان به روش p توان هایگر چه ضرایب .  وابسته اندa  بهp توان هایخواهد بود که در آن ضرایب 

 آورد، اما این رویکرد نسبتاً دشوار و کسل کننده، تنها بخش بسیار به دستمعمولی از طریق مشتق گیری متوالی 
)اندکی از ساختار توابع  )ahkقابل توجه است که یک فرمول صریح کاملاً دقیق و نسبتاً .  می کند را آشکار

 .ساده، برای نمایش جملات یاد شده در بالا موجود است
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)فرض کنید  )بسط لاگرانژ (1قضیه )zg تابعی تحلیلی در روی و درون خم بسته C حول az  باشد و =
   نامساویC واقع در محیط z، به ازای هر pفرض کنید 

)15(                                                                                                                               ( )  pg z z a< −  
)دارای دقیقاً یک ریشه ) 13(در این صورت معادله . را ارضا کند )auu   ] .16[ است C ، در درون =

)حال اگر تابع  )zfنیز در درون و روی Cشتگاه می توان نو  تحلیلی باشد، آن:  
  

)16(                                                                              ( ) ( ) ( ) ( )[ ]n
n

n

n

agaf
du
d

n
pafuf ′






+=

−∞

=
∑

1

1 !
  

  

  :، که طبق آن داریم]17[ساده ترین راه برای حصول این نتیجه استفاده از قضیه انتگرال کوشی است 
  

)17(                                                           .                                   ( ) ( )( ) ( )( )dz
az
zuf

i
aufuf

C∫ −
==

π2
1  

  
)و قضیه بسط لاگرانژ، معادله ) 13(همچنین طبق رابطه  ) 0u a pg u− −  دارای ریشه منحصر =

)بفرد )u u a=در درون Cگاه معادله  شد آن است و اگر این ریشه تکراری با( )
( )

0
1

u a pg u
pg u

− −
=

′−
 ریشه 

  :بنابراین با استفاده مجدد از انتگرال کوشی می توان نوشت.  داردCمنحصر بفرد ساده در درون

)18(                                                      .                                ( ) ( ) ( )( )
( )

11
2 C

f w pg w
f u dw

i w a pg wπ

′−
=

− −∫v  

C خم بسته ساده یاد شده در بالاست که شامل تنها یک صفر( )wpgaw گذاری  حال با جای.  می باشد−−
  بسط

)19(                                                                                                       ( )
( )

( )∑
∞

= −
=

−− 0

1
n

n

nn

aw
wgp

wpgaw
  

  داریم) 18(در رابطه 

)20(                    ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1

1 1
0 02 2

n nn n

n n
n nC C

f w g w dw f w g w g w dwp pf u
i iw a w aπ π

+∞ ∞

+ +
= =

′
= −

− −
∑ ∑∫ ∫v v  

  با جدا کردن جمله اول در سیگمای اول و تغییر اندیس در سیگمای دوم داریم
  

  ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1

1
1 1

.
2 2

n nn n

n n
n nC C

f w g w f w g w g w dwp pf u f a dw
i iw a w aπ π

−∞ ∞

+
= =

′
= + −

− −
∑ ∑∫ ∫v v  

                                                   :  می توان نتیجه گرفت] 17[همچنین با استفاده از تعمیم قضیه انتگرال کوشی 

)21(  
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1 ,
nn n n

n n n
C C C

f w g wf w g w f w g w f w ng w g w
dw dw dw

w a n w a n w a

−

+

′  ′ ′+ = =
− − −∫ ∫ ∫v v v

  
  داریم) 21(گذاری رابطه فوق در  با جای

)22(                                                                         ( ) ( ) ( ) ( )
( )1 2

nn

n
n C

f w g wpf u f a dw
i n w aπ

∞

=

′
= +

−
∑ ∫v  

  :می توان نوشت] 17[و با استفاده از عکس قضیه انتگرال کوشی 

 )23(                                                                  ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 !

nn
n

w an

p df u f a f w g w
n dw

−∞

==

   ′= +     
∑  

)به ویژه برای  ) uuf    داریم  =

)24(                                                                                           .  ( )[ ]
aun

n
nn

ug
du
d

n
pau

=

∞

=

−

∑ 





+=

1

1

!
  

  
  ها و محاسبات  مثال 4

رجوع ] 19-22[، ]8[، ]5[در این بخش کارایی روش پیشنهاد شده را با چندین مثال برای بررسی می کنیم، به
  .کنید

  
) فرض کنید  1مثال  ) 0=−−= −xekxxh 0 که>k در نتیجه ،xekx   با p=1 و k=2رای ب. =+−

  داریم) 24(استفاده از 

[ ] ( )∑∑
∞

=

−
−−

=
−

−∞

=

−
+=






+=

1

2
11

2

1

1 !
12

!
12

n

n
nn

x
nx

n

n

e
n

ne
dx
d

n
x  

  
1200282339.216با انتخاب شانزده جمله اول سری فوق نتیجه می شود  =x و ( ) 9

16 105 −×=xh.  
  

) برای معادله  2مثال  ) 03 2 =−= xexh x1ب  با انتخا=p داریم) 24( و استفاده از:  
  

( ) [ ] ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

−

=

−







=






=+=

1 1

1

0
2

1
2

2!3

1

!3

1
3

10
n n

n

nx
nx

n

n
x n

n
e

dx
d

n
ex  

  
910007.040با انتخاب چهل جمله اول سری فوق نتیجه می شود  =x و ( ) 6

40 1070355.1 −×=xh.  
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) اگر  3مثال  ) ( ) 01 52 =−−= xxxh  521 آنگاه xx    داریمp=1و انتخاب ) 24(، با استفاده از =−

[ ] ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=
−

−
=

− +−−
−+=−






+=

1 1
1

1
1

52
1

5!
55252211

!
11

n n
n

n
x

n
n

n
nnnnx

dx
d

n
x "  

     
34594843.018با انتخاب هجده جمله اول سری فوق نتیجه می شود  =x و ( ) 8

18 103629.4 −×=xh.  
  

) فرض کنید  4مثال  ) 03 =−= −xexxh 3 در نتیجه
x

ex
−

  داریم) 24(  با استفاده از p=1برای  . =
( ) 1 1

3
1

1

1
0

! 3

n n
x

n
n

n
x e

n

− −∞
−

−
=

−
= + =∑  

  
77288.050با انتخاب پنجاه جمله اول سری فوق نتیجه می شود  =x و ( ) 6

50 10669.6 −×−=xh.  
  
  گیرینتیجه  5

 روش هامقایسه با سایر   در این مقاله بسط لاگرانژ  برای یافتن جواب معادلات  غیرخطی استفاده شد که در 
 به دستبسیار ساده و مفید می باشد و می توان بوسیله این روش جواب تقریبی معادلات غیر خطی را با دقت بالا  

 جواب به طور ارایهضمناً از مزایای این روش می توان به تکراری نبودن آن ، بی نیاز بودن از نقطه شروع و . آورد
  . اشاره کردصریح و بر حسب یک سری توانی
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