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اثرات جایگشت نوفه های سفید و مخلوط در حل عددی معادله 

  مربوط به مدل زیست ریاضی دیفرانسیل تصادفی
  

  

  3،  غلامحسین یاری2 رحمان فرنوش،*1رمضان رضاییان
  دانشکده علوم پایه، دانشگاه آزاد اسلامی واحد علوم تحقیقات، تهران، ایرانگروه آمار، 1

  اضی، دانشگاه علم و صنعت، نارمک، تهران، ایراندانشکده علوم ریگروه ریاضی، 2
 
 
 

  
  

  چکیده
در ایـن  . کاربرد فراوانی در مدل بندی پدیده های طبیعی مربوط به علوم زیست شناسـی دارد  معادله دیفرانسیل معمولی

 پارامترهای مـدل،    با وارد کردن عوامل تصادفی به     .  را در نظر می گیریم     جلبک ها مقاله، معادلات دیفرانسیل مربوط به رشد       
هدف اصلی ما در این مقاله، بررسی اثـرات جایگـشت نوفـه هـای     . آن را به یک معادله دیفرانسیل تصادفی تبدیل می نماییم        

 ماریاما به صـورت عـددی       –معادله دیفرانسیل تصادفی را به روش اویلر        . سفید و مخلوط در مدل  تصادفی مربوطه می باشد         
 .انجام می دهیم  MATLABوطه را به کمک برنامه تقریب زده و شبیه سازی مرب

  
  .ماریاما، انتگرال ایتو -معادله دیفرانسیل تصادفی، نوفه سفید گاوسی، نوفه سفید مخلوط،  روش اویلر :کلمات کلیدی

  
  مقدمه 1

 مدل سازی می شوند، هرچند بـسیاری از         ODEسیستم های فیزیکی اغلب به وسیله معادله دیفرانسیل معمولی          
دل ها به صورت مطلوبی نمایش داده می شوند، ولی در بـسیاری از مـوارد بـه علـت نادیـده گرفتـه شـدن اثـرات           م

 اخیر مدل سازی ریاضـی مربـوط بـه          سال های تصادفی، مدل دقیق و در نتیجه جواب دقیقی به دست نمی آید، در              
  د توجه قـرار گرفتـه اسـت، قـسمت         حوادث طبیعی و فیزیکی با وجود عامل تصادفی به دلیل کاربرد وسیع آن مور             

 یکی از مهمتـرین فرآینـدهای تـصادفی،  فرآینـد وینـر            .  در قالب فرآیند تصادفی می باشد      مدل ها عمده ای از این     
  . است ) حرکتی برآونی(

}:0{یک فرآیند وینر استاندارد  ≥tWtوری که یک فرآیند گاوسی زمان پیوسته با نموهای مستقل می باشد به ط
tsبه ازای هر  )0(0، با احتمال یک 0≥≥ =W   ,  0)( =tWE و stWWVar st −=−  به عبارتی  )(

),0( stNWW st lkji، به علاوه به ازای هر، −→− tttt ، نموهای 0≥≥≥≥
ji tt WW  و −

ki tt WW − 
  .[1]مستقل از هم می باشند

عهده دار مکاتبات*  
 r.rezaeyan@gmail.com :آدرس الکترونیکی
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در شرایط اولیه، شرایط مرزی و یا در توصـیف تـابع          (فرانسیل معمولی   با اضافه نمودن عوامل تصادفی در معادله دی       
  . به وجود می آیدSDEیک ) سیستم فیزیکی 

 و یـا ضـرائب     است که به صورت مجموعه ای از یـک یـا چنـد جملـه تـصادفی بـوده                   ODE، یک   SDEلذا یک   
 کـه دارای ضـرائب تـصادفی یـا مقـدار اولیـه              ODEپارامتری آن به شکل تابعی از یک متغیر تصادفی  می باشـد،              

، tمی باشد که جواب آن نـسبت بـه زمـان    SDE  باشد یک آن هاتصادفی یا ورودی تصادفی و یا حتی ترکیبی از 
ند تصادفی نامنظم، مانند نوفه سـفید گاوسـی پدیـد            ای که با اضافه کردن یک فرآی       SDEاما  . مشتق پذیر می باشد   

 tمی آید، به خاطر وجود جملاتی بر حسب  فرآیندهای وینر در انتگرال تصادفی مربوطه، جواب آن ها بر حـسب                      
              مشتق پـذیر نمـی باشـد و معمـولا ایـن گونـه از معـادلات بـه صـورت انتگـرال تـصادفی ایتـو یـا اسـترانتویچ بیـان                                 

  .]2[ندمی شو
معادلات دیفرانسیل تـصادفی از ایـن نـوع کاربردهـای وسـیع در علـوم زیـست شناسـی، جامعـه شناسـی، اقتـصاد،                          

  .دارد . . . مدارهای الکتریکی، فعالیت های ماهواره ای و 
بـار  در این جا ما مدل ریاضی مربوطه به تشکیل جلبک های کنار حوضچه ها و آب های راکد را که بـرای اولـین             

هدف این مقاله، تجزیه و تحلیل اثـرات جایگـشت نوفـه            .  مطزح شد، را در نظر می گیریم       ]5[ برتا و کانگ     توسط
  .های سفید و مخلوط روی پارامترهای سیستم مورد نظر می باشد 

، ما محاسبات تصادفی و انتگرال تصادفی را مطرح می نمائیم، شناسایی مدل مورد نظـر     2برای این منظور در بخش      
.  بخش سه شرح داده و اثرات جایگشت نوفه های سفید و مخلوط را روی پارامترهای مدل در نظر می گیریم     را در 

  . می نماییم   انجام داده نتیجه گیری 4نتایج عددی و شبیه سازی مربوط به تقریب عددی مدل مربوط را در بخش  
  
   محاسبات تصادفی 2

tttt ،فرم کلی معادله دیفرانسیل تصادفی به صورت       dWXtgdtXtfdX ),(),(  می باشـد،  کـه در        =+
جواب صحیح  .  بعدی یا فرآیند وینر می باشد      mحرکت برآونی   tW و   8 ضریب انتشار  g،  7 ضریب رانش  fآن،  

 بعدی می باشد که در معادلـه انتگرالـی زیـر بـا مقـدار                n برداری    یک فرآیند  tXمعادله دیفرانسیل تصادفی فوق،     
اولیه 

0t
X برای  t های متعلق به[ ]Tt   . صدق می کند 0,

                                    ( ) ( ) s

T

t

T

t
sst dWXsgdsXsfX ∫ ∫+=

0 0

,,  

مولی اسـت و انتگـرال دوم در آن، یـک انتگـرال تـصادفی               اولین انتگرال در معادله انتگرالی فوق، یک انتگرال مع        
بـرای حـل انتگـرال هـای     . است که با روش معمولی انتگرال ریمان، اشتیل یس یا انتگرال لبگ قابل حل نمی باشد           

                                                 
7  Drift cofficient 
8  Diffusion cofficient 
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Ttttتصادفی،  فرض کنید      n =≤≤≤ ] یک افزار از بازه      10... ]Tt )  باشد و     0, )1max −−= iin ttλ    در ایـن 

∫، 9صورت انتگرال ایتو
T

t
ss dWXsg

0

   : به صورت زیر تعریف می گردد),(

)1(                                            ∑∫
=

−→ −−
−==

n

i
tttiS

T

t
sI iii

n

WWXtgdWXsgty
1

10
)(),(lim),()(

11

0
λ

             

∫≥∞،  تابعی اندازه پذیر      gاگر   dsXsgE
T

t
s )),(( 2

0

وجـود   باشد، حد فوق و در نتیجه انتگـرال ایتـو فـوق م             

  .]4  ,  3[است 
  : است که به صورت زیر تعریف می گردد10نوع دیگر از انتگرال های تصادفی، انتگرال استراتنویچ

  

)2(                                      ∑∫
=

−

→ −−
−

+
==

n

i
ttt

ii
S

T

t
ss iii

n

WWX
tt

gdWXsgty
1

1

0
)(),

2
(lim),()(

11

0
λ

  
  

رال ایتـو، ایـن اسـت کـه ضـریب انتـشار،             شرط وجود انتگرال اسـتراتنویچ عـلاوه بـر برقـراری شـرط وجـود انتگ ـ               
),( sXsg تابعی پیوسته نسبت به t و دارای مشتقات جزئی پیوسته نسبت به tXو داریم]3[ باشد  :  
  

dsXsgXsgtyty skj

T

t

m

j

n

k sIS j
),(.),(

2
1)()(

0

1 1∫ ∑ ∑= =
=−  

  

) امُین ستون از ماتریس j، نماد kjgوقتی  )mn
x
g

g
k

ij
xk

×
∂
∂

=            :]3[ما داریم ) 1(، می باشد با استفاده از ,

22
)( 0

22

1
0

0

tTWW
dWWty tT

S

T

t
S

−
−

−
== ∫  

  :]3[نتیجه می شود ) 2(و با استفاده از 

2
)(

22
0

0

tT
S

T

t
Ss

WW
dWWty

−
== ∫  

  

انتگـرال هـای ایتـو و انتگـرال هـای           ( مـی تـوان توسـط دو روش مجـزا           را  از آن جایی که انتگرال هـای تـصادفی          
نمود، پس هر انتگرال تصادفی دو جواب مختلف دارد، این دو جواب مختلف توسط فرمول زیـر                 حل  ) استراتنویچ

  . ]4[به هم دیگر مربوط اند 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 1 11

1, ( ) , ( ) , ( )
2 k j

T
m n

I I x i kjj k
t

X T X t f X g X g y dτ τ τ τ τ τ τ
= =

 = + −  
∑ ∑∫ 

)3(                                                                                                             ( ) ( )
0

1, ( )
T

t

S g X dW ττ τ+ ∫  

                                                 
9   Ito Integral 
10 Stratonovich Integral 
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  :یا

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 1 1

1, ( ) , ( ) ,
2 k j

T
m n

S S s x S k Sj k j
t

X T X t f X g X g X dτ τ τ τ τ τ τ
= =

 = + +  
∑ ∑∫  

)4(                    ( ) ( )
0

, ( )
T

S
t

I g X dW ττ τ+ ∫                               

. به ترتیب انتگرال استراتنویچ و انتگرال ایتو می باشـد           ) 4(و  ) 3(وقتی که آخرین انتگرال های سمت راست رابطه         
  انسیل استراتنویچ،نتیجه می شود، معادله دیفر) 4(و ) 3(از 

)5 (                                                                         ( ) t
m

j

n

k kjxt gdWdtggfdX
jk

+





 −= ∑ ∑= =1 12

1  

  :متناظر با معادله دیفرانسیل ایتو زیر می باشد

ttt gdWfddX +=  
)که در آن  )

jk k
m

j j

n

k x gg∑ ∑= =1 1
  .می باشد  ) Correction(  جمله تصحیح 

حل معادله دیفرانسیل تصادفی به روش تحلیلی همواره امکان پـذیر نمـی باشـد و در خیلـی از مواقـع مجبـوریم از                         
 ماریامـا  – روش اویلـر    SDE، ساده ترین روش تقریب عـددی        ]11-6[ را تقریب بزنیم   SDEروش عددی جواب    

  . است ODEبرای  بر اساس روش عددی اویلر SDE ماریاما برای تقریب –روش اویلر  . ]4[است 
TTtفرض کنید  NN == +1<...<nt<...<2t<1t<00 t=       افـرازی از بـازه ،[ ]Tt nhttn باشـد کـه      0, += 0  ،

∫وقتی 
+

==
−

= +

1

1
0

n

n

t

t
n dtt

n
tThمتناظر با این افراز داریم :  

                                  ( ) ( ) ( ) ( )∫
+

=−=∆ +

1

1

n

n

t

t
jnjnjnj sdWtWtWtW  

)و )nj tW∆              تقریـب اویلـر   .  متغیرهای تصادفی گاوسی مستقل از هم با میانگین صفر و واریانس یک مـی باشـد– 
  :SDEماریاما برای 

tttt dWXtgdtXtfdX ),(),( +=                  
  :برابر است با

)6           (                                                              )(),(),(1 nnnnnnnn tWXtgtXtfXX ∆+∆+=+  
  

، ما از مرتبه قوی همگرایـی اسـتفاده مـی نمـاییم، یـک تقریـب عـددی تـصادفی،                     SDEبرای دقت جواب عددی     
  :]3[موجود باشند به طوری که  k   وδ است، اگر مقادیر ثابت مثبت γهمگرا از مرتبه قوی 

( )δ,0∈h            ( ) ( ) γkhTXTXE h ≤



 −

2  
( )TXh    تقریب عددی SDE   ماریامـا همگـرای قـوی از        - ثابت شده است کـه روش اویلـر        ]4[شد، در    فوق می با 

  .است ) 5/0(مرتبه 
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  شناسایی مدل  3
 مـدل ریاضـی مناسـب بـرای         ارایـه ،   در تحقیقات و مطالعات زیـست شناسـی        یکی ازاهداف مهم  پژوهشگران    

 در کنار جلبک هاند رشد یکی از این پدیده ها،  فرآی. پدیده های طبیعی است که در روی کره زمین رخ می دهد         
برای اولین بار برتا .  راکد می باشد که به شدت مورد توجه زیست شناسان قرار گرفته استآب هایحوضچه ها و    

 به شکل یک    آن ها  شده توسط    ارایهمدل  .  ]5[ دادند ارایه یک مدل ریاضی برای این موضوع        1998و کانگ در    
تعـداد   Iهـای سـالم،     تعداد بـاکتری S فرض کردند، آن ها. زیر می باشددستگاه معادله دیفرانسیل معمولی  به فرم   

 : تعداد باکتری خوار باشندP بیمار و باکتری های















+−−=

−=

−
+

−=

)()()()()(

)()()()(

)()())()(1()()(

tIbtPtPtSK
dt
tdP

tItPtSK
dt
tdI

tPtSK
C

tItStS
dt
tdS

λµ

λ

α

  

  

0αکه در آن     0C زنده،   باکتری های  نرخ   < 0Kهای ناقل ویروس،      تعداد باکتری  <  باکتری هـای   تعداد   <
0λدر تماس با ویروس،      0µو  < 0b تلـف شـده و   ویـروس هـای  هـا و      به ترتیب تعداد بـاکتری     <   تعـداد  <

      ورد انجـام    بـین ده تـا صـد بـار ایـن برخ ـ            "دفعاتی می باشد که یک ویروس با باکتری برخورد می کنـد و معمـولا              
  ).تمام این پارامترها، مقادیر ثابت اند(می شود

 دوره تناوب رکورد باشد، پس Tدر نظر بگیرید  
T
1

=λ و با فرض این که KCt=τو   

 
C
Pp

C
Ii

C
Ss === ,,  

  :دستگاه معادلات  به شکل زیر در می آید
( ) ( ) (1 ( ( ) ( ) ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ds t s t s t i t s t p t
dt
di t s t p t l i t
dt
dp t s t p t k p t b l i t
dt

α = − + −

 = −

 =− − +

 

  :وقتی

  
KC

k
KC

l
KC

a µλα
=== ,,  

  
کلیه خواص ریاضی دستگاه معادلات فوق را می توان         .  استفاده نمودیم  t از   τبرای سهولت در محاسبات، بجای      

1برای ایده ما در این مقاله کافی است که بدانیم .   یافت]9[در 1b k< < + .  
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 شـده  آن را بـه        ارایـه ، با اضافه کردن عوامـل تـصادفی بـه پارامترهـای مـدل               ]9[  2004 کارلتی و همکارانش در     
اگر جایگشت نوفه سفید تـصادفی را روی یکـی از پارامترهـا در دسـتگاه فـوق           .  تبدیل نمودند  SDEصورت یک   

  : بنامیم، پس1pیم و آن را  در نظر بگیرp "مثلا
)(~

11 tpp ξα+=                                                                            (7) 
   :بنابراین داریم.  یک فرآیند وینر استاندارد استtξ)( و R∈αکه 

)()(]))()(1([)(
))()(())()(1)((

)()()))()((1()()(

1

1

ttsptitsats
tptstitstsa

tptstitstsa
dt
tds

ξα
ξα

+−−−=
+−−−=

−+−=

  

با فرض این که، 
dt
tdWttXts )()(,)()( == ξ ] 3, 4[،نتیجه می شود   

  
1( ) ( )[ (1 ( ) ( )) ] ( ) ( )dX t X t a X t i t p dt X t dW tα= − − − +  

  
ــرم فــوق یــک   ــا ضــریب رانــش SDEکــه ف )(])1)()(([ ب 1ptitXatX ــشار −−−           tXα)(، و ضــریب انت

  .دمی باشمی باشد که جواب این معادله یک فرآیند ایتو 
 در  tX)(، هرگـاه    گـوییم  را یـک نوفـه مخلـوط         tX)(فرآیند  . حال در این جا نوفه مخلوط را معرفی می نمائیم         

  :معادله دیفرانسیل خطی زیر صدق کند

∑
=

+=
n

k
kk XtdWtXdttXrtdX

1
0)0();)(()()()( α                         ( )9  

  

),,,(وقتی  21 nWWWرکت برآونی در   یک حnR ،12 ,,, ααα n وrمقادیر ثابت اند .  
  

  :به شکل زیر می باشد) 9(جواب صریح فرم  1لم 

)0()( XtX = ∑∑
==

+−
n

k
kk

n

k
k tWtr

11

2 })(])(
2
1[exp{ αα  

  : اثبات

)(
)(
)(

))(()()()(

1

1

tdWdtr
tX
tdX

tdWtXdttXrtdX

n

k
kk

n

k
kk

∑

∑

=

=

+=⇒

+=

α

α
 

  طه فوق داریمبا انتگرال گیری از طرفین راب

)(
)(
)(

0 1

tWrt
sX
sdX

k

t n

k
k∫ ∑

=

+= α                                                        (10) 

(8)
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)برای محاسبه انتگرال سمت چپ رابطه بالا، فرمول ایتورا برای تابع , ) ( ), 0h t x Ln x x=            کاره  ب<
  :در نتیجه. ]3[گیریمی م

2
2 ))(()

)(
1(

2
1)(.

)(
1))(( tdX

tX
tdX

tX
tXLnd −+=  

  :]3[وقتی
dttdWtdWdttdWtdWdtdtdt ==== )().(,0).()(.. 

))(().()(    و                      2 tdXtdXtdX =                            
  :در نتیجه

)11(                                          
dttXLnd

tX
tdX

dttX
tXtX

tXdtXLnd

n

k
k

n

k
k

2

1

2

1

2
2

)(
2
1))(((

)(
)(

)()(.
)(2

1
)(
)())((

∑

∑

=

=

+=⇒

−=

α

α
  

  :داریم)  10(درمعادله ) 11(گذاری رابطه  با جای

)(])(
2
1[

)0(
)(

1

2

1

tWtr
X
tXLn k

n

k
k

n

k
k ∑∑

==

+−= αα  

  یا

 ∑∑
==

+−=
n

k
kk

n

k
k tWtrXtX

11

2 })(])(
2
1[exp{)0()( αα  

  .گردددر نتیجه اثبات لم کامل می 
  : یک نوفه مخلوط به شکل زیر باشدtW)(، ) 8(حال فرض می کنیم در 

  
    1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ), (0) 0dW t rW t dt W t dW t dW t Wα α= + + > )12(   
   

  

رد و نوفه مخلوط لذا در بخش بعد ، اثرات جایگشت نوفه سفید گاوسی استاندا. که در آن ضرائب مقادیر ثابت اند
  . به صورت عددی بیان می نماییم)10( را روی مدل )12(به فرم 

  
  نتایج عددی 5

فرآیند حرکت برآونی . در این بخش برای شبیه سازی مدل مورد نظر، ما  به یک حرکت برآونی  نیاز داریم
  .زیر نشان داده شده است که ما در این بخش از آن استفاده می کنیم در شکل
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  1ار نمود

  : با فرض این که

0 0 0
110, 14 / 925, 24 / 628, 7 / 4627, ( , , ) (0 / 3, 0 / 2, 5),a k l t s i p
KC

= = = = = = 

های زیر نشان داده  بطور مجزا از هم محاسبه گردیده که در شکل) 12( و )8(نتایج عددی برای مدل تصادفی 
  .  آمده استبه دست آزمایش مستقل از هم 256 برای MATLABاین نمودارها به کمک برنامه .  شده است

  
  2نمودار 

  
  3نمودار 
 

 مربوط SDEدو نمودار فوق در می یابیم که در اثر جایگشت نویز مخلوط بجای نویز سفیدگاوسی در   مقایسهاز
بیشتر است و ) 8(نسبت به مدل ) 12(فرآیند حاصل از مدل  سرعت همگرایی  ؛"اولا  جلبک هابه مدل تشکیل 

 قرار (12 ,10) در فاصله )12(مدل  حاصل از X(t)  , 99%دقت پیش بینی آن هم بالاتر می باشد و با احتمال 
بنابراین پیش .  در نوسان است)8( برای مدل (15 ,5) این مقدار در فاصله)2(دارد در حالی که با توجه به نمودار 

 دقیق تر و آسان تر می باشد    استفاده  می نماییمwhite noiseدر مقابل    Mixture noiseبینی در حالتی که از 
 .استو جواب پایدارتر 
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