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شاخص ها بر کارایی در تحلیل  تأثیر افزایش تعداد

 پوششی داده ها
  

  ، اعظم گنجی، مهناز برزوئی*فرهاد حسین زاده لطفی
  ایران، تهرانواحد علوم و تحقیقات، دانشگاه آزاد اسلامی، دانشکده علوم، گروه ریاضی، 

  
  

  چکیده
تحلیل . وجود داردخروجی  sورودی و  mبا واحد تصمیم گیری  مشاهده nدر این مقاله فرض بر این است 

یک شاخص جدید به شاخص ها اضافه . حساسیت را برای حالتی که شاخصی به مجموعه اضافه می شود را انجام می دهیم
 مقدار کارایی واحدهای ناکارا حفظ نموده ومحدوده ای برای این شاخص چنان می یابیم که کارایی واحدهای کارا و

  . استفاده می کنیم از روش تحلیل حساسیت برنامه ریزی خطیمسالهبرای ایجاد این ناحیه و اجتناب از حل مجدد . گردد
  

  .تحلیل پوششی داده ها، کارایی، ورودی و خروجی، تحلیل حساسیت  :کلمات کلیدی

  

  

 مقدمه  1
ی واحـدها  تمـام یی  کـارا  ن،یمع ـی  خروج ـ sوی  ورود m بـا  رنـده یگ میتـصم  واحد n از ای مجموعهی  برا
ی بررس ـ مورد را واحدهایی  کارا ها شاخص تعداد در رییتغ با خواهیم می  حال. است دهیگرد نییتع رندهیگ میتصم
  نمود؟ حل  مجددا راتییتغ نیا با را کارایی مدل است لازم ایآ که شود می  مطرح السو نیا نجایا در .میده قرار
 بـالاتر  بعد در مساله دوباره حل که ابدی ی م شیافزا مساله بعدی  پوشش فرم در شاخص یک افزودن با مثال عنوان به

 راتیی ـتغ کمتـر، ی  محاسـبات  نـد یفرآ کمـک  بـه  بتوان که ردیگ انجامی  قاتیتحق دیبا نیبنابرا. ستین صرفه به مقرون
  .پذیرد یم صورت تیحساس لیتحل عنوان تحت قاتیتحق نیا که نمود مشخص را کارایی
 موضـوع  بـه  1968 کـوپر  و چـارنز  نـه یزم نی ـا در. اسـت  بـوده  محققان توجه مورد همواره تیحساس لیتحل مبحث

ی زی ـر برنامـه  لیمـسا  ودی ـق طـرف  دو هر در داده راتییتغ  به توجه با 1985 سال در سپس و پرداختند داده راتییتغ
 در تیحـساس  لی ـتحل کی ـتکن 1992 سال در آن ها  [3].نمودند انیب را دیجدی  ها تمیالگور لزومDEA دری  خط

 عـلاوه  .[6]ددادن قرار توسعه مورد را خاصDMU کی ی ها یخروج و ها یورود تمامی همزمان راتییتغ حالت
 بـه  1992 آن از قبـل  کـه  نمودنـد ی  بررس را کاراییی  بند طبقه دری  داریپا و تیحساس لیتحل 1996 سال در نیا بر
    .[5]بودند پرداختهی جمعی ها مدل در خاص طور به موضوع نیا

  ر مکاتباته داعهد*
 farhad@hosseinzadeh.ir :آدرس الکترونیکی
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 ای ی ورود هر منحصر راتییتغ فوردیژووس که شد فیتعری  داریپا هیناح ها یخروج و ها یورود در رییتغ واسطه به
 مطالعـه  مـورد ی  داری ـپا هیناح محاسبهی  برا را هاDMUتمام در همزمان متناسب راتییتغ نیهمچن وی  خروج هر
 بهتـر  راتیی ـتغ وی  ابی ـارز تحـت  DMUیبـرا  شـونده  بـدتر  راتیی ـتغ صورت به را راتییتغ نیا و [9] دادند قرار

  .[10]گردد حفظی ابیارز تحت DMUکارایی کهی بطور گرفتند نظر در هاDMUریسای ابر شونده
 لی ـحلت [5]نمودنـد  ارایـه ی داری ـپا شعاع محاسبهی  برا رایی  ها مدل ∞Lو L1کمک به زین 1992 همکاران و چارنز
ی بررس  2005 همکاران و جهانشاهلو توسط معکوسDEAیها مدل در کاراییی  بند طبقه دری  داریپا و تیحسا
  .[8]دیگرد

 تعـداد  کاسـتن  یـا  افـزودن   صـورت  در داد قـرار ی  بررس ـ مـورد  تـوان ی  م تیحساس لیتحل در کهی  گرید موضوع
  .گرددی م شنهادیپ موضوع نیای برا روش یک حاضر مقاله در که باشدی م ها شاخص

 با افزودن یک 3پردازیم و دربخش  های مورد نیاز  می  این مقاله به بیان برخی از تعاریف و مدل2دربخش 
دها بررسی نموده و سپس محدوده ای برای شاخص حتاثیر آن را بر مقدار کارایی وا) خروجی ( شاخص ورودی 

 برای روشن شدن مطلب مثال 4دربخش . ناکارای مفروضی کارا گردد DMUافزوده شده چنان می یابیم که
  .هایی آورده می شود

 

  میمفاه  2
 n، DMU با m  وی  ورود s کـه  میری ـگ مـی   نظر در رای  خروج Xی ورود سیمـاتر  ک ی ـm  n× و Y 

sی خروج سیماتر کی n× است مثبت عناصر با.  
y{ مجموعه x توسط که≤ ). شود می  دیتول≤ ){ x, y، دیتول امکان مجموعه (PPS) شود می  دهینام.  

 نی ـا ری ـغ در و نشود مغلوب PPS از ای نقطه چیه توسط اگر فقط و اگر ندیگو می  کارا را (DMU) مشاهده کی
 .ناکاراست DMU صورت

 آن از بعـد  د،ی ـگرد ارایـه  رودز و کوپر چارنز، توسط (CRS) ثابت اسیمق با بازدهی  تکنولوژ هیپا بر CCR مدل
 BCC مـدل  بـه  کـه  کردندی  طراح (VRS) ریمتغ اسیمق به بازدهی  تکنولوژ براساس رای  مدل کوپر و چارنز بنکر،

  :شود می  داده شینما ریز صورت به مدل دو نیا دیتول امکان  مجموعه. شد معروف
  

{ }
{ } { }BCC

( , ) ,  y y, 

0 ,  1,  0ccr

T x y x xλ λ λ

λ λ λ λ λ

= ≤ ≥ ∈Λ

Λ = ≥ Λ = = ≥
  

 :است ریز صورت بهی ورود تیماه در CCR مدلی پوشش فرم
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 مـوارد  ازی  یک ـ معمـولا  که مساله در راتییتغ آمد، دست بهی  خطی  زیر برنامه مساله یک نهیبه جواب کهی  هنگام
 [2] :ردیگی م قراری بررس مورد تیحساس لیتحل لهیوس به باشد،ی م ریز

 تنها بهینه جدول در گیرد صورت هدف تابع در ای غیرپایه متغیر ضریب در تغییر اگر :هزینه بردار در تغییر
 تابع در ای پایه متغیرهای ضرایب از یکی در تغییر اگر ولی ،کند می تغییر هدف تابع سطر در متغیر آن ضریب
 سیمپلکس،  جدول هدف سطح در غیراساسی متغیرهای تمام ضرایب بر علاوه بهینه جدول در گردد اعمال هدف
  .گیرد می قرار تاثیر تحت نیز بهینه مقدار

 ودر می سوال زیر مساله بودن شدنی سیمپلکس جدول راست سمت بردار مقادیر در تغییر با :منابع بردار در تغییر
  .ندارد تاثیری بهینگی بر ولی

 هدف تابع سطر در متغیر آن ضریب بر ای غیرپایه متغیر یک ضرایب در تغییر :تکنولوژی ماتریس در تغییر
 جدول آن دنبال به و پایه ماتریس ،باشد ای پایه متغیر یک ضرایب در تغییر اگر ولی ؛گذارد می تاثیر  بهینه جدول
  .کند می تغییر بهینه

j داده  اطلاعات با :جدید فعالیت یک  افزودن jZ C− اگـر  نمـوده    محاسـبه  را شـده  اضـافه  متغیـر  بـا  متناظر 
 روش بهینگـی  تاحـصول  بایـد  و شـود  مـی  پایـه  وارد جدیـد  متغیـر ) سـازی  Min مـساله  در (باشد مثبت مقدارآن

 ظـاهر  بهینـه  جـواب  در صفر مقدار با متغیر این و است بهینه جاری جواب صورت این غیر در یابد ادامه سیمپلکس
  .شود می

 نقطـه،  این کند، صدق شده اضافه  تیمحدود در اصلی مساله بهینه جواب اگر :جدید محدودیت یک افزودن
 جدید ینهبه  جواب یافتن برای را دوگان سیمپلکس روش صورت این غیر در و است نیز جدید مساله بهینه جواب

  .بریم می کار به
  
   تأثیر افزایش تعداد شاخص ها بر کارایی  3

احتمال کارا شدن بیشتر می شود به این ) افزایش تعداد ورودی ها و خروجی ها(   با افزایش شاخص ها 
ل ترتیب که با افزوده شدن بر تعداد شاخص ها، در فرم پوششی مدل تعداد قیود افزایش یافته و جواب بهینه مد

  .بهتر نمی شود پس کارایی بالا می رود
  .ها بررسی می کنیمDMUحال تأثیر افزایش یک شاخص را بر کارایی 

  

   تأثیر افزودن یک شاخص ورودی بر کارایی3-1
 .   همان طور که گفته شد با افزودن یک شاخص به فرم پوششی مدل یک قید افزوده می شود
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Sفرم پوششی قبل از افزودن قید جدید و ) CCR) BCC ناحیه شدنی مدل Sفرض کنیم   ناحیه شدنی آن بعد ′

  :با افزودن قید یکی از دو حالت زیر اتفاق می افتد. از افزودن قید باشد
- φ=′S که در . ، افزودن قید جدید به آن امکان پذیر نمی باشدمساله، در این حالت با توجه به نشدنی بودن

این حالت اتفاق نمی افتد، زیرا این مدل با اضافه نمودن هر تعداد قید به عنوان شاخص جدید، )  CCR)  2مدل 
  .شدنی باقی می ماند

- φ≠′Sر این صورت قضایای زیر را داریم، که د:  
  .های کارا تأثیری نداردDMUافزودن یک شاخص ورودی بر کارایی  1قضیه
SS:  با افزودن یک شاخص داریم برهان ** بنابراین ′θ≮*θ* پس ′⊇ θθ تحت ارزیابی DMUچون .′≤

)PDMU ( 1قبل از افزودن شاخص کارا بوده است پس* =θ . با توجه به رابطه بالا و این مطلب که بهینه مدل
*1صدق می کند نتیجه می گیریم که ) 0و 1[پوششی در بازه  =′θ . پس کاراییPDMU  بعد از افزودن

  .شاخص حفظ می گردد
به ) بعد از افزودن قید( قبل از افزودن یک قید باشد پایه و بردار منابع جدید مساله پایه بهینه فرم پوششی Bاگر 

  :صورت زیر تعریف می گردد

[ ]pmjmjm

newnew

xxxU

b
b

U
B

B

k ,1,1,1 0...0...
0

,
1
0

1 +++ −−=









=








−

=  

 
K تعداد متغیرهای متناظر باλ های پایه ای و صفرهای موجود در ماتریسU  مسالهمتناظر با متغیرهای کمکی 

  .در پایه اولیه هستند
B  وnewB  به ترتیب از مرتبهm s+  1وm s+ ).1 ماتریسی از مرتبه Uبوده و + )m s+در این . است 

)1 صورت )newB   : از رابطه زیر محاسبه می گردد −
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      پس با توجه به این روابط مشاهده . نیز نوشتمسالهبه همین ترتیب این رابطه را می توان برای سایر متغیرهای 

 مساله در بهینگی  برای جدول بهین متناظر واحدهای کارا و ناکارامی شود که اضافه کردن محدودیت جدید
  .تأثیری ندارد

  . مقدار کارایی واحدهای ناکارا کافیست شرط شدنی بودن را در جدول بهینه اعمال نماییمبنابراین برای حفظ
  :برای بررسی تأثیر افزودن قید جدید در شدنی بودن به صورت زیر عمل می کنیم












=−

bU
b

bB new)( 1  

  .b≤0 اولیه شدنی است پس مسالهچون جواب بهینه 
  :قضایای زیر بیان می شود bUاربا توجه به مقد

  : در رابطه زیر صدق می کندآن گاهناکارا را حفظ نماید  PDMUمقدار کارایی mX+1 اگر بردار  2قضیه

*

,1
1

*

,1 θ

λ jm

n

j
j

pm

x
x

+
=

+

∑
≥  

 
و با فرض ثابت ماندن جدول بهینه کافی است برای شدنی ماندن  PDMU با توجه به حفظ مقدار کارایی برهان

  :جواب بعد از افزودن قید جدید داشته باشیم
0≥bU  

 مسالهبدون کاستن از کلیت . در پایه موجود نمی باشد) XP , YP-( ناکاراست پس PDMUطبق فرض 
1λ،2λ،...،Kλ  را از اعضای پایه اولیه در نظر گرفته و ماتریسU را به صورت زیر تعریف می کنیم:  

1, 1,0 . . . 0 ,    j=1,2,...,k  ,  j Pm j m pU x x+ + = − ≠   
 :و داریم

)1(,...,2,1,...,2,1,
*

*

*

+−+=≠=



















= ksmtوpjوkjSb t

j

θ

λ
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∑ pmjm
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j
j xxbU θλبنابراین 

       *
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*

,1 θ

λ jm

k

j
j
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x
x

+
=

+

∑
، با توجه به غیر پایه ای ≤

  :به دست می آید) jλ) j=k+1,…,nبودن 

*

,1
1

*

,1 θ

λ jm

n

j
j

pm

x
x

+
=

+

∑
≥  

  

  : را داریم3ناکارای مفروض قضیه DMU برای حفظ مقدار کارایی یک )2(با فرض برقرار نبودن قضیه
ناکارا در صورت افزودن DMU اگر مقدار کارایی یک آن گاه.  برقرار نباشد3 فرض کنیم حکم قضیه  3قضیه

  : روابط زیر برقرار استآن گاهیک شاخص ورودی ثابت بماند 
1  0<bU  
2  0,1 >Γ−+ LLm Ua  

3  0
,1

≥Γ
Γ−

+
+

L
LLm Ua

bUb  

 
LLکه  aB 1−=Γ و متغیر  Lام وارد شونده به پایه می باشد. 

  برقرار نیست پس)2( از آن جایی که قضیه برهان

*

,1
1

*

,1 θ

λ jm

n

j
j

pm

x
x

+
=

+

∑
<  

  : بنابراین
)5   (                                                                                                                                       0<bU  

  برای آن که مقدار بهینه تابع هدف تغییر نکند باید 
0. =−∈∃ jj CZBNj  

−=0 فرض کنیم LL CZ متغیر غیر پایه ای Lایه  وارد شونده به پایه باشد بنابراین پB  به صورت زیر تعریف ′
 :می گردد









=′

+ Lm

L

aU
aB

B
,1

  

  :وارون این ماتریس از رابطه زیر محاسبه می شود













Γ−Γ−−

Γ−Γ−Γ−Γ+
=′

−
+

−−
+

−
+

−−
+

−
−

1
,1

11
,1

1
,1

11
,1

1
1

)()(

)()(
)(

LLmLLm

LLmLLLmL

UaUBUa

UaUBUaB
B  

  

  :نموده ایم که، شرط شدنی بودن را اعمال مسالهبه دلیل عدم تأثیر افزودن قید بر بهینگی 
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  :داریم





















Γ−
−

Γ
Γ−

+

=′

+

+−

LLm

L
LLm

new

Ua
bU

Ua
bUb

bB

,1

,11)(  

 :بنابراین

)6   (                                                                                                                0
,1

≥Γ
Γ−

+
+

L
LLm Ua

bUb  

0
,1

>
Γ−

−

+ LLm Ua
bU  

 : است پس در رابطه بالا داریمbU>0به دلیل آنکه 

)7   (                                                                                                                             0,1 >Γ−+ LLm Ua 

شرایط این قضیه را برای تمام متغیرهای غیر پایه ای که مقدارشان در سطر هدف جدول بهینه صفر است،اعمال 
  . به دست  می آوریم را که همان ناحیه مطلوب است،ه واجتماع محدوده های به دست آمدهنمود

) محدوده ای به دست می آید که اگر مقدار شاخص  3و 2به طور کلی از اجتماع شروط قضایای  1)m ام در  +
  .ناکارای مفروض حفظ می گردد DMUآن باشد مقدار کارایی

 
   تأثیر افزودن یک شاخص خروجی بر کارایی 3-2

  : فرم پوششی به صورت زیر تبدیل می شودمساله   با افزوده شدن یک شاخص خروجی 

)8(                

                                          

1

1

1, 1 1,
1

. . 0, 1, 2,..., ,

, 1, 2,..., ,

,

, 0, 0.

{ | 0 } , { |1 1& 0}

n

j ij i ip
j

n

j rj r rp
j

n

j s j s s p
j

CCR BCC

Min

s t x s x i m

y s y r s

y s y

s s

θ

λ θ

λ

λ

λ

λ λ λ λ λ

−

=

+

=

+
+ + +

=

− +

− − + = =

− = =

− =

∈Λ ≥ ≥

Λ = ≥ Λ = = ≥

∑

∑

∑  

 
  :است داریم)  قبل از افزودن قید جدیدمساله( اولیه مساله پایه بهینه Bبا توجه به اینکه .  باشدφ≠′Sفرض کنیم 

1

1,

1, 1,

0
,

1

... 0 ... 0
k

new new
S p

s j s j

bB
B b

yU

U y y

+

+ +

  
= =   −   
 =    
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k تعداد متغیرهای متناظر باλ های پایه ای و صفرهای موجود در ماتریس U مسالهمتناظر با متغیرهای کمکی 
 . می باشدθاولیه و 

B وnewB  به ترتیب از مرتبه m s+  1 وm s+ ).1 ماتریس U بوده و  + )m s+ است.  
  .کارا تأثیری نداردDMU اضافه شدن یک شاخص خروجی بر کارایی یک  4قضیه
  . است 1اثبات مشابه برهان قضیه   برهان

 
   :ابطه زیر صدق می کندناکارا را حفظ نماید همواره در ر      PDMUمقدار کارایی SY+1 اگر بردار  5قضیه

js

n

j
jpS yy ,1

1

*
,10 +

=
+ ∑≤< λ

  
  : داریم2 مشابه اثبات قضیه  برهان













−
=

+

−

ps
new ybU

b
bB

,1

1 )(  

 

∑
=

+++ ≥−=−
L

K
PSkSkPs yyybU

1
,1,1

*
,1 0λ  

∑ بنابراین 
=

++ ≤
n

j
kSjPS yy

1
,1

*
,1 λ1,...,( ای بودن و به دلیل غیرپایه( nkjj +=λ وو شرطY 0≠ 

 0≥Yداریم :  
 

  

  :می شود  بیان6ناکارای مفروض قضیه  DMU  برقرار نباشد به منظور حفظ مقدار کارایی یک 5اگر قضیه
  

ناکارا در صورت افزودن یک PDMUکارایی اگر مقدار آن گاه برقرار نباشد، 5اگر حکم قضیه  6قضیه
  : روابط زیر برقرار استآن گاه خروجی ثابت بماند شاخص

1,

1,

1,

1,

1.   0

2.   0

( )
3.   0

S p

m L L

s p L

m L L

U b y

a U

U b y
b

a U

+

+

+

+

− <

− Γ >

− Γ
+ ≥

− Γ

  

LLکه  aB 1−=Γ و متغیر Lام وارد شونده به پایه می باشد . 

  : داریم 3 مشابه برهان قضیه  برهان
)9(                                                                                                                                   0,1 <− + pSybU  
  

∑
=

++ ≤<
n

j
kSjPS yy

1
,1

*
,10 λ
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Γ−

+−

Γ−

Γ−
+

=′

+

+

+

+

−

LLm

pS

LLm

LpS

new

Ua
ybU

Ua
ybU

b
bB

,1

,1

,1

,1

1

)(

)(  

 بنابراین

)10(                                                                                                         
      

0
)(

,1

,1 ≥
Γ−

Γ−
+

+

+

LLm

LpS

Ua
ybU

b  

0
,1

,1 >
Γ−

−−

+

+

LLm

pS

Ua
ybU  

 :و رابطه بالا به دست می آید) 7-3(با توجه به رابطه 

)11  (                                                                                                                                       0,1 >Γ−+ LLm Ua  
  

رایط این قضیه برای هر یک از متغیرهای غیر پایه ای که مقدارشان در سطر هدف جدول بهینه با برقرار کردن ش
  .می گردد صفر است و اجتماع نواحی به دست آمده،ناحیه مورد نظر برای افزودن شاخص خروجی معین

) یخروج شاخص مقداری برا هیناح 1)m  اجتماع از کند حفظ را اناکار DMU کیی یکارا مقدار که ام+
  .دیآی م دست به 6و 5 یایقضا شروط

  
   ناکاراDMU افزودن یک شاخص به منظور کارا شدن یک 3-3

)   مقدار شاخص    1)m  ناکارا، کارا شده و طبقـه بنـدی کـارایی           PDMU ام را طوری تعیین می کنیم که       +
  .ها تغییر نکندDMUسایر

  

  : ناکارا گردد در روابط زیر صدق می کندPDMUکه منجر به کاراشدنmX+1 هر بردار  7قضیه
  0<bU1.     

0,1 >Γ−− + Ppm Ux2.    

 BNj
Ua

CZ
Ux

CZ

jPm

jj

Ppm

PP .
(,( ,1),1

∈∀
Γ−−

−
<

Γ−−−
−

++

 3.  

 
 ناکارا را کـارا نمایـد بنـابراین لازم اسـت مقـدار بهینـه            PDMUوده شده باید طوری باشد که      شاخص افز  برهان

  :تغییر یابد و لازمه این تغییر آن است که جواب بهینه قبلی در قید جدید صدق نکند،یعنی
0<bU 

 :ار بعد از افزودن قید جدیدوارد پایه گردد پسدر اولین تکرPλفرض می کنیم 
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}BNUa
Ua

CZ
Min

Ux
CZ

jjpm
jpm

jj

Ppm

PP .,0)(:
)(

{
)( ,1

,1,1

∈∀<Γ−−
Γ−−

−
=

Γ−−−
−

+
++

 

  

  :از رابطه بالا دو شرط زیر به دست می آید
0,1 >Γ−− + Ppm Ux  

BNj
Ua

CZ
Ux

CZ

jPm

jj

Ppm

PP .
(,( ,1),1

∈∀
Γ−−

−
<

Γ−−−
−

++

  
 

 مسالهبهینگی ) 3( و با اعمال رابطه    بدیهی است  مسالهشدنی بودن   ) 2(و  ) 1( به پایه و با توجه به روابط         Pλبا ورود 
 .نیز برقرار می شود

  . کارا می باشدDMU یکPDMU با مقدار مثبت در پایه است پس Pλبه دلیل آنکه
  
  یعددی ها مثال 4
  .شودی م انیب مثال پنج قسمت نیا در

                      آمده است را در نظر1 در جدول آن هابا دو ورودی و یک خروجی که مختصات  PDMUپنج  1-4مثال
  :می گیریم

5 4 3 2 1 DMU 

2 1 2 4 6 jx1 

3 4 2 1 5/0 jx2 

1 1 1 1 1 jy1 
  

  ه هاداد: 1جدول 

 
  .ناکارا تشخیص داده شده اند 5DMUکارا و 1DMU،... ،4DMU،  فرم پوششیCCRدر ارزیابی با مدل 

  :داریم5DMUاز تحت ارزیابی قرار دادن 
* * *
5 3 40.85 , 0.71 , 0.29θ λ λ= = =  

  
  :گردد محاسبه می5DMUبه صورت زیر برای ) ورودی سوم( مقدار شاخص ورودی جدید 2طبق قضیه 

  

3,5 3,1 3,2 3,3 3,40 0 0.83 0.33x x x x x≥ + + +  
  

را ثابت و 5DMUها در رابطه بالا صدق کند،مقدار کارایی DMUاگر مقدار شاخص ورودی تعیین شده برای
  .  نگه می دارد85/0برابر 
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  : آمده است 2  با یک ورودی و یک خروجی در جدول DMUاطلاعات پنج  2-4مثال
5 4 3 2 1 DMU 

8 5 3 2 1 jx1 

2 6 4 5/2 1 jy1 

   واحد تصمیم گیرنده5مربوط به داده های : 2جدول 
  

ناکارا  5DMUکارا و 1DMU،... ،4DMU ، فرم پوششیBCCها به کمک مدل DMUبا ارزیابی
  .باشند می

  :ناکارا داریم 5DMUدر ارزیابی 
* * *

1 30.2, 0.67, 0.33θ λ λ= = =  
 

 جواب بهینه مساله در سطر هدف جدول بهینه برابر صفر می باشد و 2λبا توجه به اینکه مقدار متناظر با متغیر 
  .را برای یافتن شاخص ورودی دوم اعمال نمود) 3(دگرین دارد می توان شرایط قضیه 

2,1 2,3 2,5

2,2 2,1 2,3

2,1 2,2 2,5

2,2 2,3 2,5

1. 0.67 0.33 0.2 0

2. 0.5 0.5 0

1.6 3.2 0
3. 

6.4 1.6 0

x x x

x x x

x x x
x x x

− − + <

− + + >

− − + ≥
− + + ≥

  

  

) 2(، )1(در صورت افزودن شاخص ورودی از اشتراک روابط 5DMUکارایی ناحیه مطلوب برای حفظ مقدار 
 .به دست می آید) 3(و

 : داریم 3با دو ورودی و یک خروجی را مطابق جدول  DMUمختصات چهار  3-4مثال
 

4 3 2 1 DMU 
5 2 4 1 x1j 
1 3 5/2 5 x2j 

1 1 1 1 y1j 
   واحد تصمیم گیرنده4داده های مربوط به : 3جدول 

 

کارا و  1DMU،3DMU،4DMU ها،DMU فرم پوششی برای هر یک ازCCRبا حل مدل 
2DMU2برای تعیین مقدار شاخص خروجی دوم برای . ناکارا هستندDMU  داریم) 4(ناکارا طبق قضیه:  

  

* * *
2 3 4

2,2 2,3 2,4

0.83 0.55 0.45
0 0.55 0.45

وو
y y y

θ λ λ= = =
< ≤ +
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 ثابت باقی 2DMUها در رابطه بالا صدق کند مقدار کارایی DMUاگر مقدار شاخص خروجی دوم برای
  .ماند می

  : آمده است4با دو ورودی و یک خروجی در جدول DMUمختصات مربوط به پنج   4-4مثال
 

5 4 3 2 1 DMU 
3 6 4 2 1 x1j 
5/2 5/0 1 3 4 xrj 

1 1 1 1 1 y1j 
  واحد تصمیم گیرنده5داده های مربوط به : 4جدول 

 

از تحت ارزیابی . ناکارا هستند 5DMUکارا و  1DMU،... ،4DMU  فرم پوششی ، CCRر ارزیابی با مدل د
  :اطلاعات زیر به دست می آید5DMUقرار دادن 

* * *
1 30.9 , 0.42 , 0.58θ λ λ= = =  

  

 جواب بهینه مسالهباشد و  در سطر هدف جدول بهینه برابر صفر می2λ با توجه به اینکه مقدار متناظر با متغیر 
 :برای یافتن شاخص خروجی دوم داریم) 5(دگرین دارد پس با برقراری شرایط قضیه 

2,1 2,3 2,5

2,2 2,1 2,3

2,2 2,3 2,5

2,2 2,1 2,5

1. 0.42 0.58 0

2. 0.6 0.3 0

0.42 0.22 0.6 0
3. 

0.58 0.22 0.3 0

y y y

y y y

y y y
y y y

+ − <

− − >

+ − ≥
 − − ≥

  

  

در صورت افزودن شاخص خروجی دوم از اشتراک روابط  5DMUکارایی حفظ مقدار ناحیه مطلوب برای 
  .به دست می آید) 3(و) 2(، )1(

  : آمده ، مفروض است 5 در جدول آن هاکه مشخصات  DMU  سه  5-4مثال
  

3 2 1 DMU 

4 2 5/3 
jx1 

5 5/2 4 
jy1 

  واحد تصمیم گیرنده3داده های مربوط به : 5جدول 
  

ناحیه مطلوب به ) 6(با اعمال شرایط قضیه . کارا هستند3DMUو2DMU ناکارا، BCC، 1DMUبا حل مدل 
  :صورت زیر مشخص می شود

{ }0.9 0.4 0.6 0, 0.4 0.6 0,0.22 0.04 0.17 02,1 2,2 2,3 2,1 2,2 2,3 2,1 2,2 2,3S x x x x x x x x x= − − < − − < − − <
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 2DMUناکارا، کـارا شـده وکـارایی   1DMU زیر، به صورت به عنوان مثال با داشتن مقادیر شاخص ورودی دوم          
  : حفظ می گردد3DMUو

      2,2 2x 2,1  و  = 0.5x = 
  یریگ نتیجه 5

 قرار توجه مورد خطی ریزی برنامه مسایل در آن اهمیت دلیل به که است موضوعاتی از حساسیت تحلیل
 واحدهایی کارا حساسیت تحلیلی برا روش یک مقاله نیا در. است شده بررسی مختلف های درشاخه و گرفته
 واحدهایی کارا ها DMU امتم به دیجد شاخص یک کردن اضافه با که مییافت چنانی داریپا هیناح و شد ارایه
 حل به ازین هیناح نیا افتنی یبرا .میکرد استفاده L.P حساسیت تحلیل روش از هیناح نیا جادیای برا نکند، رییتغ

 یا وی ورود حرکت هیناحی برای روابط توانی م ساده محاسبه با فقط ست،ینی خطی زیر برنامه مساله یک
 مسالهی برا تواندی م موضوع نیا. بماندی باق ثابت واحدها ههمیی کارا کهی طور به یافت دیجدی خروج
 یک از شیب افزودن حالت دری داریپا هیناح افتنی.  ردیگ قرار استفاده مورد زین درآمد یا و نهیهز صیتخص

  .ردیگ قراری بعد قاتیتحق موضوع تواندی م شاخص
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