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  در ماهیت ورودی ـ خروجیFDHبهبودی بر مدل 

  

  1سیده فاطمه باقری، 2علیرضا امیرتیموری، *1 سهراب کردرستمی

  لاهیجان گروه ریاضی، دانشکده علوم، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد 1
  رشت گروه ریاضی، دانشکده علوم، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد 2

  

  
  

  

  چکیده
ئی پیدا می شود به گونه ای که واحد کارا یک نقطه مرجع روی مرز کارا ها برای هر واحد نا      در تحلیل پوششی داده

واحد مرجع  برای هر  .تحت ارزیابی با کم کردن ورودی ها و افزودن خروجی هایش به نقطه مرجعی روی مرز می رسد
در    مدل . دارد و تصنعی و خیالی استی موجود است که در واقعیت وجود عینی نکارا، ترکیبی از واحدهای کاراواحـد نا

 ارایه FDHدر این مطالعه مدلی بر اساس مدل .   این مشکل بر طرف می شود و مراجع واحدهای موجود هستندFDHهای 
این مدل . ، تنها شامل یکی از واحدهای موجود می باشدکارا ناDMUمی شود که در آن واحد مرجع برای هر 

 برنامه ریزی صحیح مختلط می توان نقطه مساله به فرم خطی می باشد و مستقیماً با حل یک غیرشعــاعی، قابل تبدیــل
 این FDHهمچنین یکی از مزایای این مدل نسبت به مدل . را به دست آوردکارا روی مرز کاراتصویر را برای هر واحد نا

  .است که بطور همزمان در هر دو ماهیت ورودی و خروجی ارایه می شود
  
  .ییکارا، FDHتحلیل پوششی داده ها،    : کلیدیکلمات
  
  

   مقدمه1
به دنبال آن، فارل .  شروع شد1951 و کوپمنز 1951یی تکنیکی نخستین بار با کارهای دبرو کارااندازه گیری 

 دیدگاه فارل را توسعه داده 1978پس از آن چارنز، کوپر و رودز . ی تکنیکی را معرفی کردکارا اندازه ی 1957
 1984 برای کامل کردن مدل های تحلیل پوششی داده ها در سال FDHمدل های .  را مطرح نمودندCCR مدل و

با توجه به اینکه مدل های تحلیل پوششی داده ها شرط تحدب دارند . توسط دیپرین، سیمار و تولکنز ارایه شــدند
 از طریق برنامه ریزی صحیح لهمسا FDHلذا در تکنولوژی .  بدون شرط تحدب عمل می کنندFDHمدل های 

، تنها شامل یکی کارا ناDMU این است که واحد مرجع برای هر FDHویژگی جذاب مدل . مختلط حل می شود
از واحد های موجود باشد که مجموعه مرجع آن، در بسیاری از موارد با مسائل حقیقی زندگی بیشتر سازگاری 

  ار مکاتباته دعهد*  .دارد
 krostami@guilan.ac.ir: آدرس الکترونیکی
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 کارادر این مطالعه مدلی مطرح می شود که واحد نا.وجی ارایه شده استاین مدل تنها در ماهیت ورودی و یا خر
 به طور همزمان می تواند با کارایعنی هر واحد نا .را  در هر دو ماهیت ورودی و خروجی روی مرز تصویر می کند

صحیح  برنامه ریزی مسالهئی برسد و مستقیماً با حل یک کاراکاهش ورودی ها و افزایش خروجی هایش به مرز 
  . به دست می آیدکارا روی مرز کارامختلط، نقطه تصویر هر واحد نا

  :این مطالعه به صورت زیر سازمان دهی شده است
در .  مطرح می شود3مدل پیشنهادی در بخش .  انجام می گیردFDHو  CCR مروری بر مدل های 2در بخش 

 . می گردد نتیجه گیری مطرح5 یک مثال عددی ارایه می شود و در بخش 4بخش 
 
  FDH و CCRمروری بر مدل های   2

شکل مجموعه امکان تولید می تواند در تعیین مدلی که می خواهیم از آن استفاده کنیم نقش مهمی داشته 
با پذیرفتن اصول موضوعه که شامل  .مرز مجموعه امکان تولید، تقریبی از تابع تولید در نظر گرفته می شود. باشد

ی کرانی اشعه، امکان پذیری، اصل تحدب و اصل کمینه برونیابی است، مجموعه امکان اصل شمول مشاهدات، ب
 :تولید با بازده به مقیاس ثابت به صورت زیر تعریف می شود

1 1
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)1، تاییs یک بردارy ، تاییm یک بردار x که در آن ,..., )j j mjx x x= ورودی ها  بردار ناصفر
)1و ,..., )j j sjy y y= مدل .  بردار ناصفر خروجی ها استCCRبا بازده ثابت به صورت زیر می باشد : 
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0εکه در آن       FDHانگیزه ی اصلی از به وجود آمدن مدل .  یک کمیت به اندازه کافی کوچک است<

یی تنها بر اساس مشاهدات واقعی به دسـت آمده است زیرا در کارااینست که مطمئن شویم میزان ) مدل پله ای(
های  موتور ماشینیی کارا، ترکیب محدب واحدها معنا ندارد مانند وقـتی کـه می خواهیم مسایلبعضی از 

 خودش را به تکنولـوژی FDH در آنست که تکنــولوژی FDHبا CCR اختلاف . مختلف را محاسبه کنیم
  جذاب به نظر می رسد زیرا یافتن یک توجیه برای اینکه شرط FDHتحدب محدود نمی کند این جهت گیری 

تر آن است که شرط تحدب حذف  تحدب در مجموعه های امکان تولید قرار بگیرد مشکل است و کار راحت

)1( 
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            jλشود پس هر کدام از واحدها در تشکیل واحد مجازی یا باید شرکت کنند یا شرکت نکنند یعنی 
}10{عبارت دیگر  ه ب. یا باید یک شود یا صفر) سهم مشارکت هر یک از واحدها( jو ∈λ . 

     برای پنج واحد تصمیم گیرنده با استفاده از دو ورودی و یک خروجی را نشان   FDH مثالی از مدل 1شکل 
  .می دهد

 
 
 
 

                                                                           
 

 
  
  

  : به صورت زیر تعریف می شودFDHبا قبول اصول موضوعه به غیر از اصل تحدب مجموعه امکان تولید مدل 
  

{( , ) , , 0 , 1,..., }FDHP x y x x y y x y j nj j= ≥ ≤ ≥ =  
  

}که  0 , 1,..., }j jx y y j n≥ ≤   جزء مشاهدات واقعی هستند به عبارت دیگر یک نقطه عضوی از مجموعه =
1 نظیر آن باشد برای xjامکان تولید است اگر مختصات همه ورودی ها حداقل به بزرگی  j=،...،n  و

  . نظیر مشاهدات واقعی باشدyjمختصات خروجی ها نا بیشتر از بردارهای 
  : می تواند به فرم برنامه ریزی صحیح مختلط زیر فرمول بندی شودمسالهدر واقع این 

. . 0
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  .  متغیری آزاد و پیوسته استθ دودویی هستند و ها متغیرهایλکه در آن 
  
  
  
  

در ادامه مدلی مطرح می شود که بطور همزمان در هر دو .  تنها در ماهیت ورودی ارایه شده است2مدل  مساله
  . استFDHماهیت ورودی و خروجی ارایه شده است که یک امتیاز نسبت به مدل 

X1 

X2 

A 
B 

C 
D  

E 
F 

  FDHمجموعه امکان تولید مدل  :1شکل
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  مدل پیشنهادی  3
دل به طور همزمان ورودی ها را کاهش و خروجی ها را افزایش می دهد، بنابراین تابع هدف به صورت این م

∑ترکیب فاکتورهای انقباض ورودی، 
=

m

i i1
θ ،و فاکتورهای انبساط خروجی 

1

s
r

r
φ∑

=
  در یک روش جمعی مطرح 

:),(ی ارزیابی برا.  استFDHمی شود که یک امتیاز نسبت به مدل  000 yxDMU     مقدار این اندازه از 
                    :  فرمول بندی زیر به دست می آید
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∑با تغییر متغیر  . استفاده می کنیم) 1976(برای خطی کردن مدل بالا از تبدیلات چارنز و کوپر 
=

=
s

r
rs 1

11
ρ

φ که 
ρ به صورت زیر تغییر می یابدمساله یک اسکالر مثبت است  .  

1

1 m
i

i
Min z

m
ρθ

=
= ∑  

1

. .

             1,
s

r
r

s t

ρφ
=

=∑  

1
             , 1,..., ,

n
j ij i io

j
x x i mρλ ρθ

=
= =∑  

1
             , 1,..., ,

n

j
y y r sr roj rjρλ ρφ

=
= =∑  

  1
           ,

n
j

j
ρλ ρ

=
=∑

 
 

             , 1,..., ,i miρθ ρ≤ =  
             , 1,..., ,
             { 0 ,1}.

r

j

r sρφ ρ
λ

≥ =
∈

 
 

jjiirrحال تعریف می کنیم     ρλλρθθρφφ === jبا تعریف . ,, jλ ρλ= و از آنجایی که 
}1,0{∈jλاست دو حالت وجود دارد .  
jλـ اگر 1 jλباشد آن گاه  0= jλر ـ اگ2          .0= jλ باشد آن گاه 1= ρ=.   

1)بنابراین می توان دو محدودیت   ), 0 jM Mjj j jλ ρ λ λ λ λ≤ ≤ + − ≤  افزود تا شرایط مساله  را به ≥
  :درنتیجه این مدل به صورت زیر فرمول بندی می شود. بالا برقرار گردد
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,  1,..., ,i miθ ρ≤ =  
,   1,..., ,r srφ ρ≥ =  

{0,1}, 0 , 0.rj iλ θ φ∈ ≥ ≥  
حال ثابت می کنیم که مدل . د به دست می آیکاراروی مرز کارابا حل این مدل مستقیماً نقطه  تصویر هر واحد نا

 .پیشنهادی همواره جواب شدنی دارد و هیچ گاه بیکران نیست

 . مدل پیشنهادی همواره جواب شدنی دارد3-1قضیه 

 پیدا کنیم که در تمام قیود مدل پیشنهادی صدق کند مجموعه جواب مساله یک جواب برای کافی است برهان
( 1, 1 , 1 , 0 ( 1,..., , )i r j j n jρθ φ λ λ ρ= = = = = مدل پیشنهادی  دق می کند بنابراین در تمام قیود ص≠

)دارد همچنین  همواره جواب شدنی , , , 0( 1,..., ))ri j j nρθ ρ φ ρ λ ρ λ= = = =  یک جواب شدنی =
 . برنامه ریزی خطی این مدل می باشدمسالهبرای 

 . مدل پیشنهادی هیچگاه بیکران نیست 3-2 قضیه

 ماکزیمم مساله باشد همچنین در cd>0ست که   ا اینمساله می نیمم سازی شرط بیکران بودن مساله در  برهان
0cd، مسالهسازی شرط بیکرانی   کافی استپس چون مدل پیشنهادی ما از نوع می نیمم سازی است .   است〈

 :در نظر می گیریم.  برقرار نیستcd>0ثابت کنیم که 

1

(0,...,0,1,0,...,0) 0
0

( ,..., ,..., ) 0i m

c
cd

d d d d
= ≥

→ ≥ = ≥
  

  .شنهادی هیچ گاه بیکران نیستبنابراین مدل پی
 
    مثال عددی4

یی کارا را نشان می دهد برای بررسی 1986 ناحیه از توکیو در سال 23، داده های کتابخانه عمومی در 1جدول
ورودی ها . ، ورودی ها و خروجی های زیر را در نظر می گیریمکاراواحدها و مجموعه مرجع نظیر واحدهای نا

  :عبارتند از
  )واحد = 2m 100(کتابخانه ـ مساحت 1
  )واحد = 1000( ـ تعداد کتاب  2
  )واحد = 1000(  ـ کارمندان  3

  :خروجی ها عبارتند از
  )واحد = 1000( ـ جمعیت ناحیه 1
  )واحد = 1000( ـ تعداد کتاب های ثبت شده 2
  )واحد = 1000(ـ تعداد کتاب های قرض داده شده 3

 FDHرجع هر یک از کتابخانه های عمومی با استفاده از مدل پیشنهادی، یی و مجموعه مکارا ، اندازه 2در جدول
  . نشان داده شده استCCRو مدل 
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   داده های کتابخانه عمومی:1جدول 
 

 
 واحدها

یی مدل کارا
  پیشنهادی

مجموعه مرجع 
  مدل پیشنهادی

یی مدل کارا
FDH  

مجموعه مرجع 
 FDHمدل 

یی مدل کارا
CCR 

مجموعه مرجع مدل 
CCR 

1 1 1 1 1 5888/0 }19و23{   
2 1 2 1 2 6429/0 }18و23{   

3 1 3 1 3 6512/0 }18و23{   

4 1 4 1 4 6179/0 }18و23{   

5 1 5 1 5 9113/0 }17و23{   

6 1 6 1 6 7450/0  }23{  

7 1 7 1 7 7100/0 }18و19و23{   

8 1 8 1 8 7025/0 }17و18{   

9 1 9 1 9 9067/0 }19و23{   

10 1 10 1 10 7933/0 }17و18{   

11 5852/0  18 9175/0  18 6509/0 }18و23{   

12 1 12 1 12 7728/0 }17و18و23{   

13 1 13 1 13 6909/0 }18و23{   

14 1 14 1 14 8004/0 }18و23{   

15 1 15 1 15 9358/0 }17و18و23{   

16 6618/0  18 9069/0  18 7658/0 }17و18و23{   

17 1 17 1 17 1 17 

18 1 18 1 18 1 18 

19 1 19 1 19 1 19 

20 1 20 1 20 9581/0 }18و19و23{   

21 1 21 1 21 9418/0 }18و23{   

22 5091/0  23 9125/0  23 7011/0 }18و23{   

23 1 23 1 23 1 23 

        ورودی ها    خروجی ها

کتابخانه تعداد  مساحت کتابخانه تعداد کتاب ها تعداد کارمندان  جمعیت ناحیه ثبت شده قرض داده  

321/105  561/5  196/49   26 523/163  2/249 1 

682/314  106/18  599/78   30 671/338  4/617 2 

349/542  498/16  381/176   51 665/281  3/873 3 
872/847  810/30  397/189   78 993/400  5/541 4 
704/758  279/57  235/192   69 116/363  381/11  5 
746/1438  137/66  091/194   114 658/541  086/10  6 

597/839  295/35  535/228   61 141/508  5/434 7 
821/540  188/33  691/238   74 804/338  7/524 8 
274/1562  391/65  385/267   84 467/511  5/077 9 

117/978  197/41  402/277   68 815/393  7/029 10 
437/930  032/47  609/330   96 682/509  11/121 11 
185/1345  064/56  609/332   92 457/527  7/072 12 
801/1164  536/69  504/356   127 594/601  9/348 13 
588/1348  467/37  844/365   96 799/528  7/781 14 
779/1100  727/57  894/389   77 158/594  6/235 15 
488/1070  160/46  513/417   101 624/515  593/10  16 
645/1707  967/102  914/503   118 708/566  866/10  17 
026/1223  236/47  318/517   74 617/467  6/500 18 
694/2299  510/84  746/537   103 484/768  469/11  19 

465//1901  576/69  601/590   107 996/669  868/10  20 

698/1909  401/89  550/622   120 949/844  717/10  21 

193/3055  941/97  164/660   242 981/1258  716/19  22 
300/4096  166/191  369/808   202 863/1148  888/10  23 

هایی و مجموعه مرجع مدل کارا اندازه :2جدول  
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 مشاهده .  شدندکارا تحت مدل پیشنهادی نا22 و 16 و 11، واحدهای 2با توجه به نتایج به دست آمده از جدول
 و 19 ، 18 ، 17، تنها واحدهای CCR هستند اما در مدل کارا ناFDHمی شود که همین واحدها نیز تحت مدل 

های واحد در مدل پیشنهادی تنها یکی از کاراای این واحدهای ناهمچنین مجموعه مرجع بر.  هستندکارا 23
، ترکیبی از واحدهای کارامجموعه مرجع برای واحدهای نا CCRموجود است و این در حالی است که در مدل 

مجموعه مرجع این واحد تحت مدل پیشنهادی  . را در نظر بگیرید16عنوان مثال واحد  به. ی موجود می باشدکارا
 آن تنها شامل یک واحد می باشد ولی مجموعه مرجع مرجعیعنی نقطه .  است18 تنها شامل واحد FDHو مدل 
 برای این مرجعنست که نقطه آ است که نشان دهنده 23 و 18، 17 شامل واحدهای CCR تحت مدل 16واحد 

    بر آن مرجع DMU می باشد که در این صورت 23 و 18، 17 ترکیبی از واحدهای CCRواحد توسط مدل 
 ،18 واحد CCRهمچنین در مدل . یی این واحد در هر سه مدل نشان داده شده استکارامیزان . غیر واقعی است

 سه مرتبه مرجع ،18 واحد مدل پیشنهادی و FDHبه تعداد چهارده مرتبه مرجع شده و این در حالی ست که در 
  .شده است

  
   نتیجه گیری5

 FDHمدل های .  شروع شد1951ن بار با کار دبرو وکوپمنز در سال یی تکنیکی نخستیکارااندازه گیری 
با توجه . نش ارایه شدکارا توسط دیپرین و هم1984برای کامل کردن مدل های تحلیل پوششی داده ها در سال 

 بدون شرط تحدب عمل می کنند لذا از FDHمدل های . به اینکه مدل های تحلیل پوششی شرط تحدب دارند
، تنها شامل یکی از کاراهمچنین واحد مرجع برای هر واحد نا.  ریزی صحیح مختلط حل می شودطریق برنامه

 که همواره دارای جواب شدنی است و هیچ ، مدلی در این مطالعه ارایه شده واحد های موجود است بر این اساس،
 هر دو ماهیت ورودی و  این است که این مدل درFDH یکی از امتیازات این مدل نسبت به .گاه بیکران نیست

 برنامه ریزی صحیح مختلط تصویر هر واحد مسالهکه مستقیماً با حل یک . خروجی به طور همزمان ارایه می شود
  . به دست می آیدکارا روی مرز کارانا
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