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  یک روش برای حل دستگاه معادلات خطی منفرد

  
  

  2، میر کمال میرنیا1*محرم نیکوئی
   دانشگاه آزاد اسلامی، واحد تبریز،عضو باشگاه پژوهشگران جوان1

  انشگاه آزاد اسلامی،  واحد تبریزگروه ریاضی، د2
  1/12/88: رسید مقاله

  1/5/89: پذیرش مقاله
  

  
  چکیده    

ایم هر دستگاه  ما نشان داده.   مورد بررسی قرار گرفته است×nnاه معادلات خطی منفرددر این مقاله، حل دستگ 
 نیز نشان داده شده ،ی عددیمثال ها ارایهبا . معادلات خطی منفرد با یک دستگاه معادلات خطی فرومعین هم ارز است

طی فرومعین در دستگاه معادلات خطی منفرد هم ارز با آن  آمده برای دستگاه معادلات خبه دستاست که جواب مینیمال 
  .   کند نیز صدق می

 
    .های هم ارز  دستگاه، معکوس درازین، شاخص، دستگاه معادلات فرومعین،دستگاه معادلات منفرد :کلمات کلیدی

  
   مقدمه  1

 حل عددی بیشتر .دستگاه معادلات خطی در علوم مختلف مهندسی و اجتماعی کاربردهای فراوانی دارد
توان به  شود که از آن جمله می ل محاسباتی در علوم ومهندسی منجر به حل دستگاه معادلات خطی منفرد مییمسا

اشاره   در متغیرهای تصادفیMarkov chain modellingدر مهندسی سیالات و  Navier-Stokesمعادله 
  . [4,6]کرد

nnCAجالب است بدانید، برای هر ماتریس  ی منفرد، معکوس منحصر بفردی به نام ماتریس ها حتی ،∋×
به  جواب دستگاه معادلات خطی منفرد را با معکوس درازین ،ی اخیرسال هادر . معکوس درازین وجود دارد

 آوردن معکوس درازین در حل دستگاه به دستای برای   یک الگوریتم دو مرحله[6]در . آورند  میدست
 [5]همچنین روش کرامر برای یافتن معکوس درازین را در .  شده استارایهفرد با شاخص یک معادلات خطی من

ای که مربوط به موجود و منحصر بفرد بودن   آوردن معکوس درازین از قضیهبه دست ما برای ،در این مقاله. ببینید
  .  کنیم آن برای هر ماتریس دلخواه است استفاده می

  
  ار مکاتباته دعهد*

 nikuie_m@yahoo.com :آدرس الکترونیکی
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ی متعددی برای حل روش هاتاکنون .  جواب استبی شماری منفرد سازگار دارای یک دستگاه معادلات خط
 یک دستگاه معادلات خطی فرومعین جواب هامجموعه  .[2,4,6] شده استارایهدستگاه معادلات خطی منفرد 

با این حال یک دستگاه معادلات خطی فرومعین دارای یک جواب منحصر بفرد بنام جواب .  نیز نامتناهی است
 جواب مینیمال آن را با ،که یک دستگاه فرومعین دارای رتبه کامل سطری باشد در صورتی. مینیمال است

  .[2]این جواب دارای کمترین نرم اقلیدسی است. آورند  میبه دستمعکوس  شبه
 در  هاآنمعکوس و بیان کاربرد   اشاره به تفاوت آن با شبه ،معرفی معکوس درازین ،هدف ما از نگارش این مقاله

 آمده برای دستگاه معادلات خطی منفرد با معکوس به دستهمچنین جواب . حل دستگاه معادلات خطی است
 مقایسه  ،معکوس برای دستگاه معادلات خطی فرومعین هم ارز با آن  آمده با شبهبه دستدرازین را با جواب 

  .ایم نموده
چند تعریف و قضیه . اره دستگاه معادلات خطی استبخش بعدی این مقاله شامل تعاریف و قضایای مقدماتی درب

 آن هامهمترین .  شده استارایهی معادلات خطی هم ارز نیز دستگاه هادرباره دستگاه معادلات خطی فرومعین و 
در سومین بخش به نقش معکوس درازین و شبه . ای درباره دستگاه معادلات خطی منفرد ناسازگار است قضیه

 آوردن جواب مینیمال در دستگاه به دستمعادلات خطی اشاره شده و یک روش برای معکوس در حل دستگاه 
 به شرح آن هاهمچنین در این بخش با طرح چند سوال و پاسخگویی به . است  شدهارایهمعادلات خطی منفرد 
 4 های قبلی در بخش  شده در بخشارایهسه مثال عددی برای بررسی درستی مباحث . ایم روش جدید پرداخته

  .است  شده ارایه
  
  تعاریف اولیه و قضایای مقدماتی  2

nnCAماتریس 1فتعری   و استA شاخص ماتریسkعدد صحیح نامنفیگوییم . را در نظر بگیرید ∋×
)(با Aindاگر ،یمده  نمایش میkطوریکهه  کوچکترین عدد صحیح نامنفی باشد ب  
)1(                                                                                                                      ( ) ( ).1 kk ArankArank =+ 

  .[7] استAژه صفر ماتریس ار ویکه معادل با اینکه شاخص ماتریس اندازه بزرگترین بلوک ژوردان متناظر با مقد

nnCA   برای هر ماتریس   برای آشنایی بیشتر با شاخص .[8]شاخص ماتریس موجود و منحصر بفرد است ∋×
به ی   نحوه ،در بخش چهارم. مراجعه نمائید [8] آوردن شاخص هر ماتریس دلخواه به به دستی  ماتریس و نحوه

  . است  شده  آوردن شاخص ماتریس شرح دادهستد
nnCA ماتریس [8] 1قضیه  nAindداریم.  را در نظر بگیرید∋× ≤≤ )(0  .  
nnCAماتریس  [7] 2تعریف )را بطوریکه  ∋× ) kAind درازین  معکوس Xماتریس.  در نظر بگیرید=
  کند  در روابط زیر صدق میXهرگاه ،شود  داده میمایش نDAا بAماتریس

)2(                                                                                          .,, kk AXAAXXAXXAAX ===  
)اگر ) 1=Aind باشد،DAمعکوس گروه ماتریس A شود و با نامیده میgA شود نمایش داده می. 
)اگر ) 0=Aind  باشدA  یک ماتریس نامنفرد است وDAریس معکوس مات A 1شود و با نامیده می−A 
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nnCAبرای هر ماتریس دلخواهی زیر  با توجه به قضیه .[8]شود نمایش داده می موجود  DA معکوس درازین∋×
  .و منحصر بفرد است

 روش هااکثر این . است  شدهارایهی متعددی روش هاماتریس  آوردن معکوس درازین یک به دستتاکنون برای 
است که   شدهارایه آوردن معکوس درازین به دست برای [7]یک الگوریتم در . ی بلوکی استماتریس هادرباره 

ای  در زیر قضیه. ی منفرد برخوردار نیستماتریس ها آوردن معکوس درازین تمام به دستاز جامعیت لازم برای 
ی منفرد ماتریس هااست که ضمن اینکه بیانگر وجود و منحصر بفرد بودن معکوس درازین برای همه   شدهارایه

ی   نحوه ،در بخش چهارم. ی منفرد استماتریس ها آوردن معکوس درازین به دستیک روش جامع برای است 
  . است  شده  آوردن معکوس درازین شرح دادهبه دست
nnCA برای هر ماتریس دلخواه2قضیه )  اگر،∋× ) kAind ) و = ) rArank k فرم نرمال ژوردان و  =

  باشد بفرم زیر  Aماتریس
1

0
0 −








= P

N
D

PA  

 بفرم زیر A معکوس درازین ماتریسآنگاه. است kN=0است و r یک ماتریس مربع از مرتبهDکه در آن
  است 

  
  .   را ببینید  [7]. اثبات
 و حداکثر تعداد بردارهای ویژه آن ها عدد  ، آوردن فرم نرمال ژوردان یک ماتریس باید مقادیر ویژهبه دستبرای 

 را بفرم و آن.  آوردبه دستمستقل خطی متناظر با مقادیر ویژه را 







N

D
0

0

 
 [8]برای مطالعه بیشتر به . نوشت

  .    مراجعه نمائید
bAxدستگاه معادلات خطی [2]   3تعریف  یک  nm×، xیک ماتریس  Aکه در آن . را در نظر بگیرید =

معین و را فرفوق در این صورت دستگاه ، باشد>nmاگر . باشد  میm×1 یک بردارb و n×1بردار 
  . گویند می

)ماتریس [2] 4تعریف  ) 1−+ = TT AAAA،شبه معکوس ماتریس Aکه د در صورتیشو  نامیده میA یک 
)ماتریس  )nmnm    . دهند  نمایش میA+بامعمولا را  A ماتریسشبه معکوس .باشد m با رتبه×>

bAxدستگاه معادلات خطی فرض کنید 3قضیه  )اگر. دستگاه سازگار یا ناسازگار باشد یک = ) kAind = 
bAAxAباشد در اینصورت دستگاه  kk   . سازگار است=

bAxدستگاه معادلات خطیاثبات  )  دارای جواب است اگر و فقط اگر= ) ( )bArankArank با .  [2]  =
) باره شاخص ماتریس بیان شد واضح است که در1-2توجه با آنچه که در تعریف  ) ( )bAArankArank kkk 11 ++ = 

bAAxAبنابراین دستگاه kk   .  سازگار است=

.
00
0 1

1
−

−









= P

D
PAD
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bAxبرای حل دستگاه معادلات خطی منفرد سازگار یا ناسازگار  ) در صورتیکه  = ) kAind با توجه . باشد=
bAAxA دستگاه معادلات خطی منفرد سازگار یجواب هاتوانیم  یبه خواص معکوس درازین م kk          را =

     .[6] آوریمبه دست
 هرگاه هر معادله یک دستگاه ترکیبی خطی از ،دو دستگاه معادلات خطی را هم ارز نامیم  [3] 5تعریف 

  .معادلات دستگاه دیگر باشد
  . ادلات خطی هم ارز یکی هستندی معدستگاه هاهای    جواب[3] 4قضیه 

توانیم هر دستگاه هم ارز آن را به جای آن دستگاه حل   بهتر است بدانیم برای حل یک دستگاه از معادلات، می
  .شود شود و هیچ جواب جدیدی ظاهر نمی ، هیچ جوابی کم نمی کنیم

و در .  با یک ماتریس تحویل شده سطری پلکانی هم ارز سطری استA مانند×nmهر ماتریس  [3] 5قضیه 
]که  صورتی ]ZR  ماتریس تحویل شده سطری پلکانی[ ]YAیدستگاه ها.  باشدYAX ZRXو =  هم =
  . ارزند

 
  منفرد یک روش برای حل دستگاه معادلات خطی  3

 هم ارز با یک دستگاه ،ای را درباره رسیدن به یک دستگاه معادلات خطی فرومعین  قضیه،در این بخش
 روش جدید برای حل دستگاه معادلات خطی منفرد ارایهاین قضیه اساس . کنیم معادلات خطی منفرد ثابت می

  . اه معادلات خطی خواهیم داشتابتدا نگاهی گذرا به نقش معکوس درازین و شبه معکوس در حل دستگ. است
  

   نقش معکوس درازین و شبه معکوس در حل دستگاه معادلات خطی 3-1
nnCAفرض کنید    [1]6قضیه bA .  باشد∋× Dجواب دستگاه معادلات خطی  

)3(                                                                                                                ( ) kAindbAx == ,             
bAx است و با D

d ) اگر و فقط اگر ،شود  نشان داده می= )kARb∈ .   
  

   فرومعیندستگاه معادلات خطی 7قضیه
) 4(                                                                                                          ( )nmCAbAx nm <∈= ×,   

  

ای را بیابیم کهxاغلب لازم استبرای حل چنین دستگاهی . را در نظر بگیرید
2

x کمترین مقدار ممکن را 
}مسالهمعادل است با حل فوق رومعین  دستگاه فمینیمالبنابراین جواب . داشته باشد }bAxxminimize =:

2
. 

mArankکه  در صورتی =)(،)( nm  . +bAعبارت است از) 4( دستگاه فرومعین مینیمال جواب باشد >
bAxد را  بابنابراین جواب مینیمال  هر دستگاه فرومعین که دارای رتبه کامل سطری باش p

 .دهیم  نشان می=+

  .     را ببینید  [2]. اثبات
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   دستگاه معادلات خطی فرومعین، هم ارز با دستگاه معادلات خطی منفرد3-2
  . جدید برای حل دستگاه معادلات خطی منفرد است  روشارایهبیان و اثبات قضیه زیر پایه اصلی 

  

 .  هم ارز است، خطی منفرد سازگار با یک دستگاه فرومعین با رتبه کامل سطری  هر دستگاه معادلات 8قضیه 

  دستگاه معادلات خطی منفرد اثبات
)5              (                                                                                                                                       bAx =    

)فرض کنید. را در نظر بگیرید ) ( ) nnRAkAindnmArank ×∈=<= ) و ,, )kARb∈ باشد .[ ]bA، 

  .  دهیم را به شکل زیر نمایش می) 5(ماتریس افزوده دستگاه 
  
)6(  

  
  

]اگر ]cR  )5( دارای سطر صفر خواهد بود زیرا ، باشد)6( وده ماتریس تحویل شده سطری پلکانی ماتریس افز′′
]یک دستگاه منفرد است و سطرهای  ]bAوابسته خطی هستند . [ ]cR   . دهیم  را به صورت زیر نشان می′′

  
)7(  

  
  
  

  

cxR ماتریس افزوده دستگاه)7(فرض کنیم   ماتریس  ، یک دستگاه سازگار است)5(که با توجه به این.  باشد′=′
)(تعداد سطرهای صفر آن برابر است با سطر غیر صفر است و m  دارای)7(افزوده  Arankn دقت داشته . −

    طبق  . است)5( برابر با رتبه ماتریس ضرائب دستگاه )7(باشید که تعداد سطرهای غیر صفر ماتریس افزوده 
bAxی معادلات خطی دستگاه ها 5قضیه  cxR و= حال با حذف کردن سطرهای صفر .  هم ارزند′=′
cxRدستگاه    داریم′=′

 )8(                                                                                                        

mnmnnm

nn

nn

cxrxrxr

cxrxrxr
cxrxrxr

=+++

=+++
=+++

2211

22222121

11212111

  

  
cRxرا با ) 8(اجازه بدهید دستگاه  cxRی معادلات خطیدستگاه هابدیهی است که . نمایش دهیم = ′=′ 

cRxو cRx معادله دستگاه mچون هر یک از .  هم ارزند= cxR  ترکیبی خطی از معادلات دستگاه = ′=′ 
  . باشد و برعکس می
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
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bAx دستگاه ،با توجه به آنچه که در بالا بحث شد داریم  cxR با دستگاه = هم ارز است و  ′=′
cxRدستگاه cRx با ′=′ ی دستگاه ها پس .[3]هم ارزی سطری یک رابطه هم ارزی است.  هم ارز است=

bAxمعادلات خطی cRx و= cRx. هم ارزند = )یک دستگاه = )nmnm  فرومعین است و رتبه ×>
    . mماتریس ضرائب آن برابر است با

cRxپس یک دستگاه معادلات خطی فرومعین با رتبه کامل سطری است که هم ارز با دستگاه معادلات خطی =
    .   هر دستگاه فرومعین دارای رتبه کامل سطری کامل نیست،در حالت کلی .باشد می) 5(منفرد 

  :ی معادلات خطی هم ارز داریمدستگاه هابا توجه به ویژگی 
 آمده با معکوس درازین برای دستگاه معادلات خطی منفرد در دستگاه معادلات خطی به دستجواب  1یجه نت

 .      کند  هم ارز با آن نیز صدق می،فرومعین با رتبه کامل سطری

 ، آمده با شبه معکوس برای دستگاه معادلات خطی فرومعین با رتبه کامل سطریبه دستجواب مینیمال  2نتیجه 
  .      کند گاه معادلات خطی منفرد هم ارز با آن نیز صدق میدر دست

  
    یک روش برای حل دستگاه معادلات خطی منفرد4

bAx یک روش برای حل دستگاه معادلات خطی منفرد ،8با توجه به قضیه   آوردن یک دستگاه به دست =
جواب مینیمال دستگاه معادلات خطی .  هم ارز باشدمعادلات خطی فرومعین با رتبه کامل سطری است که با آن

 جواب مینیمال ، این جواب2بنا به نتیجه . آورد  به دستتوان  فرومعین با رتبه کامل سطری را با شبه معکوس می
bAxدستگاه معادلات خطی منفرد    . نیز هست =

 .  کند و اساس روش فوق است کمک میکه پایه  8 طرح و پاسخگویی سوالات زیر به تبیین قضیه

  هم ارز است؟ ،سطری  با یک دستگاه فرومعین با رتبه کامل،آیا هر دستگاه معادلات خطی منفرد دلخواه .1

nn ماتریس افزوده یک دستگاه معادلات خطی منفرد،بلی ) ماتریسی از مرتبه، × )1+× nn و بر اساس . است
این خود دلیلی بر جامع بودن روش فوق .  با یک ماتریس تحویل شده سطری پلکانی هم ارز سطری است5قضیه 
های ماتریس ضرائب دستگاه منفرد محدویت در اجرای روش ایجاد   شاخص و سایر ویژگی، یعنی رتبه،است
 . کند نمی

ه فرومعین با رتبه کامل سطری  هم ارز با یک دستگا،آیا هر دستگاه معادلات خطی منفرد ناسازگار دلخواه .2
 است ؟

bAx اگر در دستگاه معادلات خطی منفرد،بلی =،( ) kAind )داشته باشیم= )kARb∉، دستگاه ناسازگار 
bAAxAتوانیم روش فوق را برای دستگاه منفرد سازگار   می3-2است و طبق قضیه kk  .ا کنیم اجر=

  آورد؟به دستتوان  ی فرومعین را فقط با شبه معکوس میدستگاه هاآیا جواب  .3
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اما . [2]ی معادلات خطی فرومعین وجود دارددستگاه ها آوردن جواب به دستهای متعددی برای   روش،خیر
 با شبه توان جواب مینیمال آن دسته از دستگاه معادلات فرومعین که دارای رتبه کامل سطری هستند را می

ی فرومعین با رتبه کامل دستگاه هاکنیم به   را با هم مقایسه میpx وdxما در اینجا چون.   آوردبه دستمعکوس 
 . سطری نیاز داریم

 کنیم؟  چرا در این روش از ماتریس تحویل شده سطری پلکانی استفاده می .4

 به دستتوانیم برای هر دستگاه معادلات خطی منفرد یک دستگاه فرومعین هم ارز  ی متعددی میروش هاما با 
 این است که به یک ماتریس فرومعین با رتبه کامل سطری ، اما آنچه که برای ما مهم است.] را ببینید2مثال  [آوریم

شده سطری پلکانی در ماتریس تحویل .  آوریمبه دستبرسیم تا بتوانیم جواب مینیمال آن را با شبه معکوس 
توان بدون انجام  به همین دلیل می. شوند های غیر صفرند واقع می سطرهای صفر زیر همه سطوری که دارای درایه

چون سطرهای ماتریس افزوده هر دستگاه معادلات خطی منفرد وابسته خطی .  را حذف کردآن هاعملیات اضافی 
 . ی سطر صفر خواهد بودهستند پس ماتریس تحویل شده سطری پلکانی آن دارا

  معکوس درازین با شبه معکوس چه تفاوتی دارد؟ .5

جواب مینیمال هر دستگاه معادلات خطی . معکوس درازین و شبه معکوس دو مفهوم کاملا مجزا از هم هستند
فرومعین که دارای رتبه کامل سطری باشد و جواب کمترین مربعات هر دستگاه معادلات خطی فرامعین که دارای 

ی نامنفرد ماتریس هامعکوسی که برای . [2] آوردبه دستتوان با شبه معکوس  تبه کامل ستونی باشد را میر
بنابراین جواب یک دستگاه معادلات خطی منفرد یا . تعریف شده است نوع خاصی از معکوس درازین است

به وان با معکوس درازین ت  می،ب آنینامنفرد را بدون توجه به استقلال خطی سطرها و ستونهای ماتریس ضرا
 .   آورددست

 

   نتایج عددی 5
bAx   فرض کنید bAxدر اینصورت .  یک دستگاه معادلات خطی منفرد سازگار باشد=  دارای یک =

دی نشان ی عدمثال ها ارایه با  ،در این بخش.  آوردبه دستمجموعه جواب است و باید جواب مینیمال آن را 
bAx آمده با معکوس درازین برای به دستایم جواب  داده   .همواره جواب مینیمال نیست =

 به دستای برای  اهیمت استفاده از معکوس درازین در این است که استفاده از روش الگوریتم دومرحله    
PGMRESPCGی تکراری مانند هاروشآوردن معکوس درازین دستگاه معادلات خطی منفرد  از سایر  ,  

    .   [8]کند بهتر و موفق عمل می

   .دستگاه معادلات خطی منفرد زیر را در نظر بگیرید  1مثال 

)9(                                                                                                                          
.143

,254
,1532

321

321

321

=−−
=++−
=−−

xxx
xxx

xxx
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  باشد  زیر میبه صورت )9(ب دستگاه یماتریس ضرا

















−−
−

−−
=

431
541
532

A  

) .همچنین با انجام محاسبات لازم داریم ) ( ) 22 == ArankArank بنابراین شاخص ماتریسA برابر یک 
 دارای معکوس گروه Aپس ماتریس.  یک دستگاه معادلات خطی منفرد با شاخص یک است)9(پس . است
)با توجه به اینکه . است )ARb∉  دستگاه 3طبق قضیه .   یک دستگاه ناسازگار است)9(پس AbAAx به  را =
  پس.  یک ماتریس خودتوان استA. آوریم  میدست

 )10(                                                                                                                       
.943
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,9532

321

321

321
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   آوردن معکوس گروه داریمبه دست  برای 2بر اساس قضیه 
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1 PPAg  

AAgکنیم که ملاحظه می   برای 3حال طبق قضیه .  مراجعه نمائید[8]برای مطالعه بیشتر در این زمینه به . =
  شود به صورت زیر محاسبه میdx  )10(دستگاه 
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bAx gd

 
  . با دستگاه فرومعین زیر هم ارز است)10( دستگاه معادلات خطی منفرد  8بنا بر قضیه 

)11                    (
                                                                                                                       .3

,0
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  : پس،دارای رتبه کامل سطری است) 11(دستگاه فرومعین   
( )
















=









































−







 −

















−
=

==
−

−+

1
2
1

3
0

11
10
01

110
101

11
10
01

1

1cRRRcRx TT
p

  

  

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 

جان ೮د لا یات کارୀدی و ঘ࣌ه ریا ا ઻ ૤جख़        ٢۵   )٧٩-٨٩)     ١٣٨٩   

                                                        

87 

واضح است که. کنند  صدق می)11( و )10( در px وdxی هم ارز، دستگاه هاطبق خاصیت 
22 dp xx < .  

  گار زیر را در نظر بگیرید دستگاه معادلات خطی منفرد ناساز 2مثال 

) 12(                                                                                                                    
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  باشد  زیر میبه صورت) 12(ماتریس ضرائب دستگاه 
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( ) ( ) 232 == BrankBrank پس ( ) 2=Bind  . دستگاه سازگارbBBxB 22   دهیم   را تشکیل می=
  

) 13(                                                                                                      
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  .کنیم  استفاده میBرازین ماتریس آوردن معکوس دبه دست برای  1از قضیه 
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  معکوس درازین ماتریس فوق به صورت زیر خواهد بود1طبق قضیه 
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dx شود به صورت زیر محاسبه می) 13( برای  
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   :دهد  میبه دست است )13(  دستگاه فرومعین زیر را که هم ارز سطری دستگاه منفرد 8 قضیه 
)14       (

.10
,3

432

431

=++
−=++
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xxx  

  

cRx را با )13(دستگاه  ). دهیم  نشان می= ) 2=Rrank، پس cRx یک دستگاه فرومعین با رتبه کامل  =
   داریم 7با توجه به قضیه .  آوردبه دستتوان جواب مینیمال آن را با شبه معکوس  سطری است و می

                ( ) bRRRbRx TT
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  dxو px 14(و ) 13( در دستگاه معادلات (کنند صدق می .px جواب مینیمال دستگاه منفرد )است) 12. 

رسیم که با  ما به یک دستگاه معادلات خطی فرومعین می) 13(با حذف سطر سوم دستگاه معادلات خطی منفرد  
  . ولی دارای رتبه کامل سطری نیست،آن هم ارز سطری است

 

   سازگار زیر را در نظر بگیرید دستگاه معادلات خطی منفرد 3مثال 

)15(                                                                                                                         
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 درازین  آوردن معکوسبه دستبرای  1از قضیه . باشد شاخص ماتریس ضرائب دستگاه برابر با یک می
  .کنیم  استفاده میAماتریس
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  : معکوس درازین ماتریس فوق به صورت زیر خواهد بود1طبق قضیه 
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dx شود  به صورت زیر محاسبه می)15( برای  
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   :دهد  میبه دست است )15(  دستگاه فرومعین زیر را که هم ارز سطری دستگاه منفرد 8قضیه  
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معکوس  دن جواب مینیمال آن را شبه آوربه دستبرای .  یک دستگاه فرومعین با رتبه کامل سطری است)13(
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dp xx   .است) 12( جواب مینیمال دستگاه منفرد px. کنند صدق می) 16(و ) 15( در دستگاه معادلات =
  
  گیری  نتیجه  6

 آوردن دستگاه معادلات خطی فرومعین هم ارز با دستگاه معادلات خطی منفرد به دستوش  ر،در این مقاله
  .   آوردبه دستتوان جواب مینیمال را برای دستگاه معادلات خطی منفرد  با این روش می.  شده استارایه

 
  سپاسگزاری

ز اعتبارات پژوهشی باشگاه   است که با استفاده ا88724ی  این مقاله نتیجه حاصل از طرح پژوهشی با شماره
نویسندگان از باشگاه پژوهشگران .   واحد تبریز به انجام رسیده است– دانشگاه آزاد اسلامی،پژوهشگران جوان

 از هیئت محترم داوران به ، واحد تبریز به خاطر حمایتش از طرح پژوهشی مذکور– دانشگاه آزاد اسلامی  ،جوان
  . نسنگ و دکتر سهراب کرد رستمی به خاطر زحماتشان ممنون و سپاسگزارند پیشنهادات و نظرات گراارایهخاطر 
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