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   سریع روش هایتوسعه روش تکراری نیوتن و معرفی 
  برای حل معادلات غیرخطی

  
  

  ،  رضا رضاپور *صمد عهدی اقدم
   مرند، واحد دانشگاه آزاد اسلامی، اعضای هیات علمی گروه ریاضی

  
  2/3/88: رسید مقاله

                                                                                                                                                                                              29/6/89: پذیرش مقاله

  
  چکیده

در این مقاله برخی اصلاحات روش کلاسیک نیوتن با همگرایی مکعبی را به همراه روش هالی در نظر گرفته و به 
تحلیل . آوریم گیری عددی روش هایی ترکیبی به دست می گیری عددی گاوس و قواعد انتگرال کمک قاعده مشتق
باشند و آزمون های عددی موید  دهد که روش های ارایه شده دارای مراتب همگرایی پنج یا شش می همگرایی نشان می

  .  نسبت به سایر روش های موجود هستندروش هاکارایی بیشتر و بهتر این 
  
  .یابی، روش نیوتن، روش های تکراری، انتگرال گیری عددی و مشتقگیری عددی ریشه  :لیدیکلمات ک

  
    مقدمه 1

)(0روش کلاسیک نیوتن برای یافتن ریشه معادله =xf عبارت است از :  
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  . شود حاصل می
=+1به ازای (nx حول نقطه  xf)(بسط تیلور مرتبه دوم تابع nxx  ( به صورت  
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است که با قرار دادن
)('
)(

n

n

xf
xf

)( از فرمول نیوتن به جای عبارت − 1 nn xx  در داخل کروشه و حل معادله  +−

  فرمول روش هالی به صورت  nx+1 سبت بهحاصل ن

)(")(
2
1)]('[

)()(
2

'
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nnn

nn
nn

xfxfxf

xfxfxx
−

−=+  

  . شود حاصل می
  .  کلاسیک نیوتن و شرودر دارای مرتبه همگرایی دو بوده و روش هالی مرتبه همگرایی سه داردروش های

فرمول اند، با در نظر گرفتن   ارایه شده]8 و7 ،  2،6  ،1[روش های مرتبه سومی که با اصلاحاتی از روش نیوتن در 
   درجه دوم متفاوت برای محاسبه انتگرالهای

)5(                         
n

x

n x
f (x) f (x ) f '(t)dt= + ∫   

 
  :دهیم  را توضیح میآن هاهای همان مراجع به ترتیب  آیند که با رعایت نامگذاری به دست می

  
  روش میانگین حسابی نیوتن  الف
=+1 به ازای)5(ز فرمول ا nxx 0 و)( 1 =+nxf شود  نتیجه می:  

)6(  

  ای به فرمول که با استفاده از قاعده انتگرال گیری ذوزنقه
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1
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n
nn xfxf

xfxx
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+ 
  

توان با اعمال تکرار  را می) برای محاسبه خودش( در سمت راست این رابطه nx+1رسیم که مشکل معلوم بودن  می
)1( +nبه این ترتیب روش نیوتن اصلاح شده با نام روش میانگین . ام  نیوتن در طرف راست برطرف نمود

  : آید حسابی نیوتن به صورت زیر به دست می
)7(  

  

  که
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 ١٣

   روش نقطه میانی نیوتن ب
   به روش دیگری به صورت  )6( با به کارگیری قاعده نقطه میانی برای انتگرال موجود در

  

)8(  

* یابیم که همانند روش قبل دست می
1+nx شود  محاسبه می (*) از رابطه .  

  
  نیوتن  روش واسطه موزون   پ

  : داریمnx+1  و nx حول نقاط xf)(با در نظر گرفتن بسط تیلور درجه اول 
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سپس با حل هر . گیریم  را نوشته و تقریبها را به تساوی در نظر میnx و nx+1تیب  به تر xدر این عبارات به جای
   روشی به صورت آن ها  و محاسبه میانگین nx+1یک از این معادلات نسبت به 

)9( 

 
  .نیز آن را به دست آورده است ]3[ که هومیرشود  حاصل می

 
  روش های نو و تحلیل همگرایی   2

)()sin()1(تقریب ریشه توابعی نظیر  2 ++= − xLnexxf x با روش های شرودر و هالی به دلیل نیاز به 
گیری عددی گاوس  توان با استفاده از قاعده مشتق یبرای سهولت م.  با محاسبات فراوانی همراه استf"تعیین 

  .  را قرار دادf  یا f' عباراتی بر حسب f"به جای 
  ای به صورت  گیری عددی گاوس سه نقطه قاعده مشتق
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  مول مرتبه سوم فر
  

  
*در این فرمول نیز. نامیم گاوس می-دهد که آن را فرمول نیوتن را نتیجه می

1+nx شود  محاسبه می  (*) از رابطه . 
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اری دیگر به در ادامه برخی اصلاحات جدید روش نیوتن را با یک یا دو ارزیابی اضافی از تابع در یک نقطۀ تکر
   . دارای مرتبه همگرایی پنج یا شش هستندروش هااین . کنیم وسیله روش های مرتبه سوم ارایه می

],[ را روی بازه  )5 (به این منظور انتگرال 11 ++ nn xu زنیم که با حل معادله نسبت به  با قاعده مستطیلی تقریب  می
1+nxشود  نتیجه می:  

  

  

 های توابع، برای بدست آوردن روش های نیوتن اصلاح شده ترکیبی و همچنین برای کاستن از تعداد ارزیابی
)(' 1+nuf را با )(' *

1+nxfکنیم که  برآورد می*
1+nx این یک رده از روش  بنابر. شود  محاسبه می(*) رابطه  از

  های جدید 
  

1)(شود که حاصل می nn xgu   . یکی از روش های قبلی است +=
  : علاوه بر این با استفاده از بسط تیلور داریم
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  توانیم تقریب  از این دو رابطه می
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n xfxxfxf −
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+  
  

   گروه دیگری از روش های جدید به صورت)11(را به دست آوریم که با به کارگیری این تقریب در رابطه 
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  . شوند حاصل می
روش هایی از  )13(  یا )12(کنیم که ترکیب روش های مرتبه سه با روابط   ثابت می2 و 1در ادامه در قضایای 

 که دارای کارایی روش هابرخی از ترکیبات . کند  روش هایی از مرتبه شش را تولید می)11(مرتبه پنج و با رابطه 
  :باشند، عبارتند از بهتر و تعداد اعمال کمتری می

  :نامیم گین حسابی اصلاح شده نیوتن می را روش میان) 12(  با)7(  ترکیب الف
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 ١٥

  :کنیم   را  روش نقطه میانی اصلاح شده نیوتن نامگذاری می)13( با )8( ترکیب  ب
  

  

  
  : با نام روش واسطه موزون اصلاح شده نیوتن عبارت است از) 12( با )9( ترکیب  پ

  

  
)16(  

  
باشد،   روشی با مرتبه همگرایی پنج می)13(یا ) 12( ترکیب روش هالی همچون سایر روش های از مرتبه سه با  ت

  و با نام روش هالی اصلاح شده ترکیب کنیم که مرتبه )11(ولی برای کاستن از تعداد اعمال  بهتر است آن را با 
* در فرمول هالی . باشد ، شش می2ناد به قضیههمگرایی آن با است

1+nx  حضور ندارد و بنابراین نیازی به استفاده از
  . نیست (*)  رابطه 

  
)17(  

 
 ها محاسبه مرتبه همگرایی روش  3

)(با استفاده از بسط تیلور تابع nxf شتقات اول و دوم آن حول  و مr) ریشه تابعf  (خطایفرمول های   
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  :مورد روش های مرتبه سوم روابط خطای زیر را داریمدر 

)(روش میانگین حسابی نیوتن                               -
2

4332
21 nnn eOecce +






 +=+ 

()(روش نقطه میانی نیوتن                                    -
4
1( 43

3
2
21 nnn eOecce +−=+ 

)(روش واسطه موزون نیوتن                                          -
2
1 43

31 nnn eOece +=+  
)()(                          روش هالی                            - 43

3
2
21 nnn eOecce +−=+ 

()(گاوس                                  -روش نیوتن -
2
12( 43

3
2
21 nnn eOecce +−=+  

  

  برای تعیین مرتبه همگرایی روش های از مراتب بالا، روش های مرتبه سوم بیان شده را به فرم کلی
  

)18(  
  .آوریم ر نظر گرفته و اولین قضیه را مید

RRDf فرض می کنیم تابع 1قضیه  است و در این بازه rدارای یک ریشه ساده  D  در بازه باز :⊃→
 در nu+1 آن ها، که در )13( و)12(ای تعریف شده با در این صورت روش ه. مشتقات اول، دوم وسوم را داراست

   معرفی شده و در فرمول)18(
  

)19(  
  

rxe  و A≠0برای برخی nn   . به همگرایی پنج هستندکنند، دارای مرت  صدق می =−
)(0چون  اثبات =rf پس بسط تیلور تابع ،)( 1+nuf  حول نقطه r را به صورت    

)])(())[((')( 2
111 ruOrurfuf nnn −+−= +++  

 

  :توان نوشت ها می ای  جملهگیریم و همچنین با استفاده از تقسیم چند در نظر می

)]()(421[
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  را به صورت  )12(اکنون با کمک این روابط فرمول 
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  :شود  به صورت زیر محاسبه می )13( نویسیم و به طریق مشابه مرتبه همگرایی می

).()
2
32( 65

3
2
21 nnn eOAeccrx +−=−+  

  

)(31 nn xgu =+

)( 43
1 nnn eOAeru +=−+
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 ١٧

توان ده روش مرتبه پنجم    می)13(  یا )12( فرمول هایدر واقع با ترکیب هر پنج روش مرتبه سوم معرفی شده با 
 به )16(  تا)14(به هر حال هفت روش ذکر نشده در مقایسه با روش های تعریف شده توسط. به دست آورد
  .  مشتق اول نیاز دارند و بنابراین کارایی کمتری دارندمحاسبه مازاد از
معادلات خطای زیر  )16(  تا)14(شود که برای روش های    نتیجه می1 خطا و  قضیهفرمول هایبا به کارگیری 

  : برقرارند
)2()(                              :          )14(روش معرفی شده بوسیله  - 65

3
2
2

2
21 nnn eOeccce ++=+ 

()(                         :        )15(روش تعریف شده با  -
4
1)(

2
32( 65

3
2
23

2
21 nnn eOecccce +−−=+ 

)(                                               :      )16(روش توصیف شده به وسیله  - 63
3

2
21 nnn eOecce +=+ 

  
روش هایی با مرتبه همگرایی شش  )11( ، ترکیب روش های از مرتبه سه با رابطه 1 با مفروضات قضیه 2قضیه

  . کند تولید می
  :ول خطای نیوتن خواهیم داشت در فرمnx به جای nu+1با جایگزین نمودن  )11(   برای رابطه اثبات
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)( نتیجه مطلوب را به صورت )19(که استفاده از  76
21 nnn eOAecrx  .دهد   به دست می +−=+

ها  فقط   اینکند که از بین  روشی از مرتبه شش را تولید می)11(ترکیب هر یک از روش های مرتبه سوم با 
 فرمول خطای این روش. گیریم  را به دلیل کارایی بهترش در نظر می)17(ترکیب

)()( 76
3

2
221 nnn eOeccce   .  است +=−+

  

  ها ها و مقایسه روش آزمون 1
 هم های توابع و همینطور در تعداد اعمال حسابی در هر تکرار با روش های معرفی شده در تعداد ارزیابی

  CN،SCH   نیوتن، شرودر و هالی را به ترتیب با نمادهایروش های به اختصار روش هابرای مقایسه . متفاوتند
  مرتبه پنجمروش های و  NG و AN ،MN ،HN را به ترتیب با نمادهای )10( تا )7( مرتبه سوم روش هایو  HLو
  . دهیم  نشان میHL6را با  )17( و روش مرتبه شش HN5  وAN5  ،MN5 را به ترتیب با نمادهای )16(  تا )14(

wpکارایی را به صورت  شاخص[4]با استفاده از 
1

های   تعداد ارزیابی w مرتبه روش و pکنیم که   تعریف می
  . آوریم  می1 را در جدولروش هاکارایی  شاخص. توابع در هر تکرار از یک روش است
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HL6 AN5,MN5,HN5  AN,MN,HN,HL  NG  SCH  CN 

431.165 ≅  495.154 ≅  442.133 ≅  316.134 ≅  260.123 ≅  414.12 ≅  
  مقایسه شاخص کارایی روش ها .1جدول

  

   توابع انتخابی rیشهها را برای تقریب ر در ادامه هریک از این روش
  

283562860172954.0;5)(cos3)(

74262666836056.1);cos()()(
1413652300134.1;104)(

2
3

2

23
1

=+−=

=−=
=−+=

rxxexf

rxxxLnxf
rxxxf

x

              

  

زمان انجام n)( ها شامل تعداد تکرارها این جدول. آوریم  می4 تا 2 های به کار گرفته و نتایج را در جدول
)(مقدار تقریبی ریشه  برحسب ثانیه و T)( محاسبات nx 1410 با معیار توقف)( −<nxf  برای دستیابی به ریشه 

  . مورد نظر هستند
  

)( nxf    nx  n  T    
0  1.3652300134141  5  0.036151  CN 
0 1.3652300134141  5 0.056851 SCH 

15109.8 −× 1.3652300134141  5 0.069174 NG 

0 1.3652300134141  3 0.050837 AN 
15106.3 −×− 1.3652300134141  3 0.025676 MN 

0 1.3652300134141  3 0.024961 HN 
0 1.3652300134141  3 0.028207 HL 
0 1.3652300134141  2 0.021746 AN5 
0 1.3652300134141  2 0.022196 MN5 
0 1.3652300134141  2 0.019795 HN5 
0 1.3652300134141  2 0.026541 HN6 

 با تقریب اولیه f1 اطلاعات مربوط به تابع.2جدول
0x 1.8=   

)( nxf    nx  n  T    
16102.2 −×  1.26668360567426  5  0.610255 CN 

16102.2 −× 1.26668360567426  5 0.780674 SCH 

16102.7 −×  1.26668360567426  3 0.671505 NG 

16102.2 −×  1.26668360567426  3 0.530780 AN 

16103.3 −×−  1.26668360567426  3 0.452732 MN 

16102.2 −×  1.26668360567426  3 0.530222 HN 

15103.1 −×−  1.26668360567426  3 0.468445 HL 

16102.2 −×  1.26668360567426  2 0.421051 AN5 

15105.9 −×−  1.26668360567426  2 0.468920 MN5 

16102.2 −×  1.26668360567426  2 0.264722 HN5 

16102.2 −×  1.26668360567426  2 0.531263 HN6 

 با تقریب اولیه 2f اطلاعات مربوط به تابع .3جدول
0x 0.9=  
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جان ೮د لا یات کارୀدی و ঘ࣌ه ریا ا  جख़         ٢۶   )١١-١٩)   ١٣٨٩ 

 ١٩

)( nxf    nx  n  T    
16102.2 −×−  0.286017295428356  5  0.781660 CN 

16104.4 −×− 0.286017295428356  5 1.171487 SCH 

15102 −×−  0.286017295428356  3 0.968011 NG 

16104.4 −×−  0.286017295428356  3 0.702713 AN 

16102.2 −×−  0.286017295428356  3 0.624448 MN 

16107.6 −×−  0.286017295428356  3 0.639550 HN 

16102.2 −×−  0.286017295428356  3 0.734477 HL 

16102.2 −×−  0.286017295428356  2 0.640121 AN5 

16104.4 −×−  0.286017295428356  2 0.609457 MN5 

16107.6 −×−  0.286017295428356  2 0.374678 HN5 

16102.2 −×−  0.286017295428356  2 0.780925 HN6 

 با تقریب اولیه 3f اطلاعات مربوط به تابع .4جدول
0x 0=  

  
   گیرینتیجه

نج دارای شاخص  مرتبه پروش هایاصلاحاتی از روش نیوتن با مراتب همگرایی  بالا را معرفی نمودیم که 
 شرودر و هالی به دلیل عدم نیاز به محاسبه روش های معرفی شده در مقایسه با روش های. کارایی بهتری هستند

  . تری از توابع قابل استفاده هستند مشتق دوم به مجموعه وسیع
          جدید مدت زمان اجرای زیادی لازم دارد ولی در حل روش هایکه نسبت به سایر   با اینNG روش
 و AN،HN  ،AN5های معادلات به دلیل نیاز به محاسبه تنها یک ماتریس ژاکوبین بر روش هایی همچون  دستگاه

HN5از لحاظ تعداد محاسبات کمتر ارجحیت خواهد داشت  .  
) برای رسیدن به دقت یکسان(تعداد تکرارها  جدید از لحاظ روش هایدهند که  های عددی نشان می آزمون

 نسبت به بقیه HN5ی انجام محاسبات برای روش Ĥن ها مورد بحث زمروش هایاز بین کلیه . اند مقرون به صرفه
  . ارجحیت داردروش ها کمتر است و لذا این روش بر دیگر روش ها
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