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 یک قضیه مقایسه برای روش ژاکوبی بهبود یافته با 
)(پیش شرط کننده   maxSI + 

  
  

  2  ناصر میکائیل وند ،*1زهرا لرکجوری

   واحد قائمشهر،نشگاه ازاد اسلامیدا دانشکده علوم پایه، ،گروه ریاضی 1
  اردبیل  واحد،یدانشگاه آزاد اسلام دانشکده علوم پایه، ، گروه ریاضی 2

  

                                                                                                                                                                                                               21/1/89: رسید مقاله

                                                                                                                                                                                                       17/5/89: پذیرش مقاله
 

  
  چکیده

)(  سایدل بهبود یافته را با پیش شرطکوتاکموری و همکارانش روش گاوس ـ2002در سال  maxSI ارایه دادند +
با قضیه مقایسه نشان می دهیم .  روش ژاکوبی بهبود یافته را برای این پیش شرط ارایه دهیم،در این مقاله).  می بینید[8]در (

       یی های روش پیشنهادی ارایهمثال های عددی برای نمایش توانا. این روش از روش تکراری ژاکوبی سریع تر است
  .شده اند
  

  . ماتریس، پیششرط سازی، همگرایی، قضیه مقایسه- Mدستگاه خطی پیش شرطی شده،   :کلمات کلیدی
  
    مقدمه 1

 :دستگاه خطی زیر را در نظر می گیریم

   
                                           Ax b= 

 
nnRA که در آن nRX  معلوم و∋nRb و  ∋× برای سادگی، فرض می کنیم .  نامعلوم است ∋

ULIA  به ترتیب قسمت های اکیداً پائین مثلثی و −U و  −L  ماتریس همانی وI باشد که در آن =−−
  . هستندAاکیداً بالا مثلثی 

  .را در نظر می گیریم) 1(حال دستگاه پیش شرطی 
  

                                PbPAX = 
  

  . یک پیش شرط کننده با اعداد حقیقی مثبت استPکه در آن 

)1(  

)2(  

  ار مکاتباته دعهد*
 Zahralorkojry@yahoo.com :آدرس الکترونیکی
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maxSIPm، روش گاوس ـ سایدل بهبود یافته را با پیش شرط ]8 [، کوتاکموری2002در سال  ارایه داده  =+
  است به طوری که



 >−=

==
0

,1,...,2,1
)( ,

max

ijnia
SS iKim

ij  

 
  و

}{i i, jK min j max a= ni         برای              <  
  به دستگاه) 2(دستگاه  mP با اعمال پیش شرط کننده

  mm bXA =  
  

ASIAmتبدیل می شود که در آن  )( max+= و bSIbm )(. max+=   
  
    روش پیشنهادی2

)( اعمال روش ژاکوبی بهبود یافته با پیش شرط،ایده اصلی این روش maxSIPm   .  است =+
bAXبرای دستگاه   به اعضای قطری و غیر قطری آن به شکل  A  روش ژاکوبی را می توان با تجزیه،=

)( ULIA  : به صورت زیر نوشتmA روش ژاکوبی بهبود یافته را می توان با تجزیه .  نوشت=−+
 

m max

max mzx

m m

A (I S )A
(I D ) (L U S E F S U)
M N

= +
′ ′ ′= − − + − + + +

= −
 

  
.  هستند LSmax به ترتیب قسمت های قطری، اکیداً پایین مثلثی و اکیداً بالا مثلثی′F و ′D′،Eکه در آن 
)2,1,...,1( بنابراین اگر −= ni  1و,, ≠ikki ii

aa 1پس(I D وجود دارد و ماتریس تکرار روش ژاکوبی  −′−(
  : به صورت زیر استmAبهبود یافته برای 

  

1 1
m m max maxM N (I D ) (L U S E F S U)− −′ ′ ′= − + − + + +  

 
  

NMA تجزیه ی 1-2 تعریف DM را تجزیه ژاکوبی گوئیم اگر  =− FEN  و=   باشد که در آن =+
D ماتریس قطری و Eو Fبه ترتیب قسمت های اکیداً پائین مثلثی و اکیداً بالا مثلثی A هستند .
)(0اگر 11 ≥= −− DM0 و≥+= FEN و در آن صورت تجزیه ی  A  را تجزیه ی همگرایی ژاکوبی 

  .گوئیم
  
  

)3(  

 سایرنقاط
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xTx  وجود داشته باشد به طوری کهα<0 و  x<0 اگر.  T≤0 فرض کنید  1-2 لم α≤ در این صورت  
αρ ≤)(T  . به علاوه اگرxTx α<،  αρ <)(Tبرقرار است.  

  .مراجعه شود [5] به. برهان
  

01 معکوس پذیرباشد به طوری که×nn ماتریس Aفرض کنید  1 قضیه ≥−Aو  NMA  تجزیه ی =−
)(1 در این صورت ،منظم باشد 1 <− NMρاست  .  

  .مراجعه شود [1]به : برهان
  . همبند قوی باشدAگوئیم اگر گراف جهت دار وابسته )ساده نشدنی( را تحویل ناپذیر Aماتریس 2-2 تعریف

  

ji  و برای هر ×nn  یک ماتریسAفرض کنید  2 قضیه ≠ ، 0≤ija صورت در این.  باشد A یک M− 
  . باشدi=1،...،n،0>iia ماتریس است اگر و تنها اگر به ازای هر

  .مراجعه شود [1]به : برهان
  
     قضیه مقایسه3

maxSIPmدر این بخش یک قضیه ی مقایسه بین روش تکراری ژاکوبی با روش پیش شرطی        را بیان =+
mmm  ثابت می کنیم که تجزیه ی ژاکوبی،قبل از آن. می کنیم NMA   . یک تجزیه ی همگرا است =−

  

ULIA فرض کنید 3 قضیه  بنابراین. ماتریس قطر غالب تحویل ناپذیر باشد −Z  یک =−−
mmm NMA   . یک تجزیه ی همگرای ژاکوبی است =−

ji  برای هر  iia=1  چون.برهان ≠،0≤ija  2 بنابراین طبق قضیه ی، A یک M−  ماتریس است و طبق 
01  ماتریس−Mتعریف  ≥−A .  
  : به صورت زیر می باشندmA عناصر 







≠−

=−
=

jiaaa

jiaa
a

jkkiij

ikkim
ij

ii

ii

,,

,,1
)( 

 

−1 مثبت هستند و mAپس عناصر روی قطر اصلی 
mM وجود دارد و عناصر غیر قطر اصلی  mA منفی هستند پس 

mAهم یک  Z−  2 ماتریس است و طبق قضیه ی،  mA یک M− 0  ماتریس است و. 1 ≥−
mA    

10 چون ,, <≤ ikki ii
aa 1  بنابراین(I D ) 0−′−   : و داریم ≤

1 1
mM (I D ) 0− −′= − ≥  

  

0max و چون ≥≥ SU  پس m max maxN L U S E F S U 0′ ′= + − + + +  و 1 بنابراین طبق قضیه ی ≤
mmm تجزیه یتعریف همگرایی ژاکوبی،  NMA   . یک تجزیه ی همگرای ژاکوبی است =−
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 در این صورت تجزیه ی. ماتریس قطر غالب تحویل ناپذیر باشد −Z  یکAفرض کنید   4 قضیه
NMA mmm  و  =− NMA   : تجزیه همگرای ژاکوبی هستند و نامعادله ی زیر بر قرار است=−

1)()( 11 <≤ −− NMNM mm ρρ  
  

01  ،1 مشابه اثبات قضیه ی . برهان ≥−Aو در تجزیه ی ژاکوبی  )( ULIA   : داریم=−+
0)( 11 ≥= −− IM  

  و همچنین 
0≥+= ULN 

  

)(1  ،1بنابراین طبق قضیه ی  1 <− NMρ و NMA         یک تجزیه ی همگرایی ژاکوبی است و از  =−
mmm تجزیه ی3قضیه ی  NMA  با قرار دادن . ای ژاکوبی است هم یک تجزیه ی همگر=−

)(1
mmm NMPA −=   :داریم−

)(1
mmm NMPNMA −=−= − 

  

NMAکه از این  طوری وجود دارد که  x تجزیه ی همگرا است، یک بردار مثبت =−
NxMxNM 11 )( −− =ρ  .بنابراین رابطه ی زیر برقرار است:  

0
)(

)(1)()( 1

1
1 ≥

−
=−=−= −

−

Nx
NM

NMxNMIMxNMAx
ρ
ρ  

 
01چون  ≥−

mM 0  و≥mP  111 بنابراین. −−− ≥≥ MMPM mmm   
 :در نتیجه داریم

{ }

0)(

)()(

)()()(

1111

11

11111

≥−=−=

−−−=

−−−=−

−−−−

−−

−−−−−

xNMxNMxNMxNM

xNMIxNMI

xNMIxNMPPMAxMPM

mmmm

mm

mmmmmmm

ρ

  

  
 :داریم) 1 ـ 2(طبق لم 

)()( 11 NMNM mm
−− ≤ ρρ 
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    مثال های عددی4
  :ماتریس زیر را در نظر می گیریم 1-4 مثال























−−−−
−−−
−−−−
−−−
−−−−

=

12.01.01.02.0
2.0101.03.0
4.01.012.02.0
5.002.011.0
1.04.03.01.01

A 

  
−1 با محاسبه ی

mM داریم :  
742288.0)(645824.0)( 11 =<= −− NMNM mm ρρ 

 
  : به شکل زیر باشد A رض می کنیم ماتریس ضرایبف 2-4 مثال

  

































−−−−−
−−−−−
−−−−−
−−−−−
−−−−−−
−−−−−−
−−−−−

−−−−

=

11.01.04.002.01.00
2.012.003.01.01.00
1.03.0102.002.01.0
4.01.02.0101.001.0
1.01.03.02.011.01.00
1.01.02.002.011.02.0
2.003.02.001.011.0

02.01.0001.05.01

A  

 
     :داریم

9.0)(,864319.0)( 11 == −− NMNM mm ρρ 
                                  

)()( بنابراین 11 NMNM mm
−− < ρρ برقرار است .  
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