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                                                                                                                                                                                                                 24/3/89: رسید مقاله

                                                                                                                                                                                               27/6/89: پذیرش مقاله
 

  
  چکیده

گراف 2H .در این مقاله مربع گراف های جهت دار مورد بحث قرار می گیرد له    Hمربع  ی وسـ بـه  کـه  است   
یال  اضا کردن  در    فه  ا                 Hهایی  قـ ی دق ا  هـ آن  بـین  له  اصـ ف که  ا  ر ا  مجز رأس  دو  که  ا     2  ر اشـد  ب هـم      بـه 

آید       می  دست  ه  ب کند،  می  در این مقاله به بررسـی تـوان   .) یک گراف غیر جهت دار باشدHدر صورتی که  (.وصل 
     یی جهت تشریح مطلب بیان     مثال ها  با پرداخته شده و قضایای مرتبط با این موضوع و            دوم گراف های جهت دار برای اولین      

  . می شود
  

  .گراف،مدار،گراف وتری)توان دوم(گراف جهت دار،مربع  :کلمات کلیدی
  
    مقدمه 1

ونـشان دادنـد کـه ریـشه هـای دوم درخـت در         مربع درختان را مشخص کردند  1960روس و هراری در سال      
 خـصوصیات گـراف     1967پـس از آن مـاخ پادهـای در سـال            .  که آن ها موجود هستند منحصر به فرد است         زمانی

هایی که ریشه مربعی دارند را فراهم آورد؛ایـن خـصوصیات برحـسب یـک سـری از زیرگـراف هـای کامـل کـه                      
و بنـگ و  .شـد  مربع گراف های دو بخـشی مطـرح   2009و اخیراً در سال . ویژگی های معینی دارند بیان شده است      

مربع گراف های بلوکی بیان کردندو ویژگی های مرتبط مربـع هـای گـراف هـای بلـوکی مـی                     2010تای در سال    
 براساس این ویژگی ها یک مشخصه خوب برای گراف هایی که مربع گراف های بلوکی هستند به دست                   .پردازد
در ایـن مقالـه   . ای غیر جهـت دار اسـت  با این توضیح که گراف های مورد بحث در این مقالات گراف ه    . آوردند

تـوان دوم یـک گـراف دلخـواه را در      پس از ارایه روشی برای به دست آوردن توان دوم یک گـراف جهـت دار،       
 .قالب یک مثال آورده ایم

  
  
  ار مکاتباته دعهد*  
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  توان دوم گراف  2
 .بعضی از مفاهیم ضروری در ارتباط با توان دوم گراف جهت دار ارایه می شوند در این بخش،

2G اسـت؛ مـی نویـسیم        H مرتبه دوم گـراف      G و G ،ریشه مرتبه دوم از یک گراف      Hک گراف   ی H=، 
 H  2 متصل شوند اگر و فقط اگر فاصـله آن هـا در         به هم  Gدراین صورت  دو رأس مجزا به وسیله یک یال در          

  .باشد
)فـرض کنیـد   . ر گرفته شده جهت دار متناهی و ساده هـستند         ظگراف های در ن    ),G V E=      ،یـک گـراف باشـد  

خارج مـی شـوند و بـا        u  برابر است با مجموعه رأس های انتهایی کمان هایی که از            G در uهمسایگی یک رأس  
+

uΓ     ،مجموعه رأس های ابتدایی کمان هایی که به          نمایش می دهیمu     ختم می شوند را با u
−Γ      ،نمایش مـی دهـیم 

)  را بـه صـورت  uگی همـسای  )G u uu + −Γ = Γ ΓU    همـسایگی  نزدیـک رأس   .  در نظـر مـی گیـریمu در G را 
]با ] ( ) { }G Gu u uΓ = Γ U   فرض کنید   .    نمایش می دهیم( , )Gd x y  د یعنی تعـدادی ازکمـان هـا از          فاصله باش

y, بینGکوتاه ترین راه در xباشد  . 

2آن گـاه  2
2 ( , )

G G
G V E=  2 بـا GG

V V= 2و( , )
G

s x E∈ اگـر  ( , ), ( , ) Gz s x z E∈  2 وG  تـوان دوم 
GQ(یک مجموعه رئوس     . است Gگراف   V⊆ (     را یک خوشه ازG             می نامیم اگـر هـر دو رأس مجـزا در Q 

 مقدماتی راهی است که کمـان هـای پیوسـته در یـک جهـت طـی شـده             راه.(توسط راهی مقدماتی به مرتبط باشند     
هم چنین خوشه ماکـسیمال خوشـه ایـست کـه زیـر مجموعـه خوشـه هـای دیگـر                     ).باشند و هیچ رأس تکرار نشود     

ضمن اینکه رأسی که در دو خوشه مشترک است و به عبارتی دو خوشه را از هم جدا می کنـد رأس برشـی                        .نباشد
  .می گوییم

 بایـد در  ایـن       آن گـاه   داشـته باشـیم      4 مداری به طول بیشتر از       Gگوییم اگر در    ) مثلثی شده (را وتری   G گراف  
با این توضیح که یک مدار یک راه مقـدماتی بـا پایـان و بـسته اسـت بـه                  . حداقل یک وتر وجود داشته باشد      مدار،

  .  ای آن بر هم منطبق باشندطوری که ابتدا و انته
حال برای به دست آوردن خوشه های . یک گراف بلوکی گرافیست که بلوک های آن به صورت خوشه ها باشند         

لازم  است قبل از توضیح الگوریتم تعاریفی داشته باشـیم کـه آن               .یک گراف ما از الگوریتم زیر استفاده می کنیم        
 را Ga . همبنـد باشـد  Ga  را مولفه بـه هـم بـسته گـوییم اگـر      G یک زیر گراف  aG.ها در این قسمت می آوریم     

 مولفـه بـه هـم بـسته         Gaاگر  . مولفه به هم بسته قوی گوییم اگر به ازای هر رأس دلخواه راهی تا رئوس دیگر باشد                
ر مولفه به هم بسته ضـعیف حـداقل یـک رأس وجـود دارد      در واقع د  . قوی نباشد؛ مولفه به هم بسته ضعیف گوییم       
  .که از آن رأس به رئوس دیگر راهی نداریم

)فرض کنید :مسدودی متعدی , )G V E= مسدودی متعدی در نقطهآن گاه x V∈را تعریف می کنیم  :  
2 3{ } ... ...n

x x x x xx
∧

Γ = Γ Γ Γ ΓU U U U U U { }
1

n

n
x

∞

=
= ΓU  
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  xعبارتست از مجموعه رئوسی که ابتدای کمان هایی هستند که انتهای آن ها به  مسدودی متعدی معکوس

و آن را با   می رسد،
∧
−Γxنمایش می دهیم که به این صورت معرفی می کنیم   :  

  2 3 4{ } ... ...x x x x xx
−∧

− − − −Γ = Γ Γ Γ ΓU U U U U U { }
1

n

n
x

∞
−

=
= ΓU  

   
)فرض کنید , )G V E=و x V∈کلاس هم ارزی، xتعریف می کنیم  :  

_

x x(x)ε
∧ ∧

= Γ ΓI       
  

)در گراف , )G V E=،   رأسx V∈ های ممکن با رأس و غنی ترین ارتباط رأسx بسته به هم یک مولفه 
 بسته گراف نامند و به این طریق می توان رأس های به همقوی را تشکیل می دهند این مولفه را زیر گراف قوی 

  .یک گراف را به کلاس هایی تفکیک کرد
_

x x(x)ε
∧ ∧

= Γ ΓI  
 بسته قوی ماکسیمال را تشکیل مـی دهنـد و           به هم تند که زیر گراف های      این کلاس ها ،کلاس های هم ارزی هس       

  . بسته قوی ماکسیمال در این گراف های جهت دار همان خوشه ها هستندبه همبه عبارتی این زیر گراف های 
  
  توان دوم گراف های جهت دار  3

 برای رسـیدن بـه ایـن هـدف ابتـدا         .در این مقاله ما به دنبال پیدا کردن توان دوم  گراف های جهت دار هستیم               
یک گراف دلخواه رابه صورت بلوک های مجزا رسم خواهیم کرد و پس از آن هر دو رأس مجزا که بین آن هـا                        

             در واقـع مـداری بـه طـول     .  داریم از انتهای رأس دوم به ابتدای رأس اول کمـانی رسـم مـی کنـیم      2راهی به طول    
  .می سازیم

ما در این قسمت با استفاده از یک الگوریتم اجرا شده برای به دست آوردن زیـر گـراف هـای بـه هـم بـسته قـوی                             
اف بلوکی جدا شده مـشخص      ماکسیمال بلوک ها را در یک گراف دلخواه شناسایی می کنیم وپس از آن که گر               

هم چنین قضایایی که برای گراف های بی  جهت بوده           . شد می توانیم به راحتی توان دوم گراف را مشخص کنیم          
  .است برای گراف های جهت دار اثبات کرده ایم
  :برای تشریح این مطالب در ذیل مثالی می آوریم

} گراف  1-3مثال }1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, , , , , , , , ,H x x x x x x x x x x=زیر دز نظر بگیرید با کمان های  :  
( ) ( ) ( ) ( ){ 101413121 ,,,,,,, xxxxxxxxE = 2 1 2 3 2 4 3 1, ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),x x x x x x x x

3 2 3 4 4 1 4 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ),x x x x x x x x 4 3 4 6 4 8 5 6( , ), ( , ), ( , ), ( , ),x x x x x x x x

5 7 5 9 6 5 6 7( , ), ( , ), ( , ), ( , )x x x x x x x x 7 3 7 5 7 6 8 9( , ), ( , ), ( , ), ( , ),x x x x x x x x ( ) }8,9 xx   
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  . رسم کرده ایم1این گراف را در شکل
  

 
  Hگراف  .1شکل

 را پیدا می کنیم برای      1به هم بسته قوی ماکسیمال گراف شکل        حال به روش الگوریتم گفته شده زیر گراف های          
 کـلاس هـای هـم ارزی را بـرای ایـن           )  بـسته قـوی ماکـسیمال      به هم زیر گراف های    (پیدا کردن مولفه های همبند      

  : عبارت است از1xم؛کلاس هم ارزی گراف می نویسی

( ) { }1 11 1 2 3 4, , ,ε
∧ ∧

= Γ Γ =Ix xx x x x x   
   :و هم چنین داریم

( ) { }5 55 5 6 7, ,ε
∧ ∧

= Γ Γ =Ix xx x x x  
  و

( ) { }8 88 8 9,ε
∧ ∧

= Γ Γ =Ix xx x x   
  : عبارت است از10xو کلاس هم ارزی 

( ) { }10 1010 10ε
∧ ∧

= Γ Γ =Ix xx x   
 : مشخص است2ده از این کلاس های هم ارزی زیر گراف های به هم بسته قوی ماکسیمال در شکل حال با استفا

  
  با استفاده از کلاس های هم ارزیHمرتب شده گراف  .2شکل 

  

2Gآمده است،  3 می نامیم و در شکل     Hحال گراف مرتب شده را       H=            را  به روشی که در ایـن مقالـه عنـوان 
 داشتیم از انتهای آن به ابتدای آن کمانی رسـم کنـیم؛ بـه دسـت                 2کردیم که عبارت است از هر راهی که به طول           

 راهی به  8x به رأس1xبه طور مثال از رأس روش پیشنهادی خود را روی همین مثال عنوان می کنیم؛. آورده ایم
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 وجـود  2راهی به طـول  9x به 4xهم چنین از  . یک کمان رسم می کنیم1x به8x وجود دارد بنابراین از    2طول  
 رســـــم مـــــی کنـــــیم و بـــــه همـــــین ترتیـــــب کمـــــان هـــــای  4xبـــــه 9xدارد بنـــــابراین کمـــــانی از 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )10 4 10 6 10 7 10 2 3 6 2 7 8 2 8 3 3 5, , , , , , , , , , , , , , , ,x x x x x x x x x x x x x x x x x x        را 
    .)             را ببینید3شکل (اضافه می کنیم

 

  
2Gگراف . 3شکل  H=  

  

و xفـــرض کنیـــد   y دو رأس غیـــر مجـــاور در در گـــراف ( , )G GG V E=یـــک زیـــر مجموعـــه  . باشـــد
GS V⊆    یک جدا کنندهx   و  y ،اگر  استx و  y      متعلق به اجزا همبنـد مختلـفG S− یـک جـدا    . باشـد

و   xکننده  y      برای چند رئوس غیر هم جوار x   و  y ،سـت کـه     ا کننـده ای  یک جداکننده مینیمـال جدا      است
و xدیگر جدا کننده های   yشود را شامل نمی.  

2Gفرض کنید . 1لم H=        ،در نظر بگیریـد      برای یک گراف بلوکی جهت دار باشدB        یـک بلـوک انتهـایی از 
H    نباشد و فرض کنید x y≠      دو رأس برشی از H   در B فرض کنیـد  . باشدX و Y        دو مولفـه همبنـد قـوی 

Hماکسیمال از  B− چنان که  باشد؛( )H x X φΓ ≠I و ( )H y Y φΓ ≠I   آن گـاه B     مینیمـال جداکننـده 
x و  y درGبرای  هر زوج x X∈ و y Y∈است .  

x یک جداکننده برای هر جفت از رأس های Bبدیهی است که  اثبات X∈ و y Y∈ علاوه بر ایـن   . است
w هر رأس    Gدر B∈    مجاور یک رأس در X       و یک رأس  در Y این نشان مـی دهـد کـه          . استB w−  ، 
x و  yبنــابراین. را جــدا نمــی کنــدB جداکننــده  یــک مینیمــالx و  y  درG بــرای  هــر زوج x X∈ 
yو Y∈است  .  

2Gگراف  1قضیه H= است) وتری( مثلثی.  
) ،چون طول xtkuxن گراف در نظر بگیریم مثل در ای4اگر مداری به طول   اثبات ),x k    برابـر دو اسـت پـس
)کمان ),k x ،     را درG       داریم و هم چنین برای دو کمان ( ) ( ), , ,k u u x    کمـان ،( ),x k      را داریـم بنـابراین

  .   مثلثی شده استGهر مداری که به طول چهار در نظر بگیریم وتر دارد بنابراین گراف 
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  نتیجه گیری  4
در این مقاله توان دوم گراف های جهت دار مطرح شد و وتری بودن توان دوم این گراف ها را ثابت کـردیم                   

حدس ما بر این است که توان های بـالاتر را          .ات برای تشریح روش پیشنهادی بیان کردیم      و یک مثال با تمام جزیی     
حال سوالی که مطرح است که می تواند زمینـه ای بـرای تحقیقـات آتـی                  .هم می توانیم با این تعریف مطرح کنیم       

مـی تـوان مطـرح       مبحث دیگری که  .باشد این است که توان گراف های جهت دار  تا چه مرتبه ای تعریف شده 
حدس مـا بـرا ایـن اسـت کـه            .کرد این که آیا الگوریتمی برای یافتن ریشه دوم یک گراف جهت دار وجود دارد              

  .   ریشه گراف های جهت دار منحصر به فرد است
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