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تعیین شعاع پایداری یک واحد تصمیم گیرنده در بازده 
 به مقیاس راست و چپ

  
  

صغرا نصیری نژاد، علی ابراهیم،  فرزاد رضایی بالف، *  رضا شاهوردی  
ایران، قائمشهرگروه ریاضی، دانشگاه آزاد اسلامی، واحد قائمشهر،   

  
  3/8/89: رسید مقاله

  21/3/90: پذیرش مقاله
 

  
  چکیده

کند به     شعاع پایداری یک واحد تصمیم گیرنده را، که بازده به مقیاس راست و چپ آن داده شده است، محاسبه می                    این مقاله 
های تعریف کننـده بـازده بـه          با توجه به ابر صفحه     .طوری که ویژگی بازده به مقیاس آن در طبقه بندی بازده به مقیاس باقی بماند              

  .شود ، مدل هایی برای اندازه گیری شعاع پایداری پیشنهاد میDMUمقیاس راست و چپ و طبقه بندی
  

  .شعاع پایداری، بازده به مقیاس، تحلیل پوششی داده ها  :کلمات کلیدی
  
    مقدمه 1

)تحلیل پوششی داده ها    )DEA                    یک تکنیک غیر پـارامتری بـرای انـدازه گیـری کـارایی نـسبی یـک مجموعـه از
های مشترک است که اولین بار توسط چارنز، کوپر و رودز به عنـوان   دهای تصمیم گیرنده با ورودی ها و خروجی       واح

ها بر تغییـرات خروجـی هـا بـه      معیاری برای شناخت تاثیر تغییرات ورودی  بازده به مقیاس.]5[ شدارایه CCRمدل 
روش های زیادی بـرای     . ها، در اقتصاد خرد مورد توجه قرار گرفت         ی داده عنوان یکی از مفاهیم کاربردی تحلیل پوشش      

 با تعیین بازده به مقیاس .]3[ )2006 زارع پیشه و همکاران، ; 2004بنکر، ( شده است    ارایهDEAتعیین این مفهوم در     
هـا     جهت کاهش ورودی   ها و در    هت افزایش ورودی  در ج DMU رفتار یک    و چپ هادجیکستاس و سوتریو،    راست  

روشی برای تعیین این دو مفهوم به کمک دو مدل برنامه ریزی خطی ارایه                هادجیکستاس و سوتریو   .]6[شود  تعیین می 
زارع پیشه و سلیمانی دامانه یک روش جدید بر پایه الگوریتم سیمپلکس دوال ارایه کردند که با یک مدل برنامه      .کردند
 در این مقاله مدل هایی برای تعیین سطح تغییرات . ]1-2[کند  خطی بازده به مقیاس راست و چپ را محاسبه می          ریزی

شود   های یک واحد تصمیم گیرنده، که بازده به مقیاس راست و چپ آن داده شده است، ارایه می                   ها و خروجی    ورودی
  .    مقیاس باقی بماندبه طوری که ویژگی بازده به مقیاس آن در طبقه بندی بازده به

  
 

    تعاریف پایه ای و  مقدماتی2
  عهده دار مکاتبات*

  shahverdi_592003@yahoo.com : آدرس الکترونیکی
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   تعاریف پایه ای و مقدماتی2
)jDMUفرض کنید    )nj ,...,1=n                     واحد تـصمیم گیرنـده باشـند کـه هـر یـک بـا صـرف بـردار ورودی 

m
j RX s بردار خروجی    ∋+

j RY )jY≤0وjX≤0. را تولید می کننـد     ∋+ )nj حـداقل یـک مولفـه      =1,...,
  .مثبت دارد

]همچنین   ]nXXXX ,...,, ] و =21 ]1 2, ,..., sY Y Y Y=        به ترتیب مـاتریس هـای nm× و ns  از ورودی   ×
  .ها و خروجی ها هستند
  :با ویژگی بازده به مقیاس متغیر به صورت زیر استVTمجموعه امکان تولید 

                                         ( ){ }, : , , 1, 0m s n
V o oT X Y R R X X Y Y eλ λ λ λ λ+

+= ∈ ∃ ∈ ≤ ≥ = ≥  
در ماهیـت  ) 1984بنکـر، چـارنز و کـوپر،    (BCCخـاص مـی توانـد بوسـیله مـدل پوشـشی           oDMUکارایی یک   

  :خروجی ارزیابی شود
)1   (                                                             { }, , 1, 0o oMax X X Y Y eα λ λ α λ λ≤ ≥ = ≥  

  :دوال آن که صورت مضربی نامیده می شود به صورت زیر است
) 2                                      ({ }0, 1, 0, 0o o o oMin VX u VX UY u UY U V+ − + ≥ = ≥ ≥  

  

علامـت  ∗(). 1(در مـدل  α∗=1یک واحد کـارای تکنیکـی در ماهیـت خروجـی اسـت اگـر                oDMU 1تعریف
  )بهینگی است

)اگر    2تعریف )∗∗∗
ouUV −+≤0 آن گاه باشد  ) 2(جواب بهینه مدل  ,, ∗∗∗

ouYUXV     کننده ابر صفحه تکیه
  .استBCCبر مجموعه امکان تولید

−+=0 اگر    3 تعریف ∗∗∗
ooo uYUXV  آن گاه oDMU           یک واحد تصمیم گیرنده کارا است و ابـر صـفحه

−+≤0تکیــه کننــده ی  ∗∗∗
ouYUXVابــر صــفحه گذرنــده از نقطــه ، بــر مجموعــه امکــان تولیــد ( )oo YX ,                      

  .می باشد
ــف −+=0 اگــر  4تعری ∗∗∗

ooo uYUXV و داشــته باشــیم ( )miVi ,...,10 )و ∗≠= )srur ,...,10 =≠∗   
) این ابر صفحه گذرنده از آن گاه )oo YX   . یک ابر صفحه کارای قوی است,

  
   به مقیاس تعیین شعاع پایداری در تعریف بازده 3

) یک واحد کارای تکنیکی در ماهیت خروجی است، که بازده به مقیاس راسـت              oDMUفرض کنید  )+oρ و
)بازده به مقیاس چپ )−oρآن تعیین شده است .  

کـه در نقطـه ای روی مـرز قـرار           oDMU نه ویژگی خاص یک      ، بازده به مقیاس یک ویژگی مرزی است       .توجه
اسـت کـه در جهـت    oDMU ویژگـی ابـر صـفحه گذرنـده از         oDMU بنابراین بازده به مقیاس راست     ،می گیرد 

 ویژگی ابـر    تعریف می شود و بازده به مقیاس چپ       oDMUافزایش سطح تغییرات در ورودی ها و خروجی های          
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ــده از  ــفحه گذرنـ  ــoDMUصـ ــت کـ ــه در جهـ ــت کـ ــا و اسـ ــرات در ورودی هـ ــطح تغییـ ــی اهش سـ  خروجـ
  .تعریف می شودoDMUهای

  .ته متفاوت زیر را در نظر بگیرید، دو دسoDMUبرای تعیین سطح تغییرات در بردارهای ورودی و خروجی
  

+−بـا هـم برابـر باشـند یعنـی داشـته باشـیم               oDMUفرض کنید بازده به مقیاس راست و چپ         : لدسته او  = oo ρρ 
  : از مدل زیر محاسبه می شودoDMUبنابراین میزان سطح افزایش در بردارهای ورودی و خروجی
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)که  )mooo θθθ ) و =1,..., )sooo ααα ,...,1=  

)اگر   )∗∗
oo αθ )آن گاه  ،باشد) 3(جواب بهینه مدل    , )∗∗

oo αθ  بـه طـوری کـه     اسـت   oDMUاندازه شعاع پایـداری    ,
  .روی ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس راست باقی بماند

  
  :را محاسبه می کندoDMUاهش در بردارهای ورودی و خروجیو مدل زیر میزان سطح ک

)3(  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 
وردی ن   ওشا کار او  िھ ،    ଘ بازده భ ده৯ر م  ೮د  ری یک و عاع پاید ൉ग़ن  ඵව ࣓േصৈ ا ا ॲ ಻ൿൌৎپ ت و  چیاس ر ॥ا  

 

4 

        

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

1

1

1

1 1

1 1

1

1

. . , 1,..., ,

, 1,..., ,

1

0

0, 1,..., ,

1,

1,

0, 0, 0,

o

o
n

j ij io io
j

n

j rj ro ro
j

n

j
j

m s

i io io r ro ro o
i r
m s

i ij r rj o
i r
m

i io o
i
s

r ro
r

j i io r

Max
Max

s t x x i m

y y r s

v x u y u

v x u y u j n

v x u

u y

v u

θ
α

λ θ

λ α

λ

θ α

λ θ

=

=

=

= =

= =

=

=

≤ − =

≥ − =

=

− − − + =

− + ≥ =

+ =

=

≥ ≥ ≥ ≥

∑

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑
0, 0, , , .ro j i rα ≥ ∀

   

  
)اگر   )∗∗

oo αθ ) آن گاه  ،باشد) 4(جواب بهینه مدل    , )∗∗
oo αθ  بـه طـوری کـه     اسـت   oDMUاندازه شعاع پایداری   ,

 .یف کننده بازده به مقیاس چپ باقی بماندروی ابر صفحه تعر

∑∑به صورت   ) 4(و  ) 3(گذاری تابع هدف در مدل        با جای 
==

+
s

r
rr

m

i
ii

11
αµθρ    0 کـه در آن>iρ   0 و>rµ 

 می آید کـه     به دست است یک مدل غیر خطی تک هدفه        ام  rام وخروجی iبه ترتیب وزن های مربوط به ورودی      
  .قابل حل می باشد)  lingo ، Gams (توسط نرم افزارهای ریاضی 

  
ــستند  oDMUهمــه: دســته دوم ــد کــه در دســته اول نی ــده از  . هــایی را در نظــر بگیری ــر صــفحه گذرن ــابراین اب بن

برای پیدا کردن ابر صفحه تعریف کننده بـازده بـه مقیـاس راسـت و بـازده بـه                    . ها منحصر بفرد نیست   oDMUاین
  :مقیاس چپ دو مدل زیر را در نظر بگیرید

) 5  (                                                            
1 1

1

1

. . 0, 1,..., ,

1,

1,

0, 0, , .

o
m s

i ij r ro o
i r
m

i io o
i
s

r ro
r

i r

Max u

s t v x u y u j n

v x u

u y

v u i r

= =

=

=

− + ≥ =

+ =

=

≥ ≥ ∀

∑ ∑

∑

∑

  

  

)4(  

www.SID.ir

www.SID.ir


Arc
hive

 of
 S

ID

 

جان ೮د لا یات کارୀدی و ঘ࣌ه ریا ا ઻ ૤جख़         ١-١٠)     ١٣٩٠(   ٢٩   

5 

)اگر   )∗∗∗
ouUV −+≤0  آن گـاه  باشـد،   ) 5( جواب بهینه مدل     ,, ∗∗∗

ouYUXV         ابـر صـفحه تعریـف کننـده 
  .استoDMUبازده به مقیاس راست

) 6(                                                             
1 1
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)اگر   )∗∗∗

ouUV −+≤0  آن گاه باشد  ) 6( جواب بهینه مدل     ,, ∗∗∗
ouYUXV      ابر صفحه تعریف کننده بازده 

  .استoDMUبه مقیاس چپ
 با مدل هـای زیـر تعریـف         oDMUبنابراین با پیدا کردن ابرصفحه های تعریف کننده،  میزان شعاع پایداری برای            

  .می شود
  :میزان سطح افزایش در بردارهای ورودی و خروجی
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*که در آن 
0u ،*

ru ،1 r=،...،s  ،*
iv ،1 i= ،...،m  می باشد 5جواب بهینه مدل .  
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  :میزان سطح کاهش در بردارهای ورودی و خروجی
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)که در آن  ), ,...,1 , , ,...,1 ,i r ov m i u s r u∗ ∗ ∗=   . می باشد 6 جواب بهینه مدل =
 
  یک مثال عددی  4

را به کمک یک مثال عددی که توسط هادجیکستاس ) 3(در این بخش درستی مدل های پیشنهادی در بخش       
)فرض کنید یک ورودی و یک خروجی داریم         .  شده است نشان می دهیم     ارایه) 2006(و سوتریو    )1== sm . 

  . را ببینید 1شکل 
  

                                                                                                                 

   F  تا Bهای DMUباBCC مجموعه امکان .1شکل 

  
 توسط هادجیکـستاس و سـوتریو   Fتا Bهای کارا در ماهیت خروجی از oDMUبازده به مقیاس راست و چپ      

  .  تعیین شدند 1به صورت جدول ) 2006(
  
  

٢ ۴ ۶ ٨

١ 

٢ 

٣ 

۴ 

B 

C

D
E

F

)8(  
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  F  تا B هایDMUبازده به مقیاس راست و چپ  .1جدول 

( ) ( ) ( )

9
4,0

17
7,

17
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8
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2
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EDMU       برای این واحد  . در نظر بگیرید  را به عنوان واحد تحت ارزیابی−+ = oo ρρ .        بنابراین در دسـته اول قـرار
  :در جهت افزایش بردارهای ورودی و خروجی متناظر این واحد به صورت زیر است) 3(می گیرد و مدل 
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  :جواب بهینه مدل فوق برابر است با
                                                                                          

 ( ) ( )5, , , , , 1, 0.25,1, 0.5882353 01, 0.2352941, 0.5882353ov u u Eθ α λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = −                    

                                               ( ) 17 9,  7 1,  0 / 25 8,
4 2o o o o FX Y DMUθ α∗ ∗    + + = + + = =   

   
  

( ) ( )25/0,1, =∗∗ αθمیزان شعاع پایداری در جهت ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس راست است .  
  

  : در جهت کاهش بردارهای ورودی و خروجی 4مدل 
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( )

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

. . 2 3 6 7 8 7 ,
17 9 172 4 ,
4 2 4

1,
177 0,
4

2 0,
3 2 0,
6 4 0,

177 0,
4
98 0,
2

7 1,
17 1,
4

0, 1,...,5, , , , 0.

o

o

o

o

o

o

o

j

Max
s t

v u u

v u u
v u u
v u u

v u u

v u u

v u

u

j v u

θ α
λ λ λ λ λ θ

λ λ λ λ λ α

λ λ λ λ λ

θ α

λ θ α

+
+ + + + ≤ −

+ + + + ≥ −

+ + + + =

 − − − + = 
 

− + ≥

− + ≥
− + ≥

− + ≥

− + ≥

+ =

=

≥ = ≥

              

 :جواب بهینه مدل فوق به صورت زیر است
                  

 ( ) ( )3, , , , , 1, 0.25,1, 0.5882353 01, 0.2352941, 0.5882353ov u u Eθ α λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ = −  

                                                ( ) ( )17, 7 1, 0.25 6, 4
4o o o o DX Y DMUθ α∗ ∗  + + = − − = = 

 
  

( ) ( ), 1, 0.25θ α∗ ∗  . میزان شعاع پایداری در جهت ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس چپ است=

CDMU     با بازده به مقیاس راست ثابت و بازده به مقیـاس چـپ صـعودی در دسـته         ، به عنوان واحد تحت ارزیابی 
برای پیدا کردن ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس راست متنـاظر ایـن واحـد بـه     ) 5(مدل . وم قرار می گیرد د

  :صورت زیراست

                                                                                     

. . 2 0,
3 2 0,
6 4 0,

177 0,
4

98 0,
2

3 1,
2 1,

0, 0.

o

o

o

o

o

o

o

M ax u
s t v u u

v u u
v u u

v u u

v u u

v u
u

v u

− + ≥
− + ≥
− + ≥

− + ≥

− + ≥

+ =

=
≥ ≥
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 ( ) ( ), , 0.3333333,0.5,0ov u u∗ ∗ ∗   .نه مدل فوق می باشدجواب بهی=
  :  به صورت زیر استCDMU برای پیدا کردن ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس راست متناظر  6مدل 

. . 2 0,
3 2 0,
6 4 0,

177 0,
4

98 0,
2

3 1,
2 1,

0,  0.

o

o

o

o

o

o

o

Min u
s t v u u

v u u
v u u

v u u

v u u

v u
u

v u

− + ≥

− + ≥

− + ≥

− + ≥

− + ≥

+ =

=
≥ ≥

 

( ) ( ), , 0.5,0.5, 0.5ov u u∗ ∗ ∗ =   . جواب بهینه مدل فوق می باشد−
ظر این واحد، شـعاع پایـداری در جهـت بـازده بـه مقیـاس                 متنا )8( و   )7( به کمک مدل     ،با پیدا کردن ابر صفحه ها     

  .راست و چپ محاسبه می شود
  : CDMU متناظر 7مدل 

                                                                                                                                                                                                  

                                                            

( ) ( )

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

. . 2 3 6 7 8 3 ,
17 92 4 2 ,
4 2

1,
0 / 3333333 3 0 / 5 2 0 0,

0, 0, 0,    1,...,5.j

Max
s t

j

θ α
λ λ λ λ λ θ

λ λ λ λ λ α

λ λ λ λ λ

θ α

θ α λ

+
+ + + + ≤ +

+ + + + ≥ +

+ + + + =

+ − + + =

≥ ≥ ≥ =

  

    :جواب بهینه مدل فوق برابر است با

                                                                                             ( ) ( )1,2,3,, 3 =∗∗∗ λαθ  
                                                        ( ) ( ) ( ) Doooo DMUYX ==++=++ ∗∗ 4,622,33, αθ              

 
( ) ( )2,3, =∗∗ αθمیزان شعاع پایداری در جهت ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس راست است                                           .      
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 :CDMUمتناظر) 8(مدل 

                                                               

( ) ( )

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

. . 2 3 6 7 8 3 ,
17 92 4 2 ,
4 2

1,
0.5 3 0.5 2 0.5 0,

0, 0, 0,   1,...,5.j

Max
s t

j

θ α
λ λ λ λ λ θ

λ λ λ λ λ α

λ λ λ λ λ
θ α

θ α λ

+
+ + + + ≤ −

+ + + + ≥ −

+ + + + =

− − − − =

≥ ≥ ≥ =

  

   :جواب بهینه مدل فوق برابر است با

                                                                                               ( ) ( )1,1,1,, 1 =∗∗∗ λαθ  
                                                          ( ) ( ) ( ) Boooo DMUYX ==−−=++ ∗∗ 1,212,13, αθ 

 
( ) ( )1,1, =∗∗ αθمیزان شعاع پایداری در جهت ابر صفحه تعریف کننده بازده به مقیاس چپ است.  

  
  یجه گیری نت 5

در این مقاله مدل هایی برای تعیین سطح تغییرات ورودی ها و خروجی های یک واحد تـصمیم گیرنـده، کـه                    
 ویژگی بازده به مقیـاس آن در طبقـه          به طوری که   می شود    ارایهبازده به مقیاس راست و چپ آن داده شده است،           

UDMه بازده به مقیاس راست،      در جهت ابرصفحه تعریف کنند    .  بندی بازده به مقیاس باقی بماند       به دسـت  ای  -′
اسـت و  در جهـت ابرصـفحه تعریـف           oDMUمی آید که بازده به مقیاس چپ آن معادل بازده به مقیاس راسـت             

UDMکننده بازده به مقیاس چپ،  معـادل بـازده بـه مقیـاس     راست آن   می آید که بازده به مقیاسبه دستای -′
  . می باشدoDMUچپ
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