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با حفظ پایداری مرزهای کارآ در   منابع خصیص مجددت
  مناطق

 
  1سمانه فاضلی سندیانی، 2علیرضا امیر تیموری ،1*سهراب کرد رستمی

  ، لاهیجان، ایرانگروه ریاضی کاربردی ،لاهیجانواحد  ،دانشگاه آزاد اسلامی 1
  ، رشت، ایرانگروه ریاضی کاربردی واحد رشت، ،دانشگاه آزاد اسلامی 2

  
  1388چهاردهم مهرماه : رسید مقاله

  1389اول آبان ماه : پذیرش مقاله
 

  
  چکیده

میان واحدهای مستقل یک واحد تجمعی با هدف بهینه کردن  ،تخصیص مجدد مقید شده منابع ]1[در مقاله پاچکوا 
مدل تخصیص  چند  در این مقاله. ه استمورد تحلیل و بررسی قرار گرفتآن واحد، و تولید خروجی  ورودیکل مصرف 

د نقطه نمی توان ها مدلاین   با این تفاوت که .پیشنهاد می شود  ]1[در مقاله پاچکوا های ارایه شده مجدد، مشابه مدل 
منطقه، با حفظ پایداری مرزهای کارآ  هر تصویر هر یک از واحدهای مستقل مربوط به واحد تجمعی تحت بررسی را در

همچنین، کاربردی . دنجریان بهینه خروجی را نیز در تخصیص مجدد نشان ده  ،هینه ورودیعلاوه بر جریان ب د ونارایه ده
  .از مدل های پیشنهادی بر روی داده های بانک، انجام شده است

  .تحلیل پوششی داده ها، تخصیص مجدد، واحد تجمعی  :کلمات کلیدی
  
 
  مقدمه 1

ها تحت DMUهمه که  ا حالتی سر و کار داریــمدر بسیاری از کاربردهای تحلیل پوششی داده ها، اغلب ب
) مرکزی چتر یک تصمیم گیرنده )DM  هستند، به طوری کهDM این نوع وضعیت  .کندبر آن ها نظارت می

منابع لازم را  ،اشند به طوری که سازمان به واحدهابمی وقتی اتفاق می افتد که همه واحدها متعلق به یک سازمان 
در  های بانک  از قبیل شعبه DEAبسیاری از کابردهای متعارف .  هایشان می دهد برای به دست آوردن ورودی

 .ریدیک واحد تجمعی را که شامل واحدهای مستقل در مناطق مختلف است در نظر بگی. این گروه قرار دارند
این  .چنین واحد تجمعی ممکن است ناکارآ باشد ،حتی اگر همه واحدهای مستقل در مناطق خودشان کارآ باشند

بنابراین یک  .به دلیل آن است که تخصیص منابع در بین واحدهای مستقل به صورت بهینه انجام نشده است
  .واحد تجمعی به کارآیی کامل برسد ترتیب، به اینتخصیص مجدد منابع میان واحدهای مستقل نیاز است تا 

  
  عهده دار مکاتبات*

 Krostami@guilan.ac.ir :آدرس الکترونیکی
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دو مدل شعــاعی وغیر شعــاعی تخصیص منابع متمرکز را معرفی کردند، به طوری که هدف   ]2[لوزانو و ویلا 
تخصیص  مدل ]3[به دنبال آن اسمیلد و پارادی و پاستور. آن ها بهینه کردن کل مصرف منابع یک سازمان بود

)های ناکارآ DMUمنابع متمرکز برای )CRAI BCC− آن ها پیشنهاد کردند که برای بهینه . را مطرح کردند
  . کردن کل مصرف منابع یک سازمان، تنها اصلاح واحدهای ناکارآ، در نظر گرفته شود

ـــد تجمعی، تنها  چند واحد تجمعی و چند منطقه و با فرض این که هر واح با در نظرگرفتن  ،]1[پاچکوا  
به طـــوری که . شـــامل یک واحد مستقـــل در هر منطقه باشد، چند مـــدل تخصیص مـــجدد منابع،  ارایه داد

 در ایـــن  مـــدل ها عــلاوه  بر تراکنش های درون سازمانی، تراکنش های سازمان های دیگر هم مد نظر قرار 
      پیشنهاد  ]1[ در مقاله پاچکوا های ارایه شده مجدد،  مشابه مدل مدل تخصیص  چند  دراین مقاله .می گیرد
د نقطه تصویر هر یک از واحدهای مستقل مربوط به واحد تجمعی نمی توان ها مدلاین   با این تفاوت که .می شود

جریان ، دیعلاوه بر جریان بهینه ورو د ونیک منطقه، با حفظ پایداری مرزهای کارآ ارایه ده تحت بررسی را در
   :این مقاله به صورت زیر، سازماندهی شده است .دنبهینه خروجی را نیز در تخصیص مجدد نشان ده

روش های  3در بخش . انجام می گیرد ]1[پاچکوا مرور کوتاهی بر مدل های تخصیص مجدد  2دربخش 
داده های چند  در بخش چهار یک مطالعه کاربردی روی .پیشنهادی در مورد تخصیص مجدد مطرح می شود

در بخش آخر بیان می نیز  نتیجه گیری  .بانک انجام می شود و نتایج حاصل، مورد تحلیل و بررسی قرار می گیرد
  .شود

  
                                                                   مروری بر مدل های تخصیص مجدد 2

       T  درهرمنطقه که به طوری. داده شده باشدفرض کنید منطقه جغرافیایی مختلف t،     {1, ..., }t T∈  ،
tn } ،tدر منطقــــه DMUود داشتـــه باشــــد و هــــرــواحد تولیدی وج   }1, ...,t T∈ ، tp  ی  خـروج

}رض کنیـدو فد مختلف تولــید کن ورودی tqمختلف  را با  استفاده از  }max t
tq q= ،{ }max t

tp p=. 
با استفــــاده از  DMUمی تـــوان گـــفت که هر  ،ممــکن باشــد 0ی ــــو خروج 0که ورودی  فرض اینا ب

q ورودی،P با استفــاده از .  تولیـد کنـد خروجـی را می توانــدDEA0 کارآیی
tDMU شـــده در  انتخاب

  .ارزیابی شودمی توانــد با مدل زیــر tمنطقـــه 
  ]4[ ماهیت خروجی – CCRمدل 

 

  

  
0در حالت بهینه، تابع هدف، کارآیی  

tDMU بهینه  و ترکیب( )* *,t t t tX Yλ λ،  0نقطه تصویر
tDMU  را

  .روی مرز کارآ ارایه می دهد
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)فرض کنید یک واحد تجمعی  )0 0 0 0, ,t t

t t

X Y X Y =  
 
∑ 0ترکیبی از تنها یک  ∑

tDMUقهدر هر منطt ،

1 t=،...،T  ی این واحد می تواند با حل مدل باشد، کارآیDEA تجمعی زیر به دست آید:   
   

  )2(              

 

                                      

  

  

ــا تخصــیص مجــدد انجــام داد      ــوان روی ورودی ه ــی بت ــه راحت ــن اســت کــه ب ــر ای ــالا فــرض ب ــدل ب ــن   .در م ای
)تجمعــی  از کــارآیی واحــد  بــه غیــربرنامــه  )0 0,X Y،  نقطــه مرجــع واحــد تجمعــی( )0 0,X Y  هــر نقطــه مرجــع و

ــتقل    ــدهای مســ ــک از واحــ )یــ )0 0,t tX Y ،1 t=،...،T  ــ ــب هرا بــ ــای     ترتیــ ــب هــ ــیله ترکیــ ــه وســ بــ
1بهینه t=،...،T،  ( )* * * *, , ,t t t t t t t t

t t

X Y X Yα α α α 
 
 
∑    .می دهد ارایه ∑

به ویژه  در کوتاه مدت، که  ،گاهی اوقات در بعضی ورودی ها تخصیص مجدد ممکن نیست یا پر هزینه است

  :برای حل این مشکل مدل زیر را ارایه داده است   ]1[ پاچکوا

 

 

)3(                                              

  

  

  
  

i که به طوری
r tγ  مقدار ورودیi− ام منتقل شده از واحد مستقلr  به واحدt  وi

r sb  این حداکثر مقدار
   .را نشان می دهد انتقال 

)ورودی ها را به وسیله بردار  مدل بالا در حالت بهینه جریان بهینه )1 ,..., q
rs rs rsγ γ γ= فرض کنید  .نشان می دهد

Φولی ورودی و ممحدودیت های مع ،دو محدودیت اول .ارایه دهد )3( فاکتور شعاعی بهینه را برای مدل
بنابراین  .وم تخصیص مجدد  ورودی را نشان می دهدمحدودیت س. تجمعی هستند DEAخروجی برای مدل 
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با بردارهای ارایه شده  ،می توانند با حرکت ورودی ها میان واحدها ،ورودی ها در نقطه مرجع کارآ
( )1 ,..., q

rs rs rsγ γ γ= به علاوه بهبود کارآیی با بردار متغیر کمکی. به دست آیند( )1,..., Tz z z=  به دست   
  .سرانجام مجموعه محدودیت پایانی مراقب است که حدود تخصیص مجدد برقرار باشد. آید می

  .ها اشاره می کنیم های مطرح شده چند مسأله وجود دارد که در زیر به آن در رابطه  با مدل

 (iاگـــر در منطقـــهt،1 t=،...،T  ـــــی موجــــــود بِـــیش از یـــک واحـــد مســـتقل مربـــــوط بـــه واحـــد تجـمع
د کــه مجمــوع واحــدهای مســتقل مربــوط نــنشــان مــی ده تنهــا )2(و )3( شــدهآن گــاه مــدل هــای ارایــه  ،باشــــد

ــه واحــد تجمعــی تحــت بررســی در منطقــه  t،1 ب t=،...،T   ــده آل ــه ای )بایــد ب )* *,t t t tX Yα α ایــن  .برســند
   .ندروی مرز کارآ نیست ،اگانه هر یک از واحدهای مستقلقادر به ارایه تصویر جد  ها، مدل
(ii چون در این مدل ها هیچ قیدی روی  .پایداری مرزها کارآ نمی شود در مدل های ارایه شده توجهی به حفظ

0 ورودی ها و خروجی های
tDMU، { }1,...,t T∈ د که ورودی یک بنابراین امکان دار. وجود ندارد

تصویر یک واحد کارآ  یک  ،ممکن است )2(مدل در  برای مثال. واحد مستقل، بیشتر یا خروجی آن، کمتر شود
  .نقطه دیگر روی مرز شود که از افزایش ورودی و کاهش خروجی به دست آمده است

(iii  در مدل ارایه شده)و در حالت بهینه تنها فقط تخصیص مجدد مقید شده ورودی ها در نظر گرفته شده  )3
  .و در رابطه با چگونگی تخصیص خروجی ها بحث نشده است جریان بیهنه ورودی قابل مشاهده است

 ،یک جایگزین برای مدل های ارایه شده قبل پیشنهاد می کنیم که اگر چه ارتباط نزدیکی با آن ها دارد ،بنابراین

  .از مشکلات مذکور جلوگیری به عمل می آورد

  
  های پیشنهادی برای تخصیص مجددمدل   3
  استآزاد که تخصیص مجدد کاملا  حالتی  3-1

)فرض بر این بود که واحد تجمعی   ]1[در مدل های ارایه شده در مقاله پاچکوا   )0 0,X Y  شامل یک فقط
t،1 واحد مستقل از هر منطقه t=،...،T   باشد و با یک مدلDEAاین مدل ها . کارآیی آن ارزیابی شد ،تجمعی

نشان می دادند که کل واحدهای مستقل مربوط به واحد تجمعی تحت  ،علاوه بر نقطه ایده آل واحد تجمعی
ای مستقل از واحده  برای هر کداماما قادر به ارایه نقطه ایده آل  .بررسی در یک منطقه باید به چه ایده آلی برسند

  .درآن  منطقه  نبودند
در این مدل ها فرض  .این مشکل را برطرف سازد می توانند،و  هستند های قبلی تعمیم حالت ،پیشنهادی های مدل

  .براین است که واحد تجمعی در یک منطقه بیش از یک واحد مستقل داشته باشد
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)با توجه به فرضیات بالا واحد تجمعی   )
0 0

0 0 0 0
1 1

, ,
k k

k k

k k
X Y X Y

= =

 
=  
 
∑ واحد  0kکه شامل  ،را در نظر بگیرید ∑

0با ماهیت خروجی، کارآیی واحدهای مستقل CCRبا استفاده از مدل  .مستقل است
kDMU،1 k=،...، 0k 

ktکه در محیط  ،1 kt=،...،T واقع شده به صورت زیر ارزیابی می شود:   
       

)4(  

  

  

0فرض کنید 
kΦ ،0در این صورت . در حالت بهینه باشد )4(تابع هدف مدل  مقدار

kΦ 0کارآیی   
kDMU ،

1 k=،...،0k  در مقایسه با  ارDMU های مستقل دیگر که در محیطkt  ،1 kt=،...،T  نشان  ،واقع شده اند
)می دهد و ترکیب بهینه  )* *,k k k kX Yλ λ 0تصویر

kDMU   را روی مرز کارآیی در منطقهkt ارایه می دهد. 

)ابتدا برای ارزیابی کارآیی واحد تجمعی  )
0 0

0 0 0 0
1 1

, ,
k k

k k

k k
X Y X Y

= =

 
=  
 
∑ پیشنهاد می کنیم و سپس را مدل زیر  ∑

   :آن را توضیح خواهیم داد
  : )ماهیت خروجی با مدل شعاعی(اول مدل پیشنهادی   

                         

                                                           

  

  
  
  

kt که با فرض این   ،1 k=،...،0k 0ای باشد که منطقه
kDMU  ،1 k=،...،0k مجموعه  ،در آن واقع است

kJ به صورت زیر تعریف می شود: 

{ }k j kJ J DMU t= ' قرار می دهیم ∋
k kJ J=     

 ی ـرای تحلیــل کارآیــــه بــک CCRدل های ـــت های میـدودـحـستن مــبا جمع ب )5(دی مدل ــول بـنــفرم

 0
kDMU  ،1 k=،...،0k   1،این مــــدل  در. آمده استبه دست  ،نده اارایه شد i=،...،q   انـدیس ورودی
1، ،هـا o=،...،p  انـدیس خروجـــــی هـا، jix  مقــــدار ورودیi− رف شده توسط مصامjDMU ، joy 

0

0

. . 0 ,

,

, , ,   .

k

t k

k k k k

k k k

k n k p k q

Max
s t Y Y s

X s X

R s R s R free

λ

λ

λ + +

+

−

+ −
+

Φ

Φ − + =

+ =

∈ ∈ ∈ Φ

0

0

1,..., 1,...,

0
1

0
1

max ;

. .

( ) ,   1,..., ,

      ( ) , 1,..., ,

      0, , , .

K

K

i o
i q o p

k

jk ji i i
k j J

k

jk jo o O
k j J

jk ji jo

lex s l

s t

X s X i q

Y l Y o p

x y R free

λ

λ

λ

= =

= ∈

= ∈

+

   Φ +  
   

+ = =

− = Φ =

≥ ∈ Φ

∑ ∑

∑∑

∑∑

)5(  
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متـغیـــر کمـــکی  is ،ل خروجیـک افزایش شعاعی jDMU ، Φتولید شده توسط ام −oمقدار خروجی 
)ام و −oمتغیـــر کمکی متناظرخروجی  oL،ام−iمتنـــاظر ورودی )1 2, ,...,

kk k kJλ λ λ بــــردار تصویــر  ′
0برای، کننـــده

kDMU رحـل می شــــود، بــــــــردا  وقتــــــــی کــــه مـــــــدل. دــــمی باش  
( )* * *

1 2, , . . . ,
Kk k k Jλ λ λ ′  ،1 k=،...،0k  0براینــقطه ایــــده آل را

kDMU   روی مـــرز کارآیی در
0ورودی ها و خروجی های تصویــر . تعــــریف می کند منطقــــه 

kDMU  روی مرز کارآ به صورت زیر
    :اسبـــه می شودمح

    

  

0برای هر  .1قضیه 
kDMU ر آن یعنـــی ـــنقطه متناظ( )1 2 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , . . . . , , , , . . . ,k k k q k k k px x x y y y 

  .پارتو کارآست

  :این قضیه به وسیله برهان خلف به صورت زیر ثابت می شود .اثبات

)فرض کنیم که نقطه مذکور پارتو کارآ نباشد، در این صورت یک بردار   )1 2, , . . . ,
kk k k Jλ λ λ وجود  ′
  :خواهد داشت به طوری که نقطه متناظر با آن بردار به صورت زیر تعریف می شود

  

 

  

فرض کنید که در  .نامساوی قبل به طور اکید برقرار است یا یک خروجی   iو در حداقل یک ورودی  

  این صورت  رد .نامساوی اکید باشد ورودی 
  

)بردار متناظر   ،بنابراین )1 2, ,...,
kk k kJλ λ λ ′ 0برای  

kDMU   به جای بردار( )* * *
1 2, ,...,

Kk k kJλ λ λ منجر به یک  ′
   :جواب شدنی برای مدل با مقدار تابع هدف زیر می شود

 

  
  

بنابراین  .بیشتر از مقدار تابع هدف بهینه اولیه است که با  فرض مساله در تناقض است ،که این مقدار تابع هدف
  .اثبات کامل می شود

*

*

ˆ

ˆ
K

K

ki jk ki
j J

ko jk ko
j J

X X

Y Y

λ

λ

∈

∈

=

=

∑

∑

ˆ , 1,..., ,

ˆ ˆ ,    1,..., .
K

K

ki jk ki ki
j J

ko jk ko ko
j J

X X X i q

Y Y Y o p

λ

λ

∈

∈

= ≤ =

= ≥ =

∑

∑

ˆ , 1,..., ,
K

ki jk ki ki
j J

X X X i qλ′ ′ ′
∈

= < =∑

( ) ( )* * * *

1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ
q p q p q p

i o ki ki ko ko i o
i o i o i o

s l X X Y Y s l
= = = = = =

+ + − + − > +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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هیچ محدودیتی روی ورودی و  ،)3(مدل  وهمچنین در بعضی حالت ها) 5( و  )2( های تخصیص مجدد درمدل
کن است با افزایش ورودی و کاهش بنابراین افزایش کارآیی واحد تجمعی مم. خروجی زیر واحد ها وجود ندارد

 : خروجی زیر واحد ها همراه باشد که این باعث وجود چند مساله می شود

.i در دوره زمانی انتقال ورودی وخروجی، مرزهای . با اصلاح نقاط  کارآ ممکن است مرزهای کارآ ناپایدار شود
کارآ  با اصلاح نقاط  کارآ ممکن است  برای مثال در یک محیط، یک زیر واحد نا. کارآ  شدیداَ نامشخص است

  .کارآ  شود
.ii یک واحد کارآ روی مرز کارآ حرکت کند و در همان زمان به عنوان یک  ،پذیرفتنی نیست که نیاز باشد

  .مرجع برای واحد های دیگر انتخاب شود
T بنابراین برای حفظ  پایداری مرزهای کارآ در  ،به طوری که  این مدل .کنیم مدل زیر را پیشنهاد می  محیط   

  .به دست آمده است) 5( اضافه کردن دو مجموعه محدودیت روی ورودی و خروجی مدل پیشنهادی با
0  با فرض این که 

kDMU  ،1 k=،...،0k  در محیط kt , مجموعه ،واقع شده باشد   KE J در مدل    

  :به صورت زیر تعریف می شود )6(

                            }  0
kDMU E} پارتو کارا باشد   kt   در محیط     k=        

{ }k j kJ j DMU t= ∈  

         :)مدل شعاعی با ماهیت خروجی   (مدل پیشنهادی دوم 

  

)6(  

  

  

  

   

1،  ،در ایــن مــدل i=،...،q   1، ،اندیــس ورودی o=،...،p  اندیـــس خروجــی، jix ورودیدار  ـــــمق  

i –  ام مصرف شده توسطjDMU ، joy  مقدار خروجی تولید شده توسطjDMU  ، Φ  افزایش شعاعی
     متغـیـــر کمکــی متناظـــر خروجــی OL ،ام -iــکی متنـــاظـر ورودی متـغـیـــر کمـ iS،ل خروجــی ـک

0

0

1,..., 1,...,

0
1

0
1

0

0

max ;

. ( ) ,     1,..., ,

( ) ,   1,..., ,

( ) , , 1,..., ,

( ) , , 1,...,

K

K

K

K

i o
i q o p

k

jk ji i i
k j J

k

jk jO o O
k j J

k
jk ji i

j J

k
jk jo

j J

lex s l

s t X s X i q

Y l Y o p

X X k E i q

Y Y o k E o p

λ

λ

λ

λ

= =

= ∈

= ∈

∈

∈

   Φ +  
   

+ = =

− = Φ =

= ∀ ∈ =

= ∀ ∈ =

∑ ∑

∑∑

∑∑

∑

∑ ,

, , 0, .i o jks l freeλ ≥ Φ
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o –  ام و( )1 2, , ...,
kk k kJλ λ λ 0 بردار تصویر کننده برای′

kDMU این برنامه همواره شدنی است. می باشد .
 :چون حداقل یک جواب شدنی به صورت زیر دارد 

0متناظر با  jkλاگر 
kDMU  1 :آن گاهباشدjkλ = ،kj J∀ ∈ 1 k= ∀،... ،0k   و در غیر این صورت

, 0jkλ =    

 

  

دو مجموعه محدودیت پایانی  در مدل فوق از اصلاح نقاط  کارآ  ممانعت می کند وبا این کارمرز های کارآ 
                                             .خود را در حین تخصیص مجدد حفظ می کنند پایداری

)بــــــــردارمتنــــــــــاظــر  ،وقتــــــــی که مـــــــدل حـل می شـــود )* * *
1 2, ,...,

Kk k kJλ λ λ 0  بـــرای ′
kDMU    

k =1 ،... ،k0  منطقه  نقطه ایــــده آل را روی مــرز کارآیی درkt  تعـــــریف می کند.  

0 ها و خروجی های تصویرورودی 
kDMU    .دنروی مرز کارآ به صورت زیــر محاسبـــه می شو 

  .صادق است زیر به طور مشابه در نقاط . 1قضیه 

  

   

   )6(و  )5( مقایسه کارآیی در دو مدل پیشنهادی
 باشــــد در این صـــــورت )6(و  )5(یب   مقــداربهینـه تابــع هدف در مــدل به ترت   Φو   Φ̂ اگر

ˆΦ ≤Φبه دلیل  )6(همان طور که در فصل قبل اشاره شد علت این امر آن است که فضای شدنی در مدل . است
  .است )5(مجموعه محدودیت اضافی  محدود تراز مدل 

  
     مجدد مقید استحالتی که تخصیص   3-2

ورودی ها و خروجی های واحدهای ناکارآ می تواند تخصیص  کل فرض بر این است که روی )6( در مدل
مجدد انجام شود و هیچ محدودیتی روی مقدار ورودی و خروجی تخصیص داده شده بین واحدهای ناکارآ 

نتوانند تخصیص داده یا خروجی  شرایطی وجود داشته باشد که بعضی ورودی ها ،حال ممکن است .وجود ندارد
داشته یا محدودیت روی مقدار ورودی ها و خروجی های تخصیص داده شده بین واحدهای ناکار وجود  شوند
  :   ای ارایه می دهیم -برای حل چنین مساله ،است )6(مدل زیر را که حالت خاصی از مدل  .باشد

       
 

*

*

,

,
K

K

k i j k k i
j J

k o j k k o
j J

x x

y y

λ

λ
∈

∈

=

=

∑

∑

1,..., , 0,
1,..., , 0,

1.

i

o

i q s
o p l

∀ = =
∀ = =
Φ =
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i در مدل بالا
rsγ،   o

rsγ  ، 1 s= 1 k= ∀،... ،0k   مقدار ورودیبه ترتیب  i –  مقدار خروجی و امo –  ام را

ل یک جواب شدنی این برنامه همواره شدنی است، چون حداق .منتقل می شود sبه زیر واحد  rکه از زیر واحد 

   :به صورت زیر دارد

0متناظر باjkλاگر
kDMU 1:آن گاهباشدjkλ =   ،kj J∀ ∈ ،k∀  0و در غیر این صورتjkλ   و    =

  

  

 
  

 یک مطالعه کاربردی روی بانک ها 4
مربوط به بیست و چهار شعبه بانک واقع در شش منطقه جغرافیایی با شرایط رقابتی   1داده های جدول 

ورودی و دو خروجی می باشد به طوریکه ورودی ها شامل تعداد پرسنل و هزینه جاری و دو مختلف و با 
  .خروجی ها شامل منابع و مصارف است

( )

( )

0

0

1 1

0
1

0
1

0

0

max ;( )

. . ( ) , 1,..., ,

 ( ) , 1,..., ,

 , 1,..., , 1,..., , ,

 , 1,..., , 1,..., , ,

  

K

K

K

K

q p

i o
i o

k

jk ji i i
k j J

k

jk jO o O
k j J

k
jk ji i

j J

k
jk jo O

j J

lex s l

s t X s X i q

Y l Y o p

X X i q o p k E

Y Y i q o p k E

X

λ

λ

λ
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∈
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 
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 

+ = =

− = Φ =

= = = ∀ ∈
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∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

{ } { }

0 0

0 0
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0 0
1,..., 1,...,

0 0
1,..., 1,...,
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rk k s k jk jooo

r k s k j J

i i
rs rs

o o
rs rs

z X i q k k
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γ γ λ
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در شش منطقه  Aیک از شعبه های هر شامل دوازده شعبه در این شش منطقه می باشد و اندازه کارآیی  A بانک
   .نشان داده شده است 2 در جدول ،با ماهیت خروجی CCRتحت مدل  

   به کار برده Aنک مدل پیشنهادی اول و دوم روی این مجموعه از داده ها با هدف افزایش کارآیی با ،در ادامه
       ، که شامل دوازده شعبه است و تصویر هر یک از واحدهای مستقل A اندازه کارآیی واحد تجمعی. می شود

آورده  4و 3واقع شده در این شش منطقه روی مرز کارآ تحت این دو مدل به ترتیب در جدول )  Aشعبه های ( 
)واقع شده در شش منطقه و  Aی به عنوان شمارنده شعبه ها kمتغیر .( شده است  )0 0,X Y  به عنوان واحد تجمعی

)و  )0 0,k kX Y عنوان شعبهA  استدر نظر گرفته شده(.  
 

  ه  منطق 6شعبه  بانک واقع شده در  24داده های   .1جدول       

 خروجی ورودی نام شعبه  شماره شعبه Aشماره شعبه  منطقه 

 فمصار منابع هزینه جاری  تعداد پرسنل 

  
 
1 

 

  
K=1  
  

K=2 

1  
2  
3  
4 

B 
A  
C  
A 

7  
5  
5  

11 

2136  
2772  
1836  
1644 

46292  
56857  
28919  
37837 

54228  
11594  
46785  
35884 

 
2 

  
  

  
K=3  
  

K=4  

5  
6  
7  
8  

B 
A 
C 
A 

6  
8  
4  
6  

1960  
1328  
641  

2799  

26542  
28390  
27709  
27391  

3013  
2269  
5063  
811  

 
3 

  
K=5  
K=6  
  

9  
1  

11  
12  

B 
A  
A  
C 

7  
11  
7  
6  

2078  
2391  
2268  
2381  

33537  
38966  
35889  
33075  

28498  
15342  
83404  
12142  

  
 
4  

  
K=7  
  

K=8  

13  
14  
15  
16  

B 
A 
C 
A 

5  
7  
5  
4  

1096  
2238  
1231  
736  

21207  
38042  
26134 

27330  

21513  
15264  
13876 

9127  

  
 
5 

  
K=9  
  

K=10 

17  
18  
19  
20 

B 
A  
C  
A 

6  
5  
5  

13 

1397  
2016  
438  

2767 

28664  
33021  
26500  
56655 

58383  
8853  

12703  
53773 

  
  
6 

  
K=11  
K=12  

 

21  
22  
23  
24 

B 
A 
A 
C 

6  
5  
7  
5 

1041  
1605  
4337  
249 

30387  
28479  
74248  
21795 

11290  
6490  

25669  
3460 
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  Aکارآیی هر یک از شعبه های  .2جدول  

             (DMUk
0)  A      0 ارآییک                              شعبه های( )kφ     

(x1
0,y1

0) = ((2772   5) , (11594   56857))                                                    1 

(x2
0,y2

0) = ((1644   1) , (35884    37837))                                                   1 

(x3
0,y3

0) = ((1328   8) , (2269   28390))                                                      1 

(x4
0,y4

0) = ((2799   6) , (811   27391))                                      9185/1  

(x5
0,y5

0) = ((2391   11) , (15342   38966))              1 

(x6
0,y6

0) = ((2268   7) , (83404   35889))              1 

(x7
0,y7

0) = (2238   7) , (15264   38042))                        1885/1  

(x8
0,y8

0) = (736   4) , (9127   27330))              1 

(x9
0,y9

0) = (2016   5) , (8853   33021))                                 1 

(x10
0,y10

0) = (2767   13) , (53773   56655))                        2365/1  

(x11
0,y11

0) = (1605   5) , (6490  28479))                        2874/1  

(x12
0,y12

0) = (4337   7) , (25669  74248))              1 
  

     هستند و بقیه شعبه ها ناکارآمحسوب کارآ  شعبه هایی که اندازه کارآیی  آن ها یک است پارتو 2در جدول 
  .می شوند

در مقایسه با شعبه های هم منطقه ای خود محاسبه شده  Aکارآیی  هریک از شعبه های  2همچنین در جدول  
مقایسه دو  چنین مقایسه ای به این علت صورت می گیرد که هر منطقه تکنولوژی خاص خود را دارد و. است

  .مختلف با دو تکنولوژی مختلف منطقی نیست شعبه در دو منطقه
  

  واحد تجمعی را با استفاده از مدل پیشنهادی اول نشان می دهد و Aهر یک از شعبه های  تصویرنقطه  .3جدول 
و واحد تجمعی     A       شعبه های نقاط مرجع           
(x1

0, y1
0)                                             (x1α*1,y1 α*1) = ((16618   30) ,(69504     340847)) 

(x2
0, y2

0)                                             (x2α*2,y2 α*2) = ((0   0) ,(0     0)) 
(x3

0, y3
0)                                             (x3α*3,y3 α*3) = ((8652   54) ,(374009     430835)) 

(x4
0, y4

0)                                             (x4α*4,y4 α*4) = ((0   0) ,(0     0)) 
(x5

0, y5
0)                                             (x5α*5,y5 α*5) = ((1631   5) ,(59990    25814)) 

(x6
0, y6

0)                                             (x6α*6,y6 α*6) = ((0  0) ,(0    0)) 
(x7

0, y7
0)                                             (x7α*7,y7 α*7) = ((0   0) ,(0    0)) 

(x8
0, y8

0)                                             (x8α*8,y8 α*8) = ((0   0) ,(0    0)) 
(x9

0, y9
0)                                             (x9α*9,y9 α*9) = ((0   0) ,(0    0)) 

(x10
0, y10

0)                                             (x10α*10,y10 α*10) = ((0   0) ,(0    0)) 
(x11

0, y11
0)                                             (x11α*11,y11 α*11) = ((0   0) ,(0    0)) 

(x12
0, y12

0)                                             (x12α*12,y12 α*12) = ((0   0) ,(0    0)) 

(x ̅. ,y ̅0)                                (  *k k

k
x α∑ , *k k

k
y α∑ )  = ((22613   89) ,(503503   797496)) 

   

ه های  را روی مرز کارآی متناظر با منطقه ای که شعبه در آن جا واقع نقطه ی تصویر هر یک از  شعب  3جدول  
و  1روی داده های جدول  )5(رای مدل ــاده ازاجــقاط  با استفــوری که این نــبه ط. نشان می دهد ،شده است

 نقطه. بدون توجه به ناپایدار شدن مرزهای کارآ در حین تخصیص مجدد ورودی و خروجی به دست آمده اند
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ادغام   Aتصویر با ورودی و خروجی صفر نشان دهنده این مطلب است که شعبه  متناظربا شعبه های دیگر بانک 
  . شده است

  
                    .و واحد تجمعی را با استفاده از مدل  پیشنهادی دوم نشان می دهد  Aنقطه  تصویر هر یک از شعبه های  .4جدول 

و واحد تجمعی     A      های  شعبه نقاط مرجع           
(x1

0, y1
0)                                             (x1α*1,y1 α*1) = ((2772   5) ,(11594     56857)) 

(x2
0, y2

0)                                             (x2α*2,y2 α*2) = ((1644   11) ,(35884     37837)) 
(x3

0, y3
0)                                             (x3α*3,y3 α*3) = ((4364   27) ,(188637     217298)) 

(x4
0, y4

0)                                             (x4α*4,y4 α*4) = ((2799   6) ,(27391     48115)) 
(x5

0, y5
0)                                             (x5α*5,y5 α*5) = ((2391   11) ,(15342    38966)) 

(x6
0, y6

0)                                             (x6α*6,y6 α*6) = ((2268  7) ,(83404    35889)) 
(x7

0, y7
0)                                             (x7α*7,y7 α*7) = ((0   0) ,(0    0)) 

(x8
0, y8

0)                                             (x8α*8,y8 α*8) = ((736   4) ,(9127    27330)) 
(x9

0, y9
0)                                             (x9α*9,y9 α*9) = ((2016   5) ,(8853    33021)) 

(x10
0, y10

0)                                             (x10α*10,y10 α*10) = ((0   0) ,(0    0)) 
(x11

0, y11
0)                                             (x11α*11,y11 α*11) = ((3574   6) ,(21154    61189)) 

(x12
0, y12

0)                                             (x12α*12,y12 α*12) = ((4337   7) ,(25669    74248)) 
(x ̅. ,y ̅0)                                            (  *k k

k

x α∑ , *k k

k
y α∑ ) = ((26901   89) ,(427055   630750)) 

  
را روی مرز کارآی متناظر با منطقه ای که شعبه در آن جا واقع  Aنقطه ی تصویر هر یک از  شعبه های   4جدول 

حاصل  1روی داده های جدول ) 6(هد، به طوری که  این  نتایج با استفاده از اجرای مدل شده است نشان  می د
به حفظ پایداری مرزهای کارآ در حین تخصیص مجدد ورودی وخروجی توجه شده  )6(در مدل . شده است

اظربا در این جدول نیز نقطه تصویر با ورودی و خروجی صفر نشان دهنده این مطلب است که شعبه  متن .است
 .ادغام شده است  Aشعبه های دیگر بانک 

  φ̂  2399/1 =φ=5677/1        :خواهیم داشت )6(و   )5(در مثال فوق با استفاده از مدل پیشنهادی 
جغرافیایی تکنولوژی خاص  در این مثال  هر منطقه  به دلیل شرایط خاص خود از قبیل ساختار جمعیت و شرایط

دوشعبه در دو منطقه کم جمعیت و پر جمعیت واقع شده باشد، اگر این دو با  ،برای مثال فرض کنید.  خود را دارد
در این صورت نمی توانیم بگوییم شعبه ای که خروجی  ،ورودی های یکسان خروجی های متفاوت ارایه دهند

در مقایسه  Aکارآیی هر شعبه  1بنابر این درمرحله اول  در جدول  .هایش کمتر است از نظر عملکرد ضعیف است
 .با شعب هم منطقه ای آن به دست آمده است

 ،در هر دو مدل .استفاده شده است )6(و  )5(در مرحله دوم برای افزایش کارآیی واحد تجمعی به ترتیب از مدل 
چون هدف تنها افزایش تولید خروجی و کاهش . قایسه می شودهای موجود مDMUواحد تجمعی با تمام  

از طرفی .  که تکنولوژی  مناطق مختلف نادیده گرفته می شود مصرف ورودی واحد تجمعی است، به طوری
به حفظ پایداری مرزهای کارآ در حین تخصیص مجدد توجهی نشده است و ) 6(برخلاف مدل  )5(چون در مدل 

ن مدل  می توانند اصلاح شوند، در نتیجه محدوده فضای شدنی آن از فضای شدنی واحدهای کارآ هم در ای
همان طورکه در . بزرگتراست و افزایش کارآیی واحد تجمعی، دراین مدل بیشتر صورت می گیرد )6(مدل

واحد تصمیم گیرنده   9، )5(مشاهده می کنیم برای افزایش کارآیی واحد تجمعی با استفاده از مدل  3جدول 
منحل شده است و ورودی ها و خروجی های  آن ها به واحدهای  دیگر تخصیص داده شده است که این کار 
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2حتی با اصلاح واحدهای کارآ مانند 
0DMU 4و

0DMU 4به جدول  در حالی که با توجه. صورت گرفته است 
شعبه منحل شده است و واحدهای کارآ تغییری نکرده اند، واضح است  2تنها  ،)6(می بینیم که با استفاده از مدل 

       است که موجب حفظ پایداری مرزهای کارآ  )6(که علت این امر وجود دو مجموعه قیود اضافی در مدل 
  .می شود

چون تنها  )واحد های تجمعی(یند خصوصی سازی بانک ها مشاهده می کنیم که مدیران بانک ها آامروزه در فر
با ادغام  شعبه ها ورودی و خروجی شعبه های کم بازده را  به   ،بنابراین  سعی می کنند ،به فکرکسب سود هستند

برای مثال، می توان با تخصیص ورودی ویا حتی  .کنندمی بیشتری تولید  سودشعبه هایی تخصیص دهند که 
باعث  ،سود دهی کمی دارد به شعبه های دیگرخروجی شعبه ای که در منطقـه کـم جمعیت قرار گرفتـــه و

  .افزایش  تولید خروجی و کاهش مصرف ورودی واحد  تجمعی شد
  
  ینتیجه گیر 5

    .است بوده ]1[پاچکوا های تخصیص مجدد مطرح شده،  در مقاله  اصلاح مدل ،هدف اصلی در این مقاله
   ایده ال هریک  از واحدهای مستقل را در یک منطقه که ابتدا  در مدل پیشنهادی اول،  توانستیم   نقطه  به طوری

در مرحله دوم  با اضافه کردن مجموعه قیود به مدل پیشنهادی اول، یک مدل جدید را ارایه .  به دست آوریم
سپس مجدداَ   .درحین تخصیص مجدد مرزهای کارآ پایدار باقی می ماند  ،که در مدل جدید به طوری .دادیم

 تخصیص مجدد مقید حالت نهایی در که  که مدل به طوری ،زودن یک سری قیدها تعمیم دادیممدل دوم را با اف
در  .، ارایه می دهدمی آیندحفظ پایداری مرزهای کارآ به دست  جریان بهینه ورودی و خروجی را که باشده، 

تخصیص مجدد روی  پایان نیز یک مطالعه کاربردی روی داده های چند بانک انجام دادیم و با فرض این که  
شاخص های ورودی و خروجی  کاملاّ امکان پذیر باشد، داده ها  را به وسیله دو مدل پیشنهادی اول اجرا و نتایج 

 .را تحلیل ومقایسه کردیم
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