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هاي هاي نامطلوب، به مدلشعاعي در حضور خروجي غيرخطي مدل تبديل

  اختياريغير هايخطي خروجي

 
  2*محمد خيري چاري ،1محمدرضا عليرضائي

  ، دانشگاه علم و صنعتت علمي دانشكده علوماعضو هي -1

  دانشجوي كارشناسي ارشد دانشكده علوم رياضي، دانشگاه علم و صنعت -2
  

  1392ارديبهشت  9: رسيد مقاله

 1392شهريور  18: پذيرش مقاله

  

 چكيده

 شداران ـ باشد براي آن سازمان و حتي سهامكه سازماني تا چه اندازه مفيد ميها و دانستن اينامروزه ارزيابي كارايي سازمان 

در ارزيـابي بـه روش    .باشـد ها مـي استفاده از تحليل پوششي داده ،گيري كاراييهاي اندازهيكي از روش. بسيار اهميت دارد

در اغلـب  . اسـت هاي تحت بررسـي  بين واحد و مقايسه هاها و كاهش وروديها هدف افزايش خروجيتحليل پوششي داده

بلكه باعـث زيـان    ؛ها نه تنها سودآور نيستشوند كه افزايش آنهايي توليد ميها، خروجيفرآيندها به همراه توليد خروجي

-شدند كه ميزان تأثير اين نوع خروجيمي ارايهبايست طوري ها ميهاي تحليل پوششي دادهخاطر مدلبه همين . شودنيز مي

، سـپس بـا اسـتفاده از    شده ارايهفار  غيرخطيدر اين مقاله ابتدا مدل شعاعي . ته باشندشبندي با خود داها را در كارايي و رتبه

  . كنترل خطي، تبديل نمودهاي غيرقابلبه يك مدل با خروجيتوان آن مدل را كه مي شده دادهتبديلات رياضي نشان 
 

 .، مدل فارپذيراي غير اختياري، اصل دسترسيههاي نامطلوب، خروجيخروجي :كلمات كليدي

 
 مقدمه  1

. نبـوده اسـت  خود  عملياتگاه به دنبال كم كردن ورودي لذا هيچ نبال سود بيشتر در كارهايش بودبشر از ابتدا به د

لذا هر سازمان بـراي سـودآوري بيشـتر و     دادندهم انجام مي مشابههاي مختلف كارهاي در گذر زمان سازمانولي 

 .ها بودنـد  و افزايش خروجي كم كردن ورودي باقي ماندن در فضاي رقابت به دنبال چنين همايجاد رفاه در جامعه، 

هـا  هاي اوليه با استفاده از نسبت خروجـي روش در. وري به وجود آمدبهره گيري اندازههاي روش ،با گذشت زمان

هـاي  ها نيازمند شـاخص اما در اين نوع روش كردند ميگيري وري را اندازههها ميزان كارايي و بهربر روي ورودي

هـاي  هـاي عـددي و روش  ، سپس با استفاده از شاخصشده گرفتهعددي از قبل براي هر ورودي و خروجي در نظر 

هـاي جديـدي بـراي     هـا روش در ادامه ايـن پيشـرفت  . پرداختندوري ميمحاسبه كارايي و بهره رگرسيون آماري به

هـا  هـاي تحليـل پوششـي داده   هـا، روش كـه يكـي از ايـن روش    وري ابـداع شـد  محاسبه دو شاخص كارايي و بهره

                                                      
  دار مكاتباتعهده  *

  kheirichari@mathdep.iust.ac.ir: آدرس پست الكترونيكي
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اسـتفاده   هاي عـددي رياضي براي محاسبه شاخص هاياز مدل) DEA )Data Envelopment Analysis. باشد مي

در ]. 1[نمايـد  وري را محاسـبه مـي  آمده دو شاخص كارايي و بهره به دستهاي سپس با استفاده از شاخص ؛نموده

در هـر   معمـولاً . باشـد و افزايش خروجـي و در نتيجـه افـزايش كـارايي مـي      هدف كاهش ورودي DEAهاي مدل

د نظـر بـه خـاطر سـودآوري و يـا      نهـاد مـور   هايي وجـود دارد كـه سـازمان يـا    و محدوديت مسايلفرآيند توليدي، 

هـاي بـدي كـه بـه همـراه      تـوان بـه خروجـي   براي مثال مـي . گيرندها را در نظر نميآن ،جويي بيشتر در وقت صرفه

هـا بايـد در محاسـبه ميـزان     دانيم كه اين نوع خروجيمي. اشاره نمود ،آيندهاي خوب سازمان به وجود ميخروجي

كـاهش ورودي و   رغـم  عليشود كه  ارايههايي تأثيرگذار باشد لذا بايد مدلازمان با نهاده وري هر سكارايي و بهره

  ].1[هاي نامطلوب را كاهش دهد افزايش خروجي، خروجي

بخش سه شـامل   .پردازيمهاي نامطلوب ميبه پيشينه مقالات و كارهايي كه در زمينه خروجيدر بخش بعدي 

 ارايـه در بخش چهار به . باشدر شما از اين مقاله، به همراه چند مثال ساده مياصول و تعاريف لازم، براي درك بهت

در . دهـيم مـي شـرح   اختياريبه مدل خطي با خروجي غيررا فار پرداخته، سپس چگونگي تبديل آن  غيرخطيمدل 

براي تهيه اين مقاله مـورد  را  شده استفادهكنيم و در انتها منابع بخش پنج نتايج مورد نظر خود را در چند بند بيان مي

  .دهيمبازديد قرار مي

  

 مرور ادبيات 2

داد  ارايـه هاي نامطلوب مدلي را براي برخورد با خروجي 1951 در سالهاي نامطلوب ابتدا كپمن در زمينه خروجي

 ارايـه هـاي نـامطلوب مـدل خـود را     او با در نظر گرفتن علامت منفي براي خروجـي  .باشدكه همان مدل جمعي مي

 .هـاي نـامطلوب پرداخـت   ي اقتصادي خروجيبه توجيه هزينه »هاي سايهقيمت«سپس پيتمن با استفاده از . ]2[نمود 

در بعـد از آن داگـلاس    .]3[اسـت  قضيه دوگاني اسـتفاده كـرده    چنين همهاي پارامتريك و اين مقاله از مدل او در

هـاي نـامطلوب   هاي برخورد بـا خروجـي  مقالاتي در مورد روش 1989فار و گالوني در سال  چنين همو  1982سال 

اي در جهــت بهبــود ران مقالــههمكــا فــار و در همــان ســال چنــد مــاه بعــد از مقالــه فــار و گــالوني،  .نمودنــد ارايــه

]. 4[نمودنـد   يـه اراها با يك رويكرد ناپارامتريك، هاي نامطلوب و وروديهاي مطلوب و كاهش خروجي خروجي

، 2001، سيفورد و الي 1995، فار و چونگ 1990چون سيفورد و الي ي فار و همكاران دانشمنداني هم پس از مقاله

هاي نامطلوب و برگرفته از اين مقاله هاي برخورد با خروجيروش گسترش در، 2000، لوول، اسچيل2001پاستور 

ي هـاي متعـدد در نحـوه   ايجـاد شـاخه   باعـث  فـار و همكـاران شـالوده و    يشايد بتوان گفت مقاله]. 5[اند داده ارايه

  .هاي نامطلوب شده استبرخورد با خروجي
 
 نيازهاپيش 3

هـا را توليـد   هاي مختلف از خروجـي تواند تركيبهر سازمان با توجه به منابع و سرمايه و نيروي كاري كه دارد مي

 PPS )Production Possibilityرا با  آنشود كه توليد گفته مي ها مجموعه امكانكند كه به مجموعه اين تركيب

Set (؛را محاسـبه  آنواضح است اگر مجموعه امكان توليد را داشته باشيم طبق فرآيندي ساده مـرز   .دهيممي نشان 
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هـايي كـه   جهـت كـه تمـام   زنيم و اگر هم تابع توليد را داشته باشيم با استفاده از تـابع و ايـن  تابع توليد را تخمين مي

بـا توجـه بـه    . توان مجموعه امكان توليد را محاسبه نمـود توانند رخ دهند به راحتي ميكمتر از تابع توليد هستند مي

  ]:1[باشد زير مي به صورتامكان توليد  مجموعهپنج اصل اصول موضوعه 

  

)1(  
( , ) : ,o

n
o

X Y Y Y
PPS

X X R

λ
λ λ +

 ≤ =  
≤ ∈  

  

  

. ايـم نوشـته ) DMU )Decision-Making Units بـه صـورت  گيري را تمام واحدهاي تصميمنيز رشد در اين مقاله 

 DMUهاي هـر  تعداد ورودي i=1،...،mها و  DMUتعداد j=1،...،nدر تمام اين مقاله فرض كنيد چنين هم

خروجـي بـه ترتيـب     مـاتريس  هـا و لذا براي مـاتريس ورودي . باشد DMUهر  هاي تعداد خروجي r=1،...،sو 

  :خواهيم داشت

)2(        
n n

m mn s snm n s n

x x y y

X Y

x x x x
× ×

   
   = =   
      

⋯ ⋯

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⋯ ⋯

11 1 11 1

1 1

 

  

 خروجي نامطلوب 3-1

معمولاً بنا بر ماهيتي كه دارنـد   و شوندتوليد مي) خوب(هاي اصلي جيهايي بدي هستند كه به همراه خروخروجي

بهـره  از نظـر كارشناسـان خبـره    ، آساني نيست لـذا بـراي محاسـبه قيمـت    ها در بازار كار آوردن قيمت آن به دست

 .رض كنيم بخـواهيم كاغـذ توليـد كنـيم    براي مثال ف. كنندهاي سايه استفاده ميي قيمتيا اغلب به وسيلهگيرند  مي

هايي مانند اكسيژن بيوشيميايي، جامدات معلق، اكسيدهاي گوگرد و ذرات، همگي به همراه كاغـذ توليـد   خروجي

هـاي كـه   البته منظور از قيمت، شامل هزينـه . پذير نيستها در باز امكانكه محاسبه قيمت اين خروجي ]4[شوند مي

  .باشد مي ؛ها بپردازيمما مجبوريم به خاطر توليد اين نوع خروجي

در  چنين هم. دهيمنشان مي UYهاي نامطلوب را باو خروجي DYهاي مطلوب را بار اين مقاله خروجيد

و  DMUهاي هر تعداد ورودي i=1،...،mها وDMUتعداد j=1،...،nتمام اين مقاله فرض بر اين است كه 

r=1،...،s هاي هر  تعداد خروجيDMU باشدمي.  
 

  )Weak disposability( پذير ضعيفدسترساصل  3-2

دارد كه اين اصل بيان مي .آيدهاي نامطلوب هم به وجود ميهاي مطلوب خروجيدر هر فرآيند به همراه خروجي

. خروجي مطلوب با مقدار مثبت داشته باشيم كه درحاليهاي نامطلوب را به صفر برسانيم توانيم مقدار خروجينمي

  ]. 4[نيست  پذير امكان... هاي نامطلوب مانند گوگرد وبراي مثال توليد كاغذ، بدون خروجي
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هاي هاي مطلوب، به همان نسبت خروجيدهد كه كاهش نسبتي از خروجيبه عبارت ديگر اين اصل نشان مي

  :، يعني]6[دهد نامطلوب را كاهش مي

  

)3(  ( , ) ( , )D U D UY Y PPS Y Y PPSθ θ θ∈ ⇒∀ ≤ ≤ ∈� 1  

  

هاي نـامطلوب اهميـت   تحت بررسي، به كم كردن توليد خروجي هاي سازماناين اصل براي زماني برقرار است كه 

بـه راحتـي از   . هاي نامطلوب را كاهش دهندها بايد خروجيسازمان قوانين حاكم بر آن بر اساسكه بدهند و يا اين

Dتوان نتيجه گرفتتوضيح بالا مي U(Y ,Y ) ( , )= � در حـالتي كـه يـك خروجـي      ؛باشـد مي PPSعضو از  يك �

 PPSهمگـي در   مبـدأ بـه   DMUتـوان گفـت كـه خـط واصـل از هـر       مطلوب و يك خروجي نامطلوب داريم مي

  .باشداصل بالا مي بيانگر 1شكل داريم لذا  DMUفرض كنيد كه سه . باشند مي
 

 
  

   A,B,Cسه واحد    فضاي امكان توليد پذير ضعيف برميزان تاثير اصل دسترسي.  0 شكل 

  

 )Strong disposability( قوي پذير دسترسياصل  3-3

هاي نـامطلوب  خروجي كه درحاليهاي مطلوب داشته باشيم كند كه ممكن است افزايش خروجياين اصل بيان مي

دهد و به طور جدي به ميزان توليـد خروجـي   هاي مطلوب اهميت ميبه افزايش خروجي اين اصل فقط. صفر باشد

  :يعني ]4[كند نامطلوب نگاه نمي

)4(  ' ' ' '( , ) ( , ) ( , )D U D U D UY Y Y Y PPS Y Y PPS≤ ∈ ⇒ ∈  

  

هـاي نـامطلوب نداشـته    خروجـي  كـم كـردن  برخلاف دسترسي ضعيف اين قيد براي زماني است كه اجباري براي 

 .دهيمرا قرار مي اما در قيود مدل اين شرط باشيم

ب
لو

ط
 م

ي
ج

رو
خ

خروجي نامطلوب

A

B

C
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  Aواحد  پذير قوي بر فضاي امكان توليد ميزان تاثير اصل دسترسي. 2شكل 

  

 PPSمجموعه امكان توليد  3-4

داشـت  را به صورت زير خـواهيم   PPSپذير ضعيف با توجه به پذيرش اصول موضوعه، به همراه از اصول دسترسي

]4:[ 

)5(  
( , ) : ,D U Do D Uo U

n
o

Y Y Y Y Y Y
PPS

X X R

λ λ
λ λ +

 ≤ = =  
≤ ∈  

  

  :پذيري قوياصل دسترسي و به همراه

  

)6(  
( , ) : ,D U Do D Uo U

n
o

Y Y Y Y Y Y
PPS

X X R

λ λ
λ λ +

 ≤ ≤ =  
≤ ∈  

 

  

 )Non-discretionary output( غير اختياريهاي خروجي 3-5

هـا بـه دسـت واحـد     هايي هستند كـه كنتـرل آن  خروجي ،كنترل غيرقابلهاي يا خروجي غير اختياريهاي خروجي 

در ايـن صـورت اگـر     .بررسـي كتابخانـه عمـومي باشـد    باشد، براي مثال فرض كنيد واحد تحت تحت بررسي نمي

 بـه عنـوان  ؛ نماينـد مـي  كه در يك روز به كتابخانه عمومي سطح شهر براي دريافت كتاب مراجعـه  را تعداد كساني

  ].7[است توانيم اين جمعيت را كنترل كنيم لذا يك خروجي غير اختياري چون نمي ؛خروجي در نظر بگيريم

  

)7(  

   
. .
        ,
        ,
        ,
        .

C k C

U C k U C

k
n

Max
s t

Y Y
Y Y

X X
R

ϕ

ϕ λ
λ

λ
λ +

≤
≤

≤
∈  

  

 مدل خطي مدل فار و چگونگي تبديل به يك 4

امـا اسـاس ايـن     اسـت هاي نامطلوب شامل گستردگي بسيار زيـادي  بدون حضور خروجي DEAهاي مدل دانيم مي

محور را در نظر بگيرم اگر مدل خروجي .باشدمي) CCR )Charnes, Cooper, Rhodesها مبتني بر مدل نوع مدل

  ]:8[ استزير  به صورت

ب
لو

ط
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ي
ج

رو
خ

خروجي نامطلوب
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)8(  

   
. .

      ,
      ,
      .

k

k
n

Max
s t

Y Y
X X

R

ϕ

ϕ λ
λ ϕ
λ

−

+

≤
≤

∈

1

  

 .ندارند )8(مدل هاي نامطلوب هيچ تاثيري در شود خروجيكه مشاهده مي همان طور

بخـش زيـر    5توان بـه  ها را مينامطلوب نحوه برخورد با اين نوع خروجي هاي خروجياما در حالت كلي با حضور 

  ]:9[نمود تقسيم 

  .كردن از خروجي نامطلوب پوشي چشم -1

  .فار غيرخطياستفاده از روش  -2

   .ها آناستفاده خروجي نامطلوب به عنوان خروجي و محدود كردن  -3

 .را به عنوان ورودي نامطلوبخروجي  -4

/ مثال براي كاربرد انتقال يكنواخت كاهشي  -5 bY1. 

-DEA اي پايـه فـار و همكـاران بـا اسـتفاده از مـدل      . گرفتنـد هاي نامطلوب را در نظر ميهايي كه خروجيدر مدل

CCR، هـاي نـامطلوب   پذير چند مدل براي كاهش خروجييك رويكرد ناپارامتريك و با توجه به اصول دسترسي

بـر اسـاس كـاهش    هـا  آنكه يكـي از   شد ارايهها پنج مدل در مقاله آن. دادند ارايههاي مطلوب و افزايش خروجي

اصــل  بــا ايــن مــدل .باشــدهــاي مطلــوب مــيافــزايش خروجــي هــا و همزمــاننــامطلوب و وروديهــاي خروجــي

 ]:4[شود پذير قوي به صورت زير نمايش داده مي دسترسي

)9(  

( , , )
. .

   ,
   ,
   ,
   .

C Dk Uk k
P

Dk D

Uk U

k
n

H Y Y X Max
s t

Y Y
Y Y

X X
R

ϕ

ϕ λ
ϕ λ
λ ϕ
λ

−

−

+

=

≤
≤

≤
∈

1

1

  

  

در . تبديل نمـود  پذير ضعيفتوان آن را مدلي با پذيرش اصل دسترسي، مي9مدل با قرار دادن تساوي در قيد دوم 

در ايـن بخـش    .شـده اسـت   ارايـه گـون كـارايي   از كتاب ري مبحثي مبني بر اندازه گراف هذلولي 2بخش  4فصل

هـا ميـزان تغييـرات لازم بـراي رسـيدن بـه       ها و افزايش همزمان خروجيمدلي با استفاده از كاهش همزمان ورودي

 :شوديش داده ميزير نما به صورتكه  نمايدرا محاسبه مي اي بهيننقطه
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δاز تغيير متغير ) 10(براي خطي نمودن مدل  ϕ= µو2 ϕλ= كنيد طور كه مشاهده ميهمان. انداستفاده نموده

δبا استفاده از تغيير متغير) 10(همانند مدل  .است غيرخطييك مدل ) 9(مدل  ϕ= µو2 ϕλ=  به مدل  )9(مدل

 :]10[شد زير تبديل خواهد 
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هـاي غيـر   به يك مدل خطـي در حضـور خروجـي    )9(توان ديد مدل به راحتي مي )11(كه با توجه به ساختار مدل 

سـپس   ؛تـوان بـه صـورت يـك مـدل خطـي درآورده      نشان داديم مدل شعاعي فار را مي. اختياري تبديل شده است

 .مقدار آن را محاسبه نمود

با استفاده از دو مدل بـالا مقـدار بهينـه بـراي هـر واحـد        ؛را در نظر گرفته 1هاي جدول براي درك بهتر داده 

هاي جدول يك مربوط به هـيچ  لازم به ذكر است داده. نمايش 2آمده را در جدول  به دستمحاسبه، سپس مقادير 

  .باشدسازمان و محيطي نمي

  
   هاداده. 1جدول 

  

 12واحد 11واحد 10واحد 9واحد 8واحد 7واحد 6واحد 5واحد 4واحد 3واحد 2واحد 1واحد 

X 1
 20 19 25 27 22 55 33 31 30 50 53 38 

X 2
 151 131 160 168 158 255 235 206 244 268 306 284 

D

Y 1
 100 150 160 180 94 230 220 152 190 250 260 250 

D

Y 2
 90 50 55 72 66 90 88 80 100 100 147 120 

U

Y 1
 3 6 5 4 8 9 7 5 9 10 5 9 

U

Y 2
 2 1 4 5 2 6 7 5 4 6 8 2 

  

 

  نتايج حاصل از اجراي دو مدل.2جدول 
  

 12واحد 11واحد 10واحد 9واحد 8واحد 7واحد 6واحد 5واحد 4واحد 3واحد 2واحد 1واحد 

9 1 1 01306/1 1 1 03197/1 1 10314/1 1 1 1 0215/1 

10 1 1 01306/1 1 1 03197/1 1 10314/1 1 1 1 0215/1 

  

بـودن بـراي جامعـه     غيرخطـي به خاطر ) 9(البته مدل . باشندآمده يكسان مي به دستبينيد مقادير كه مي همان طور

 .ضعف را ندارد اين )11(مدل  ولي استتحت بررسي پرجمعيت داراي خطاي محاسبه 
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  نتايج 5

تـوان بـه   از نتايج اين كار مي .فار را به مدل خطي تبديل نمود غيرخطيمدل  توان ميشد كه  دادهدر اين مقاله نشان 

  :نكات زير اشاره نمود

هـاي  روش چنـين  هـم  .اسـت  غيرخطـي هـاي  هاي خطي، بسـيار كمتـر از روش  مدت زمان محاسبه جواب در روش

بـا اسـتفاده از   . باشند ولي روش خطي اين مشكل را نداردنمي اعتماد قابلبه خاطر خطاي بالاي محاسبات  غيرخطي

ي در حضـور  هـذلول  غيرخطـي هـاي  ، بـا مـدل  )7(توان دريافت كه معكوس مقدار بهين مـدل خطـي   اين تبديل مي

ي ي غيـر اختيـاري رابطـه   هـا هـاي نـامطلوب بـه عنـوان خروجـي     خروجي نظر گرفتنهاي نامطلوب، با در خروجي

ϕفرض كنيد مقدار خطا در محاسبه. مجذور بودن در مقدار بهين دارد باشد لذا در مـدل فـار بـراي حـل     ε عدد 1−

شـود  خطا ميكه باعث انتشار  كندهاي نامطلوب اين تقريب را استفاده مي حداقل به تعداد خروجي DMUبراي هر 

  .دهدهاي نامطلوب انتشار خطا رخ نمياما در مدل خطي با حضور خروجي
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