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 جديدارت اصلاح شده  با يك جستجوي خطي ماركو-روش لونبرگيك 

  معادلات غيرخطيبراي حل دستگاه  غيريكنوا

  

  2، فرامرز رستمي*1كيوان اميني

  دانشيار، دانشگاه رازي، گروه رياضي، كرمانشاه، ايران -1

  دانشجوي دكتري، دانشگاه رازي، گروه رياضي، كرمانشاه، ايران -2

  
 1394مرداد  4: رسيد مقاله

  1394 آذر 18: پذيرش مقاله

  

  چكيده

ماركوارت اصلاح شده با يك جستجوي خطي جديد براي حـل يـك دسـتگاه معـادلات     -در اين مقاله يك روش لونبرگ

مـاركوارت و يـك تقريـب از گـام     -در اين روش، گام آزمون برابـر مجمـوع يـك گـام لـونبرگ     . شودمي ارايهغيرخطي، 

در صورت پذيرفته نشدن گام آزمون، استفاده از يك جستجوي خطي  كهجاييشود، نظر گرفته ميماركوارت در -لونبرگ

همگرايي مكعبـي روش تحـت شـرط    . كندگردد كه همگرايي سراسري روش را نيز تضمين ميجديد غيريكنوا پيشنهاد مي

شده نشـان   ارايهدر پايان نتايج عددي . شودداده ميتر است، نشان كران خطا كه از شرط نامنفردي ماتريس ژاكوبي ضعيف

  . دهد روش جديد يك روش كارا و موثر استمي

  

موضعي، جسـتجوي خطـي    خطاي كران ماركوارت، شرط -لونبرگ غيرخطي، روش معادلات دستگاه :كلمات كليدي

  .غيريكنوا

  

  مقدمه 1

  حل دستگاه معادلات غيرخطي

)1                                              (                       ( )F x = 0   

:كه در آن   n nF R R→  مهم در رياضـيات كـاربردي    مسايل، يكي از است پذيرمشتقپيوسته يك تابع به طور

 تـاكنون  .كاربرد دارد... و  شناسي، مهندسي، صنعتزيستهاي علوم، نظير فيزيك، شيمي، است كه در اكثر شاخه

، تبـديل آن  مسـاله هاي موجود براي حـل ايـن   يكي از روش. شده است ارايه) 1( مسالههاي زيادي براي حل روش

)مانند  با استفاده از يك تابع ارزش ) || ( ) ||f x F x= 21
2

تـرين  غيرخطـي از نـوع كـم    سـازي بهينـه  مسـاله به يـك   

                                                           

  عهده دار مكاتبات *

    kamini@razi.ac.ir: آدرس الكترونيكي

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

�OP "�QدNت JKBLM)-یH روش BCDEFگ ،ر@?<) و ا=>;) R@د ST ا �ا�EUVیBLM WیWX (JK �EYZ/[ Hی �\  "W] ارت ا`_حEaر�b 

2 

 ناحيـه اطمينـان   و شـبه نيـوتن  نيـوتن،  نيوتن، گاوس هايهاي تكراري موجود مانند روشمربعات و استفاده از روش

  .                     ]8-11[، ]1-6[باشد براي حل آن مي

ايـن روش از يـك    .باشـد ايـن رده مـي  در شـده   ارايـه هاي ترين روشترين و قديميروش نيوتن يكي از مهم

  تكراري به صورت  فرايند

 ,k k kx x d+ = +1  
  يك جواب دستگاه معادلات خطي  kd كند، كه در آن استفاده مي

  ,k k kJ d F= −  
) كهيجاي ،است )k kF F x= و ( )k kJ F x′= ماتريس ژاكوبيF درkx روش نيوتن بـا وجـود نتـايج    . است

هـا اصـلاحات متعـددي از آن    در جهت مرتفع كردن آن فراواني است كههمگرايي موضعي مناسب، داراي معايب 

كـه در جهـت    ندسـت ههـا  يك خانواده بسيار مهم از الگـوريتم  ماركوارت-هاي لونبرگروش.  گرديده است ارايه

از حـل   kdه به جاي جهت نيوتن، جهـت در اين خانواد. است گرديده ارايهغلبه بر برخي از مشكلات روش نيوتن 

  دستگاه 

)2(                                                     (   )    , T T
k k k k kJ J I d J Fλ+ = −  

در هـر تكـرار    ،مـاركوارت -لونبرگپارامتر ،kλكه جاييگردد، ماركوارت محاسبه مي-لونبرگ موسوم به دستگاه

در  آن شـيتس پيوستگي ليـپ و ماتريس ژاكوبي فرد بودن نشان داده شده است كه در صورت نامن. گرددبهنگام مي

امـا شـرط نـامنفرد بـودن      .همگرايـي مجـذوري دارد  نيـوتن  ماركوارت همانند روش -لونبرگ، روش مسالهجواب 

تر موسوم بـه شـرط كـران    تحت شرايط ضعيف ]1[ياماشيتا و فوكوشيما در . ي استماتريس ژاكوبي يك شرط قو

k|| ||به شكل ماركوارت-خطاي موضعي و با انتخاب پارامتر لونبرگ kFλ = جـذوري ايـن روش را   ، همگرايـي م 2

k|| || را با انتخاب مشابهيفن و يوان نتايج  .ثابت كردند k kFλ µ= ،يـك نسـخه   ، ]3[فن در  .]2[آوردند  دست به

)مــاركوارت -اصــلاح شــده از روش لــونبرگ )MLM  نمــود و تحــت شــرايط كــران خطــاي موضــعي  ارايــهرا

 ،)2( حـل دسـتگاه  بـا اسـتفاده از     kdپس از محاسبه  در اين روش در هر تكرار . همگرايي مكعبي آن را نشان داد

  بردار

)3 (                                                               ,k k ky x d= +   

  با حل دستگاه خطي اصلاح شده در ادامه  .محاسبه مي گردد

)4(                                                   ( )( ) , T T
k k k k kJ J I d J F yλ+ = −  

k̂k  جهت محاسبه وk̂d بردار kds d+=جهتبا توجه به اينكه  .گرددتعريف ميks لزوما يك جهت كاهشي 

  با معرفيو در جهت استفاده مناسب از جهت جديد،  هاي ناحيه اطمينانبنابراين شبيه روش ؛يستن
ˆ|| || ( ) ||

 ,
ˆPr || ||  || ( ) || || ( )   

||

|| || ||
k

k

k k k k
k

k kk k k k k k

Ared F F x d d
r

ed F F J d F y F y J d

− + += =
− + + − +

2 2

2 2 2 2
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 :كرداز قاعده زير استفاده توان مي

,  

 .
k k k

k
k

x s if r p
x

x otherwise+

+ ≥
= 


0
1  

 جايگزين معادله) 4(ست كه معادله قابل توجه ا. باشدمي)  0و  5/0(  در بازهمقدار مناسب يك  0pدر آن كه

( ( ) ) ( )) (( ) ,T
k k k k k

Ty J y I d J y FJ yλ+ = −  
)هزينه بودن محاسبه مـاتريس   با توجه به پر كه جايي. ماركوارت گرديده است-در روش لونبرگ )kJ y   در ايـن

شـود كـه باعـث كـاهش تعـداد محاسـبات مـاتريس ژاكـوبي         استفاده مي kJتقريب موجوداز ) 4(رابطه، در رابطه 

)گردد و در نتيجه براي حالاتي كـه ماركوارت مي-نسبت به روش لونبرگ )F x   پيچيـده و يـا n   بـزرگ اسـت، 

بنـابراين  و  يسـت كاهشـي ن لزومـا  مـاركوارت  -در روش لـونبرگ  ksداريـم كـه جهـت   اما توجه ؛ بسيار مفيد است

ايـن واقعيـت، اثبـات    . طـور مسـتقيم در ايـن روش قابـل اسـتفاده نيسـت      هاي جستجوي خطي اسـتاندارد بـه  تكنيك

بـراي روش  غيريكنـوا  خطي يك جستجوي  ارايه ،قالههدف اين م .كندهمگرايي سراسري اين روش را مشكل مي

هـاي ناحيـه اطمينـان    از روشماركوارت اصلاح شده و اثبات همگرايي سراسري اين روش بدون استفاده -لونبرگ

  .است

بـه   سـازي  بهينه مسايلبراي ] 4[ و همكارانش درتوسط گريپو  جستجوي خطي غيريكنواترين معروفاولين و 

 :گرديد ارايهصورت زير 

)5                         (                          ( )( ) ( ) ,T
k k kk lk k kf x d f f x dα γα+ ≤ + ∇  

  كه در آن 

( )
( )

max ( ),l k k j
j m k

f f x −≤ ≤
=

0  
( ) , ( ) min{ ( ) , },m m k m k N= ≤ ≤ − +0 0 0 1 1 

  

γ)0و1(  بـه صـورت    fتـابع هاي خطـي  دستگاهبراي حل  با توجه به اينكه .يك عدد صحيح مثبت است Nو ∋

( ) || ( ) ||f x F x= 21
2

بنابراين استفاده از اين جستجوي خطي مستلزم محاسبه ماتريس ژاكـوبي و بنـابراين    ؛است  

 ارايـه يك جستجوي خطي براي معادلات غيرخطي به صـورت زيـر    ]5[لي و فوكوشيما در  .پرهزينه و ناكارا است

 .دادند

)6 (                                   || (   || (  ) || ||   –) || | || ,||k k k kk kF x d F d Fα αα ε σ σ+ ≤ + −2 2 2
1 2

2 2 21 

  

}و دنباله   دو ثابت مثبت هستند  σ2و   σ1 كه در آن }kε در شرط  

)7                             (                                             k
k

ε
∞

=

< ∞∑
0
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واضح اسـت   .ها نشان داده شدهمگرايي سراسري و زبرخطي روش تحت شرايط مناسب توسط آن .كندصدق مي

ماتريس محاسبه بزرگ و يا  nي كه خاصيت هنگاماين  .يستنيازي به محاسبه ماتريس ژاكوبي ن) 6(رابطه  در كه

  .ژاكوبي پيچيده است، بسيار مفيد است

جسـتجوي   بنـابراين ماركوارت اصلاح شده جهـت جسـتجو دو قسـمتي اسـت      -روش لونبرگ كه دربا توجه به اين

بـه صـورت زيـر بـراي روش     ،مشـابهي جسـتجوي خطـي    ]6[زو در  .سـت اقابل اسـتفاده  غير و مناسب نا) 6( خطي

MLM داد ارايه.  

)8(   ˆ ˆ|| (    || (  ) || ||  ) || || |  – | ||| || .k k k kk k k kF x d d F d d Fα α ε σ α α σ ασ+ + ≤ + − −2 22 2
1

2 2
2

2
3

2 21  

  

σو  σ1، σ2كه در آن  } ومثبت  هايثابت 3 }kε  همگرايـي سراسـري و   . اسـت ) 7(در رابطـه  يك دنباله صادق

اجراي ايـن  نتايج عددي حاصل از . نشان داده شده است] 6[مكعبي اين روش تحت شرط كران خطا توسط زو در 

و نقـاط   nبـا مقـادير متفـاوت     Extended Powell singularو  Extended Rosenbrock مسـايل روش بـر روي  

  .را نشان داد شروع گوناگون، كارايي اين روش

، يك جستجوي خطـي غيريكنـوا جديـد بـراي روش     )8(و ) 5(با الهام از جستجوهاي خطي ما در اين مقاله، 

  .نماييمماركوارت اصلاح شده به صورت زير پيشنهاد مي-لونبرگ

)9 (               ) ||ˆ ˆ|| || || ||(    ||  – || ||,k k k k kk kF x d d R d d Fα ασ σ αα σ α+ −+ ≤ −2 2
1

2 2 2
3

2 2 2
2  

  كه در آن 

( ) ( ) || || ,k k l k k kR F Fβ β= + −2 21  

  كهجايي

( ) ( )
max ( ) ||,|| k jl k j m k

xF F −≤ ≤
=

0
  

و
  

( ) , ( ) min{ ( ) , },m m k m k N= ≤ ≤ − +0 0 0 1 1
    

N طبيعي،  ك عدديσ1، σ σو   2 }و هايي مثبت ثابت  3 }kβ شرط با همگرا به صفر نبالهيك د  

, [ , ] ,k k
k

kβ β
∞

=

< ∞ ∈ ∀ ≥∑
0

0 1 1  

در جايگزيني جمله اول سمت راست نامسـاوي بـا جملـه    ) 8(تفاوت اين جستجوي خطي با جستجوي خطي . است

kR كههنگامي اينكهتوجه قابل  .باشدمي || ||kF         نزديك جـواب اسـت بـا توجـه بـه كوچـك بـودنkε  طـرف ،

ˆباشد كـه ممكـن اسـت    مي kαو برقراري آن منوط به ناچيز بودن بسيار كوچك ) 8(راست رابطه 
k k k kd dα α+ 2 

در براي غلبه بر اين مشـكل مـا   . تر شود و نقش خود را از دست بدهدبه حدي كوچك شود كه از دقت ماشين كم

تست مـوري و همكـارانش    مسايلروي عددي نتايج . منماييرا جايگزين مي kRاستفاده از جستجوي خطي جديد
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مقاله بـه صـورت زيـر     هاي بعديساختار بخش. است كارا و قابل قبول، يك ايده جديدايده دهد كه نشان مي ،]7[

  .است

 ، همگرايـي سـوم در بخـش  . شـود ي آن ثابـت مـي  خـوش تعريف ـ  ،جديـد الگـوريتم  پس از بيان  در بخش بعد

نرخ همگرايي ايـن روش هماننـد    شود كهميداده نشان چهارم  در بخش. گرددسراسري الگوريتم جديد اثبات مي

نمايـانگر كـارايي مناسـب الگـوريتم جديـد        پـنجم  در بخش در پايان  نتايج عددي .بي استمكع  MLMروش 

  .باشدمي

  

  ماركوارت اصلاح شده جديد-لونبرگ  الگوريتم  2

  .شودداده ميآن نشان  يريفو سپس خوش تع گرددمي ارايهجديد  الگوريتمابتدا  ،در اين بخش

  

  دستگاه معادلات غيرخطي براي حلجديد  شده با جستجوي خطي غيريكنواماركوارت اصلاح -روش لونبرگ 1-2الگوريتم 
  

nxبردار آغازين :ورودي R∈0، 0مقاديرµ > ،0ε > ،, ,σ σ σ >1 2 3 0 ،, ( , )r ρ ∈ 0 1، m N∈.  

k دهبقرار  :0گام   =0.  

)مقادير  :1 گام )k kF F x= و ( )k kJ F x′=  اگر  .كن هبسحامرا|| ||T
k kJ F ε≤   ،در غير  ،توقف كنباشد  

  دهبصورت قرار   اين          

|| || .k kFλ µ=  
  .محاسبه كن) 4(و ) 2(هاي حل دستگاه ازرا  k̂d و kdبردارهاي  :2 گام

  اگر: 3گام 

)10                      (                      ˆ|| ( ) || || ||k kk kdF x d Fρ+ + ≤   

kα دهبقرار             =   . روب 5و به گام   1

   از رابطه ki با محاسبه )جستجوي خطي( :4گام 

)11(                  }ir   در رابطه)صدق كند ) 9min{ { , , , , }ki i= ∈ ⋅⋅⋅0 1 2 3   

kiده  بقرار            
k rα =.  

ˆده بقرار   :5 گام
k k k k k kx x d dα α+ = + + 2

1.  

k:  :6گام  k=   .برو 1و به گام   1+

  

 .ددهرا نشان مي 1-3خوش تعريفي الگوريتم زير  هايلم

}دنباله  فرض كنيد  .1لم  }kx توليد شده باشد، در اين صورت داريم 1-2 توسط الگوريتم:  

)12(                                              || || , .k kF R k N≤ ∀ ∈2  

)از تعريف  .برهان )l kF شودبه سادگي ملاحظه مي:  
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( )|| || , ,k l kF F k N≤ ∀ ∈2 2  

   :دهدنتيجه مي kR استفاده از اين نامساوي و تعريف

( )|| || || || ( ) || || ( ) || || .k k k k k k l k k k kF F F F F R k Nβ β β β= + − ≤ + − = ∀ ∈2 2 2 2 21 1  

  .خوش تعريف است 1-2الگوريتم  .2لم 

αواضح است كه اگر  .برهان +→ || مقداربه ) 9(آنگاه سمت چپ رابطه ميل كند  0 ||kF و سمت راست آن  2

   :داريم 1لم كه از توجه به اين اب.  كندميل مي kR مقداربه 

|| || , .k kF R k N≤ ∀ ∈2  

  .خوش تعريف است 1- 2به اندازه كافي كوچك برقرار و در نتيجه الگوريتم  ،αهر براي) 9(بنابراين رابطه 

  

  همگرايي سراسري  3

براي اين منظور . باشدتحت مفروضات مناسب مي 1- 2الگوريتم  هدف اين بخش اثبات همگرايي سراسري

  :كنيمرا به صورت زير تعريف مي Ω0ابتدا مجموعه تراز  .هاي زير لازم استتعريف و فرض

.{ | || ( ) || || ||}x F x FΩ = ≤0 0 

  

) كهطوريوجود دارد به Ω0 از Ωيك همسايگي  .1-3فرض  )F x و ( )J x ؛هستند شيتسپبر آن پيوسته لي 

   :كهطوريموجود است به L يعني عدد مثبت

)13(                                 || ( ) ( ) || || ||, , ,F y F x L y x x y− ≤ − ∀ ∈Ω  

  و

)14 (                                 || ( ) ( ) || || ||, , .J y J x L y x x y− ≤ − ∀ ∈Ω  

   :گرفت كهتوان نتيجه مي) 14(به سادگي از 

)15 (                                                   || ( ) || , .J x L x≤ ∀ ∈Ω   

}فرض كنيم دنباله   .3لم  }kx  توليد شده باشد، در اين صورت  1-2توسط الگوريتم:   

) دنباله )الف          ){ }l kF همگراست.    

k هر  يازابه   )ب          kxداريم 0≤ ∈Ω0.  

)از تعريف   .برهان )l kF، فترگنتيجه توان مي:   

)16(                                             ( 1) ( ) 1max{ ,|| ||},l k l k kF F F+ +≤   

  :دهد، نتيجه مي)11-9(استفاده از روابط  سوي ديگراز 

)17                       (                               ( )|| || .k k l kF R F+ ≤ ≤2 2
1  

  :دهندنامساوي زير را نتيجه ميبه سادگي   ،)17(و ) 16(روابط 

)18                           (                                   ( 1) ( ).l k l kF F+ ≤  
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)در نتيجه دنباله  ){ }l kF كنـون ا. كامـل اسـت   )الـف ( اثبـات  بنـابراين  ؛سـت  همگـرا   دار و بنـابراين كاهشي، كران 

  :دهدنتيجه مي) 18(متوالي از رابطه كافيست توجه شود كه استفاده 

( ) ( ) || || .l k lF F F≤ =0 0  

) با توجه به تعريف  )l kF ماريو نامساوي اخير د:  

( )|| || || || .k l kF F F≤ ≤ 0  

kxبنابراين   ∈Ω0  دوشمياثبات نيز ) ب(و در نتيجه.  

||}دنبالـه توان نتيجـه گرفـت كـه    لم قبل مي) ب(از قسمت  .1 نتيجه ||}kF عـدد حقيقـي  يعنـي   ؛اسـت  داركـران

M >   :كهطوريموجود است به  0

)19 (                                                   || || , .kF M k N≤ ∀ ∈  
  

||، آنگاهاست) 2( دستگاه جواب يك kdفرض كنيد .4لم  ||kd  است داركراناز بالا .   

  :داريم ينرم ماتريس خواصبا توجه به   .برهان

max|| (   ) ||  ((   ) (   ) )T T T T
k k k k k k k k kJ J I J J I J J Iλ λ λ λ− − −+ = + +1 1

  
  

  max ((   )(   ) )T T T
k k k k k kJ J I J J Iλ λ λ −= + + 1

  

            
min

 
(  ))(   T T

k k k k k kJ J J J Iλ λ λ
=

+ + 22

1
2  

)20                                                                   (                                       kλ−≤ 1

  
  :دهدنتيجه مي) 15( و) 2(اين نامساوي همراه با روابط 

)21  (    || (   ) || || (   ) |||| |||| |||| || || || .T T T
k k k k k k k k k kk k k

L
J J I J F J J J F Fd I Lλ λ λ

µ
− − −= + ≤ + ≤ =1 1 1

                                       

}فرض كنيم دنباله  .5لم  }kx   نامتنـاهي  تعـداد  بـراي ) 10(اگـر رابطـه    ،شـده باشـد  توليـد    1-2توسط الگـوريتم 

||}آنگاه دنباله  ،برقرار باشدkانديس ||}kFهمگرا به صفر است.  

jابتدا براي هر  .برهان ≥   :كنيمرا به صورت زير معرفي مي  jGو jH هايمجموعه ،1

}برقرار است kبراي ) 10(رابطه  { |jH k j= ≤  

                               { , , , } \ .j jG j H= ⋅⋅⋅0 1           
jوقتـي  واضـح اسـت   ،برقرار باشـد  kنامتناهيتعداد براي ) 10(رابطه  اكنون فرض كنيد →  ، تعـداد اعضـاي  ∞

|كند، يعني ميل مي ∞نيز به سمت  jHمجموعه  |jH  .است ∞→

  :دهدنتيجه مي) 10(و ) 9(روابط   در كنار اين واقعيت 
| ||| || ( ) || || || || .k

k k

H
k

i G i H

F F F as kρ ρ+
∈ ∈

≤ = → → ∞∏ ∏1 0 01 0
  

||}بنابراين دنباله  ||}kF  همگرا به صفر است.  
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  .كندرا ثابت مي 1- 2كه همگرايي سراسري الگوريتم بيان كرد قضيه زير را  توان اكنون مي

   آنگاه ،نيابددر تعداد متناهي تكرار خاتمه  1-2الگوريتم اگر ، 1-3تحت شرايط فرض  .6قضيه 

)22                           (                               liminf || || .T
k k

k
J F

→∞
= 0  

τ دفرض كني ،برهان خلفبا استفاده از   .برهان >   :كهطوريموجود باشند به k̂و عدد طبيعي 0

)23        (                                              ˆ|| || , .T
k kJ F k kτ> ∀ >  

  :دهدنتيجه مي  ،k، براي مقادير به اندازه كافي بزرگ  )15( رابطهبا همراه  اين نامساوي

)24                   (                                          || || .kF L τ−≥ 1

  
  عدد طبيعي در نتيجه. برقرار است   kمقادير متناهي فقط براي تعداد) 10(، نامساوي 5با استفاده از لم بنابراين 

k kبراي هر ) 9(موجود است به طوري كه رابطه   0 k≥   :داريم) 9(بنابراين از رابطه  ؛برقرار است 0

) || |ˆ ˆ|| | || |(    ||  – || || ,|k k k k kk k k k
k k k k k k k

k k
k k

k
k

F x d d R d d Fα α σ σα σα α
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

+ ≤ −+ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑
0 0 0 0 0

2 22 2 2 2 2
1 2 3

2

  

  

)اين نامساوي همراه با تعريف  ) ( ) || ||k k l k k kR F Fβ β= + −2 ابطه زير را نتيجه ر ،)19(و ) 9(و روابط  21

  :دهد مي

ˆ ˆ(|| (    || |) || || ) || || | | || || |k k k
k

k
k k k k k

k k k k k k k k
k k

F x d d d d FFα σ σ αα σα α
∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

+ + + ++ −∑ ∑ ∑ ∑
0 0 0 0

2 22 2 2 22 2 2
1 2 3

 

( ) ( )( || || )

.

k k k
k l k k l k

k k

k
k

k
k k

kM

F F F

M

β β

β β

∞ ∞

= =

∞ ∞

= =

≤ ≤

≤ ≤

−

< ∞

∑ ∑

∑ ∑

0 0

0 0

2 2 2

22  

                                               

  :داريم 1- 2مالگوريت 5بنابراين با توجه به گام   

) || ˆ(|| ( || ||| ) || || || | ||| ,|k k k k k
k k k k k k k

k k
k

kF x d dF Fσα α ασ σ+

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

+ + < ∞− +∑ ∑ ∑ ∑
0 0 0 0

2 22 2
1 1 2 3

2 2 2 2  

  يك نتيجه بديهي اين رابطه، رابطه

|| || ,k k
k k

Fα
∞

=
< ∞∑

0

2 2

  

lim بنابراين . است || ||k kk
Fα

→∞
=   :داريم) 24(پس با توجه به  ،0

)25              (                                                    lim kk
α

→∞
= 0  

k اگر 
k r

αα   :دهندنتيجه مي) 11(و ) 9( آنگاه روابطباشد  =

) ||ˆ ˆ||  (   ||  –|| || || .|| ||k k k k k k kk k k k kF x d d R d d Fα α σ α σ α σ α+ > −+ −2 2 2 2 2 22
1 2

2
3  

  

  :دهدرا نتيجه مي رابطه زيربرقراري  ،1استفاده از لم اكنون 
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ˆ ˆ||  (   ) || || || || |||  – || ||| || .k k k k kk k kk k k kF x d d F d d Fα α σ α σ α σ α+ − −+ − >2 2 2 22
3

2 22
1

2
2  

  

  :داريم ،)13(رابطه  واين نامساوي  استفاده ازبا 
ˆ ˆ(  || || ||| || || || ) ( ) || || )|  (   ||k kk k k kk k kkd d F x d FF dα σ σ σ α α+ > + −+−+ 2 2

1 2 3
2 2 2 2 2

  
      ( ) )ˆ ˆ (   ||  (  ) || T

k k k kk k k k k kk k kF x d d F x dF F Fdα α α α= − + − −+ + −+2 2 22     
)26(                  ˆ ˆ (    (|| || || | ).) ) |(T

k k kk k k kk k kF FF x d d L d dα α α+ − +≥ − + −2 2 2 222 

  

  :دهدنتيجه مي را )14(و ) 2(،  )19(،  )13(روابط  ،مقدار ميانگين قضيهاستفاده از  گريد از طرف
ˆ (( )  )T

k k k k kk kF x dF Fdα α+ + −2

  
 ˆ (    (   ( ) )) ( )(  )T T

k k k k k k kk kk kk kkF x d d F x d F xF F Fdα α α α+ + += + − + −2

     

             
ˆ|| || ( ( ) )T T

k k k k k k k k k k k k kLM d F J d F J x t d J d dtα α α α≤ + + + −∫
12

0
   

)27        (             ˆ|| || ( ) || || .T T
k k k k k k k k k kLM d d J J I d LM dα α λ α≤ − + +2 21

2  

  

}maxعدد مثبت براي ) 27(و ) 26(با توجه به روابط  , , , }c L L LMσ σ σ= + +2 2
1 1 2 3   :داريم  2

 
( )

ˆ ˆ(|| || || || || || || || || ||)

T T
k k k k k

k

k k k k k

d J J I d

c d d F d d

λα +≥
+ + + +2 2 2

1

  

)28 (                        .
ˆ ˆ(|| || || || || || || || || ||)

T
k k k

k k k k k

d d

c d d F d d

λ≥
+ + + +2 2 2

1
  

  

  :كه دهدنتيجه مي را )24(و  )21(، )20( ،)15(، )13(، )4( ،)2( استفاده از روابط

  || (ˆ   ) ( ) ||| || |T T
k k k k kk J J I J F yd λ −+= 1         

                    
|| (   ) ( ( ) ) || || (   ) ||T T T T

k k k k k k k k k k kJ J I J F y F J J I J Fλ λ− −≤ + − + +1 1

                 
|| || || ||k k kL d dλ−≤ +2 1

  
( ) || ||k

L
d

µτ
≤ +

3

1 

)29(  ( ) .
L L

µτ µ
≤ +

3

1 
  

limاگر  inf || ||kk
d

→∞
=   :خواهيم داشت) 15(و ) 2(آنگاه با توجه به روابط  ،باشد 0

lim inf || || lim inf || ( ) || ,T T
k k k k k k

k k
J F J J I dλ

→∞ →∞
= + = 0  

τ1بنابراين عدد مثبت ؛در تناقض است) 23(كه با رابطه    :هموجود است ك  
lim inf || || .kk

d τ
→∞

≥ 1  
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}كه دنباله دشونتيجه مي) 24(و ) 19(، )29(، )21(، )28(نامساوي همراه با روابط  ايناز  }kα  دور از صفر كراندار

 .بنابراين فرض خلف باطل و حكم برقرار است؛ است) 25(با در تناقض  كه  ،است

  

  همگرايي مكعبي  4

در ابتدا چند لم . مكعبي دارد همگرايي ،1ط كران خطاتحت شر 1-2شود كه الگوريتم مي نشان دادهدر اين بخش 

  .گرددهمگرايي مكعبي  بيان ميقضيه  و سپس ارايه مهم

- باشد به nRاز  زير مجموعهيك  Dو) 1( مساله هايجوابتمام  مجموعه X*فرض كنيد .1-4تعريف 

D*كه  طوري X φ∩ ||در اين صورت . باشد ≠ ( ) ||F x  را دارد ) 1( مسالهشرط كران خطاي موضعي براي

  :كهبه طوري ،موجود باشد c هرگاه ثابت مثبت

 )30                                (              *|| ( ) || ( , ) ,F x c dist x X x D≥ ∀ ∈
  

كه در آن  
*

*( , ) inf || ||
y X

dist x X x y
∈

= −.  

   :يعني. باشد kxبه نقطه  X*مجموعه ترين بردار ازنزديك، kxشود كه در ادامه فرض مي

)31                             (                 *|| || ( , ).k k kx x dist x X− =    

  .هاي زير نياز داريمدر جهت اثبات همگرايي مكعبي به فرض

  .2- 4فرض 

* داراي يك جواب) 1( مساله.  1 *x X∈ است.  

)توابع  .2 )F x و( )J x بر*( , )N x bيعني اينكه عدد مثبت ؛هستند شيتسپيوسته ليپ L كه موجود است:  

)32 (                         *|| ( ) ( ) || || ||, , ( , ),F y F x L y x x y N x b− ≤ − ∀ ∈  

  و

)33 (                          *|| ( ) ( ) || || ||, , ( , ).J y J x L y x x y N x b− ≤ − ∀ ∈  

  :كه در آن
* *, ( , ) { | || || }.nb N x b x R x x b< < = ∈ − ≤0 1  

3 .( )F x   به طور پيوسته مشتق پـذير اسـت و || ( ) ||F x  روي) 1( مسـاله خطـاي موضـعي بـراي     شـرط كـران  در  
*( , )N x b  كندصدق مي.  

  :شود كهشيتس ماتريس ژاكوبي به سادگي نتيجه مياز پيوستگي ليپ .3- 4تذكر 

)34 (                      *|| ( ) ( ) ( )( ) || || || , , ( , ).F y F x J x y x L y x x y N x b− − − ≤ − ∀ ∈2  

}و دنباله است برقرار  2-4فرض كنيد شرايط فرض  .7لم  }kx  در ايـن   توليـد شـده باشـد،     1-2توسط الگوريتم

  :صورت داريم

1. 
     

|| || (|| ||)k k kO x xλ = − 

                                                           
1 Error bound condition 
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2. 
     

|| || (|| ||)k k kd O x x= − 

3.        ˆ. || || (|| ||)k k kd O x x= − 

  :ي زير برقرار است، رابطه)30(با توجه به شرط كران خطاي موضعي   .برهان

)35                                 (                || ( ) || || || .k k k kF x c x xλ µ µ= ≥ −
) ازاز طرف ديگر    )kF x =   :شودنتيجه مي، )32(طه و راب 0

)36              (          || ( ) || || ( ) ( ) || || || .k k k k kF x F x F x L x xλ µ µ µ= = − ≤ −
   .آمده است ]3[در  )3(و ) 2( هايگزاره اثبات. ددهنتيجه مي درستي اولين گزاره را) 36(و ) 35(روابط   

}برقرار است و دنباله  2-4فرض كنيد شرايط فرض  . 8لم  }kx  در اين  توليد شده باشد،  1- 2توسط الگوريتم

  :صورت داريم

1. 
            

|| || (|| ||)k k k k kF J d o x x+ = − 

2. 
                  

|| ( ) || (|| ||)k k kF y o x x= − 

3.       ˆ|| ( ) || (|| ||)k k k k kF y J d o x x+ = −. 

 .باشدمي ]6[از   4-3اثبات اين لم مشابه اثبات لم   .برهان

}و دنباله است برقرار  2-4فرض فرض كنيد شرايط  .9قضيه  }kx  در اين  توليد شده باشد،  1-2توسط الگوريتم

} صورت دنباله }kx  به طور مكعبي به*x
 

.همگراست
    

  

c ثابت،   8و  7هاي و لم) 34(رابطه توجه به   با  .برهان >3   :كهوجود دارد  0
ˆ ˆ ˆ ˆ|| ( ) || || ( ) ( ) || || ( ) ||k k k k k k k k k k k k k kF x d d F x d d F J d d F J d d+ + ≤ + + − − + + + +  

ˆ ˆ(|| || || || ) || || || ( ) || || ( ) ||k k k k k k k k kc d d F J d F y J d F y≤ + + + + + +2 2
3  

)37                            (                                                                (|| ||).k ko x x≤ −
}دنباله بنابراين    }kr همگرا به صفر موجود است كه  

)38            (                    ˆ|| ( ) || || || || ||,k k k k k k k kF x d d r x x c r F−+ + ≤ − ≤ 1

}دنباله  چون .برقرار است) 30(كه در آن نامساوي آخر به دليل شرط كران خطاي موضعي    }kr  همگرا به صـفر و

c ρ لذا ؛باشديك عدد ثابت مثبت ميk N∈1  كهموجود است به طوري:  

 )39                                          (                  , .kr c k kρ< ∀ ≥ 1
  :شودنتيجه مي) 39(و ) 38(وابط از ر  

)40                         (             ˆ|| ( ) || || ||, .k k kkF x d F kd kρ+ + ≤ ∀ ≥ 1   

kαداريمهمواره ، kبنابراين براي مقادير به اندازه كافي بزرگ =   :بنابراين ؛1
ˆ , .kk k kdx x d k k+ = + + ∀ ≥1 1  

   .شودآن صرف نظر مي ي مجددارايهاز بنابراين  است و  ]3[ موجود در ه استدلالابشمطور كامل ادامه اثبات به
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 نتايج عددي  5

ماركوارت اصلاح -معروف لونبرگ الگوريتمدو در اين مقاله با شده  ارايه 1- 2الگوريتم  هدف اين بخش مقايسه

مقادير  در كنارها الگوريتممخفف اسامي  ،نمايش ساده يك  براي .باشدبراي حل معادلات غيرخطي ميشده 

  .گيريممينظر در را به شرح زير  الگوريتمهر پارامترهاي ثابت  انتخاب شده براي 

• MLMF  :3[ماركوارت اصلاح شده توسط فن -الگوريتم لونبرگ [ 

/ , / , / , / , .p p p mµ −= = = = = 6
0 1 2 10 0001 0 25 0 75 0 1 10 

  

• MLMZ  :6[ماركوارت اصلاح شده توسط زو -الگوريتم لونبرگ[ 

/
/ , / , / , / , .

k

krσ σ σ ρ µ ε= = = = = = =1 2 3
0 50 005 0 8 0 5 0 01

10
  

• MLMN  : 1- 2الگوريتم  

/ , / , / , / , , .k k
r Nσ σ σ ρ µ β= = = = = = = =1 2 3

10 005 0 8 0 5 0 01 5
2  

زيـر  بـه صـورت    ]8[كـه مشـابه بـا     ،تست منفرد مسايليك مجموعه از  روي الگوريتمهر سه براي مقايسه مناسب، 

) ابتدا فرض كنيد كه. گرديد شود، اجراساخته مي )F x باشـد، يـك    ]7[ انتخاب شده از يك تابع تست استاندارد

  .توان ساختبي منفرد را از آن به صورت زير ميبا ژاكو جديد تابع
* *ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),T TF x F x J x A A A A x x−= − −1  

  

kبراي  كه در آن n≤ ≤1 ،n kA R )يك جواب معادلـه   x*ويك ماتريس با رتبه ستوني كامل  ∋× )F x = 0 

  واضح است كه  .باشدمي
* *ˆ( ) ( )( ( ) ),T TJ x J x I A A A A−= − 1  

  

nرتبه  ماتريس از يك k− است و*ˆ ( )F x = ˆالبته. 0 ( )F x  هاي ديگري نيز داشته باشـد كـه   ممكن است ريشه

)ريشه  )F x = nماتريس مقاله مادر اين  .نيستند 0 kA R   :كنيمرا به صورت زير تعريف مي ∋×

[ , , , ] .T nA R ×= ⋅⋅⋅ ∈ 11 1 1  
  

nرتبه ازمنفرد  مسايليك مجموعه از  انتخاببا اين  متوقـف  يـك الگـوريتم    ،در كليه اجراهـا  .گرددتوليد مي 1−

  :اگرشود مي

|| || ,T
k kJ F −≤ 410  

اول  مسـاله  5ها بـر روي  ريتمنتايج عددي حاصل از اجراي الگو. تجاوز كند 1000از  ي مورد نيازتعداد تكرارهايا 

 ،nبا نقاط شروع و مقادير متفـاوت   ،مسايلهمراه با توابع توسعه يافته متناظر با آن  ]7[موري و همكاران  مسايلاز 

  . شده است ارايه 1 لدر جدو
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  آزمون مسايلها بر روي نتايج عددي اجراي الگوريتم. 1جدول 

NS
? 

MLMN  
NF/NJ/NT

 
NS? 

MLMF  
NF/NJ/NT

 
NS? 

MLMZ  
NF/NJ/NT

 
n

 
x 0 

Problem
 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

29/15/59 

23/12/47 

21/11/43 

27/14/55 

37/19/75 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

197/53/303 

21/11/43 

175/45/265 

89/37/163 

55/23/101 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

29/15/59 

23/12/47 

21/11/43 

34/16/66 

56/24/104 

 

 

2 

 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Rosenbrock 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

33/17/1733 

33/17/1733 

33/17/1733 

41/21/2141 

59/30/3059 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

107/45/4607 

131/46/4731 

87/41/4187 

103/48/4903 

49/22/2249 

- 
Y 
Y 
- 
Y 

- 

33/17/1733 

33/17/1733 

- 

59/30/3059 

100 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Extended  
Rosenbrock  

 
 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

17/9/53 

11/6/35 

11/6/35 

17/9/53 

21/11/65 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

17/9/53 

11/6/35 

11/6/35 

17/9/53 

21/11/65 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

17/9/53 

11/6/35 

11/6/35 

17/9/53 

21/11/65 

4 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Powell  
Singular 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

17/9/917 

13/7/713 

13/7/713 

17/9/917 

31/16/1631 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

17/9/917 

13/7/713 

13/7/713 

17/9/917 

23/12/1223 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

17/9/917 

13/7/713 

13/7/713 

17/9/917 

31/16/1631 

100 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Extended  
Powell 
Singular 

N 
N 
N 
- 
- 

84/33/3384 

13/7/713 

15/8/815 

- 

- 

- 
N 
- 
- 
- 

- 

685/237/24385 

- 

- 

- 

N 
N 
N 
N 
- 

201/56/5801 

65/18/1865 

205/37/3905 

1009/135/14509 

- 

100 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Extended  
Powell Badly Scaled 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

25/13/77 

19/10/59 

21/11/65 

23/12/71 

35/18/107 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

25/13/77 

19/10/59 

21/11/65 

23/12/71 

27/14/83 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

25/13/77 

19/10/59 

21/11/65 

23/12/71 

59/24/155 

4 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Wood  

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

29/15/1529 

21/11/1121 

23/12/1223 

31/16/1631 

137/41/4237 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

27/14/1427 

21/11/1121 

21/11/11121 

23/12/1223 

105/41/4205 

Y 
Y 
Y 
Y 
Y 

29/15/1529 

21/11/1121 

23/12/1223 

30/15/1530 

157/42/4357 

100 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Extended Wood 

N 
Y 
N 
N 
N 

11/6/29 

1/1/3 

13/7/34 

13/7/34 

11/6/29 

N 
Y 
N 
N 
N 

11/6/29 

1/1/3 

11/6/29 

13/7/34 

11/6/29 

N 
Y 
N 
N 
N 

11/6/29 

1/1/3 

13/7/34 

13/7/34 

11/6/29 

3 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Helical Valley  

N 
Y 
N 
N 
N 

13/7/706 

1/1/100 

15/8/807 

15/8/807 

15/8/807 

N 
Y 
N 
N 
N 

13/7/706 

1/1/100 

15/8/807 

29/12/1217 

15/8/807 

N 
Y 
N 
N 
N 

13/7/706 

1/1/100 

15/8/807 

15/8/807 

15/8/807 

 

 

99 

 

 

-10 

-1 

1 

10 

100 

Extended  
Helical Valley  

  

−xنقطه شروع   5با  مسالههر  010 ،x− 0 ،x0 ،x010  وx0100    اجرا گرديده است كـه در آنx0     همـان بـردار اوليـه

، تعداد محاسبه تابع و تعـداد محاسـبات مـاتريس    1در جدول. باشدمي] 7[پيشنهاد شده توسط موري و همكاران در 

"ژاكوبي به ترتيب با نمادهاي  "NF  و" "NJ با توجه بـه اينكـه بـراي معـادلات غيرخطـي      . استنشان داده شده

بنـابراين در جهـت يـك مقايسـه      ؛برابر هزينه محاسبه مقـدار تـابع اسـت    nمعمولا هزينه محاسبه ماتريس ژاكوبي 

  :مناسب، از مقدار
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*NT NF n NJ= +  
"حـرف   .شـده اسـت  هـا اسـتفاده   راي مقايسه الگوريتمب كل، محاسبهبه عنوان تعداد  "Y      در سـتوني كـه بـا عنـوان

" ?"NS بـه جـواب    با موفقيت مساله آنالگوريتم روي است كه آن در جدول نام گذاري شده، نمايانگر اين*x 

"اما  مفهوم حرف  ؛ه استديرس N بـه  . است توليد نموده x*جوابي غير از  الگوريتم در اين مكان اين است كه "

به دلايلـي موفـق بـه توليـد جـواب       الگوريتم گرديده و يا 1000از  تر بيشكه تعداد تكرارها  اجرا علاوه حالاتي در

"علامت با در جدول نگرديده،  شده همگي نشانگر برتري الگوريتم جديـد   ارايهنتايج  .ه استدشنمايش داده  −"

را بـا   مسـايل درصد از  78 تقريباً الگوريتم جديد كه ودنممشاهده توان مي 1از جدول . هاي ديگر استبر الگوريتم

)حداقل تعداد محاسبات كل )NT  الگوريتم كه جايي ،كرده استحل MLMF ًالگـوريتم  رصـد و د 67 تقريبا

MLMZ را بـا حـداقل تعـداد محاسـبات كـل      مسـايل درصد از  64 تنها( )NT   چنـين تعـداد   مه. كننـد حـل مـي

ه دهـد ك ـ ايـن نتـايج نشـان مـي    . است الگوريتم ديگر دو هايشكستتر از تعداد كم الگوريتم جديدها در شكست

   .استموثر كارا و يك الگوريتم  جديدوريتم الگ
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