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  با دو قید خطی  توسیع یافته اطمینان  ناحیه ي مسالهزیر   الگوریتم کارا برايیک  

  
   2*مازیار صلاحی، 1اکرم طاعتی

  دانشجوي دکتري، دانشگاه گیلان، دانشکده علوم ریاضی، رشت، ایران  -1
  ، رشت، ایراندانشکده علوم ریاضیدانشگاه گیلان،  ،دانشیار -2

  
  

   1394  آذر 20: مقاله دیرس
 1395  اردیبهشت 9 :مقاله رشیپذ

  
  چکیده

روي یک گوي است، نقـش کلیـدي در   ي دوم  درجهیک تابع سازي  ي مینیمم که در واقع مساله (TRS)اطمینان   ي ناحیه زیر مساله
متعددي براي حـل  هاي کاراي  الگوریتم، که لزوماً محدب نیستعلی رغم این  کند و نامقید ایفا میسازي غیرخطی  حل مسایل بهینه

اي بـا قیـود خطـی اضـافی      مسـاله به  اطمینان  ناحیه ي مسالهاخیراً توسیع زیر .  شده است ارایهدر ابعاد بزرگ براي حل آن به ویژه  آن
درون   توسیع یافتـه  ي مسالهکه قیود خطی  هنگامیدهد  لعات انجام شده نشان میمطا. گرفته است مورد توجه بسیاري از محققان قرار

در هر صورت . سازي مخروطی به دست آورد بهینه ي مسالهتوان از طریق حل یک  را می  ي مساله بهینهجواب  ،گوي اشتراك ندارند
توسـیع   اطمینان  ناحیه ي مسالهدر این مقاله حل . تسازي مخروطی در ابعاد بزرگ و حتی در ابعاد متوسط عملی نیس حل مسایل بهینه

هاي موجـود   جدیدترین الگوریتم. یافته با دو قید خطی بدون در نظر گرفتن هیچ شرطی روي قیود آن مورد مطالعه  قرار گرفته است
مقـدار   ي مسـاله حـل یـک    را از طریـق  مسـاله  آن کـه   غیر سراسـري  مینیمم موضعی ي و محاسبه اطمینان  ناحیه ي مسالهبراي حل زیر

در پایـان کـارایی الگـوریتم    . شـود  توسـیع یافتـه در ابعـاد بـزرگ توسـعه داده مـی       ي مسالهکنند براي حل  یافته حل میي تعمیم  ویژه
  .شود ارزیابی میتصادفی اي از مسایل  پیشنهادي روي دسته

  
  .سازي سراسري ي تعمیم یافته، بهینه مقدار ویژهي  مساله، اطمینان توسیع یافته  ي ناحیه زیر مساله: يکلیدکلمات  

  
  
    مقدمه 1

  :زیر را در نظر بگیرید (eTRS) ي اطمینان توسیع یافته  ناحیه ي مساله
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nکه در آن  nA  ،ماتریس متقارن, nb b 1 2 ،,  1 و 2   . لیمسادر حل سایر  لیمسااین دسته از 
 لیمسـا و همچنـین در حـل   ] 1،2[اطمینـان    ناحیـه د بـه روش  مقی ـناازي س ـ بهینـه  لیمساسازي غیرخطی به ویژه در حل  بهینه

در حـــالتی کـــه. دشـــو مـــی ظـــاهر] 3[ (SQP)متـــوالیي دوم  درجـــهریـــزي  ســـازي غیرخطـــی بـــه روش برنامـــه بهینـــه
( , ) ( , ), ,i ib i    1 ایـن کـه لزومـاً    رغم  که علیمعروف است  (TRS)اطمینان   ناحیه ي مسالهبه زیر  )1( ي مساله، 2

تـوان در   هـا را مـی   آن ي کـه پایـه واسـاس همـه    ] 8-4[شده اسـت   ارایهارایی براي حل آن هاي ک ، الگوریتممحدب نیست
را از طریق حـل یـک    (TRS) ي مساله] 5[پیشنهادي در منبع الگوریتم در این بین . شرایط بهینگی لازم و کافی آن دانست

ل یمسـا  کـاراي موجـود بـراي حـل    هـاي   گیري از الگوریتم این روش با بهره. کند یافته حل میي تعمیم  ویژهمقدار  ي مساله
بـین   ارتبـاط  ،همچنین .تسکارادر ابعاد بزرگ بسیار  (TRS) ي مسالهبزرگ براي حل  هاي تنک و ي ماتریس ویژه مقدار
 ي مسـاله دهـد   نشـان مـی   ،به آن پرداخته شده است] 9[منبع  درکه معین   ریزي نیمه و برنامه (TRS) ي مسالههاي حل  روش
 (TRS) ي مسـاله ي  بهینهتوان جواب  یک می  رتبه ي دقیق است و با استفاده از تجزیه (TRS) ي مسالهسازي نیمه معین  آزاد

  .]9[ به دست آوردآن ي آزادساز ي مسالهرا از جواب 
-9[ تحقیق بسیاري از مقالات قرار گرفته استاي با قیود خطی اضافی موضوع  مسالهبه  (TRS) ي مساله یعتوساخیراً 

 یافتـه  توسـیع  ي مسـاله  آزادسـازي نیمـه معـین     ي مسـاله ، (TRS) ي مسالهبر خلاف دهد  نشان میمطالعات انجام شده  ].15
آزادسـازي نیمـه    ي مسـاله  بیان شرایطی بوده اسـت کـه تحـت آن   مطالعات انجام شده  از تعداديهدف . دقیق نیست لزوماً

انـد   پرداختـه  جدیدآزادسازي  ي مسالهیک  معرفینیز به  از مقالات تعدادي. ] 11،10[دقیق است  (TRS)هاي  معین توسیع
 .]13،12[ دآی ـ به دست میآزادسازي نیمه معین  ي مسالهو قیود خطی به ي دوم  درجهزودن تعدادي قیود مخروطی که با اف

را از حل   مسالهي  بهینهتوان جواب  میتوسیع یافته،  ي مساله ي براساس ماهیت قیود خطی تشکیل دهندهدر برخی از موارد 
 ي مسالهکرانی بهتر از کران به دست آمده از  توان می نیز د و در برخی از مواردآن به دست آور آزادسازي جدید ي مساله

,،توسـیع یافتـه   ي مسـاله قیـد خطـی    mکـه   هنگامی .به دست آورد ینعآزادسازي نیمه م ,...,T
i ib x i m  درون  ،1

||گوي  ||x 2 دسـت  محـدب زیـر بـه     ي مسـاله  حل با توان را می توسیع یافته ي مسالهي  بهینهجواب ندارند،   اشتراك
  :]12[ آورد
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پذیر است و این بدان معناست که حتی تحـت   مخروطی تنها در ابعاد کوچک امکانسازي  بهینه لیمسادر هر صورت حل 

در  حتـی و یـا  در ابعاد بزرگ  (eTRS)توان از آن براي حل  نمی ،معادل است )2(ي مسالهبا  (eTRS) ي مسالهیطی که اشر
نویسـندگان بـا    .قید خطی اضافی مورد مطالعه قرار گرفته است mبا  (TRS) ي مساله] 11[در منبع . بهره بردمتوسط  ابعاد

، نشـان دادنـد   ]16[ (TRS) ي تکیه بر نتایج به دست آمده توسط مارتینز در خصوص مینیمم موضعی غیـر سراسـري مسـاله   
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هـاي   و جـواب  (TRS) ي مسـاله  از میان مینیمم موضعی غیر سراسـري  توان مورد مطالعه را می ي مساله ي جواب بهینه
لازم به ذکر است که هیچگونـه نتـایج   . کرد، تعیین زیر مسایل ناحیه اطمینان ازاي  به دست آمده از حل دنباله ي بهینه

دسـتگاه  یـک  در هر تکرار به حـل  ه توسط مارتینز شد ارایهالگوریتم   .نویسندگان مقاله گزارش نشده استعددي توسط 
زیـر   ]14[منبـع   در. رسـد  بـر بـه نظـر مـی     بـزرگ هزینـه   در ابعاد  مسالهبراي حل از این رو  ،معادلات خطی نامعین نیاز دارد

شرط تحت مذکور  ي مقالهدر . قرار گرفته است موضوع تحقیق نویسندگان اضافی با یک قید خطی اطمینان  ناحیه ي مساله
زي و سـا  بـا اسـتفاده از روش قطـري   حـداقل دو اسـت،    A ي مـاتریس  ویـژه ترین مقدار  اینکه چندگانگی جبري کوچک

بـا توجـه    .شود محدب مقید حل می ي دومتغیره ي مسالهمورد مطالعه از طریق حل یک  ي مساله استفاده از دوگانی لاگرانژ
در   مسـاله نیازمند است، استفاده از ایـن روش بـراي حـل     A ي ماتریس ویژهمقادیر  ي به تجزیهسازي  به اینکه روش قطري

در ابعاد بزرگ مورد توجـه  با یک قید خطی اضافی  (TRS) ي مسالهحل ] 15[در منبع اخیراً . باشد ابعاد بزرگ مناسب نمی
را همانند مینیمم سراسري آن  (TRS) ي مسالهشود که مینیمم موضعی  ابتدا نشان داده می در منبع مذکور. قرار گرفته است

 اکارالگوریتمی قعیت، سپس با استفاده از این واي تعمیم یافته محاسبه کرد،  ویژهمقدار  ي مسالهتوان از طریق حل یک  می
  .شده است ارایهاد بزرگ عدر اب همورد مطالع ي مسالهبراي حل 

گیـري از   بـا بهـره  . گرفته استبا دو قید خطی اضافی مورد توجه قرار  اطمینان  ناحیه ي مسالهپژوهش حل زیر  در این
از طریق حل یک  توان را می (TRS) ي مسالهدهند مینیمم موضعی و سراسري  جدیدترین نتایج به دست آمده که نشان می

مـورد مطالعـه در ابعـاد بـزرگ پیشـنهاد       ي مسـاله بـراي حـل    اکـار الگـوریتمی  یافته حل کرد، ي تعمیم  ویژهمقدار  ي مساله
در . کنـد  یافتـه حـل مـی   ي تعمـیم   ویـژه مقدار  ي مسالهرا از طریق حل تعدادي   مسالهدر واقع الگوریتم پیشنهادي   .شود می

  .گیرد مورد ارزیابی قرار می تصادفیاي از مسایل  پایان کارایی روش پیشنهادي روي دسته
  
  نمادگذاري  1-1

minایــن مقالــه، در سرتاســر  ( )A ي مــاتریس ویــژهتــرین مقــدار  بــه کوچــکA ،( )Range A بــه بــرد مــاتریسA و
( )Null A به فضاي پوچ ماتریسA بـه صـورت   ) نیمه معین مثبـت (همچنین ماتریس معین مثبت  .کند اشاره میA   

ܣ( ≽   .کند به ماتریس همانی اشاره می Iشود و داده مینشان ) 0
  
  الگوریتم پیشنهادي  2 

 ي مسـاله در غیـر ایـن صـورت     چون ؛یستنزاید   )1( ي مسالهکنیم هیچ یک از قیود خطی  در سرتاسر این مقاله، فرض می
مـورد مطالعـه   ] 15[و ] 5[شـود کـه در منـابع     اضافی تبدیل میبا یک قید خطی  (TRS) ي مسالهیا  (TRS) ي مسالهبه    )1(

 .کنـیم  آن در دو حالت جداگانه بررسی مـی  ي را براساس ماهیت قیود خطی تشکیل دهنده )1( ي مسالهحل . اند قرار گرفته
Tb ي گیـریم کـه دو ابرصـفحه    حالـت اول را حـالتی در نظـر مـی     x 1 Tbو  1 x 2 x درون گـوي    2 2   هـیچ

Tbکه  xبه عبارت دیگر به ازاي هر. ندارنداشتراکی  x 1 Tbو  1 x 2 ||آنگاه  2 ||x 2 . حالت دوم حالتی است
Tbبـه طـوري کـه    وجـود دارد  ي xیعنـی   ؛کننـد  ي یکـدیگر را قطـع مـی   که دو ابرصـفحه مـذکور درون گـو    x 1 1  ،
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Tb x 2 xو 2 2   .ي دو ابرصـفحه . کنیم که هـر یـک از ایـن حـالات بـه آسـانی قابـل شناسـایی اسـت          توجه می 
Tb x 1 Tbو 1 x 2 bموازي هستند اگر و فقط اگر  2 b1 2 ي کـه دو ابرصـفحه   را در نظر بگیریـد حال حالتی . باشد 

  ي دوم  درجه بهینه سازي ي مسالهي  بهینهجواب  x*فرض کنید. مذکور موازي نیستند
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||*اگــر . اسـت  ||x 2  درون گـوي    ، آنگــاه دو ابرصــفحهباشـدx 2 دو  در غیـر ایــن صــورت . اشــتراك دارنــد
  . کنند یکدیگر را قطع می یا روي گوي گوي خارج از ابرصفحه 

Tb ي دو ابرصفحه 2-1 x 1 Tbو  1 x 2 x درون گوي 2 2
  اشتراکی ندارند هیچ 

  :ل زیر را در نظر بگیریدیمسا. شود پیشنهاد می )1( ي مسالهبراي حل  1الگوریتم در این حالت   
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  .1 الگوریتم
*فرض کنید . را حل کنید  (TRS) ي مساله .گام اول

gx   اگـر   ي آن اسـت،  جـواب بهینـه*T
gb x 1 T*و  1

gb x 2 2

*، آنگاه باشد
gx  در غیر این صورت به گام دوم بروید. بنابراین متوقف شوید نیز است،  )1( ي مسالهي  بهینهجواب.  

x*،  (TRS) ي مسالهمینیمم موضعی  .گام دوم اگر . ا در صورت وجود محاسبه کنید، ر*Tb x 1 1 و *Tb x 2 2  ،
*x   هـا را نیـز بـه     آن ي را حـل کنیـد و جـواب بهینـه     )4(و  )3(ل یمسـا . را به عنوان کاندیداي جواب بهینه در نظر بگیرید

مقـدار تـابع هـدف، جـواب      تـرین  کـم ، جواب بـا  ي موجودها جواباز میان . عنوان کاندیداي جواب بهینه در نظر بگیرید
  .است )1( ي مسالهي  بهینه

  
Tbي   ابر صفحهدو  2-2 x 1 Tbو  1 x 2 xدرون گوي  2 2 کنند یکدیگر را قطع می  

  .ل زیر را در نظر بگیریدیمسا .شود پیشنهاد می )1( ي مسالهبراي حل  2در این حالت الگوریتم 
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)6                                   (                                                                          || || ,
,

.

T T

T

T

Min x Ax a x

x
b x
b x















2

1 1

2 2

1
2

   

  .2الگوریتم
*فرض کنید . را حل کنید  (TRS) ي مساله .گام اول

gx   اگـر  . ي آن اسـت  جـواب بهینـه*T
gb x 1 T*و  1

gb x 2 2 
*، آنگاه باشد

gx  در غیر این صورت به گام دوم بروید ،بنابراین متوقف شویدنیز است؛   )1( ي مسالهي  بهینهجواب.  
x*،  (TRS) ي مسالهمینیمم موضعی  .گام دوم   ،اگر. را در صورت وجود محاسبه کنید*Tb x 1 1 و*Tb x 2 2  ،

*x  هـا را نیـز بـه     ي آن بهینـه را حـل کنیـد و جـواب    ) 6(و )  5( مسایل ندیداي جواب بهینه در نظر بگیرید،را به عنوان کا
مقـدار تـابع هـدف، جـواب      تـرین  کـم ، جواب بـا  ي موجودها جواباز میان . عنوان کاندیداي جواب بهینه در نظر بگیرید

  .است )1( ي مسالهي  بهینه
  
  2و 1ل موجود در الگوریتمیحل زیر مسا  3

  .پردازیم می 2و  1الگوریتم ل موجود دریحل هر یک از زیر مسا یاتجزئ در این بخش به
  
    (TRS)ي مساله  3-1

کـه پایـه و   شـده اسـت    ارایه  (TRS)ي مسالهبراي  متعدديکاراي  هاي که در مقدمه اشاره شد تاکنون الگوریتم طور همان
]  5[شـده در منبـع    ارایـه در ایـن مقالـه الگـوریتم     . توان در شرایط بهینگی لازم و کافی آن دانسـت  ها را می همه آناساس 

 ي مسـاله را از طریق حـل یـک    زیر مقیاس شده  (TRS)ي مسالهشود که قادر است  پیشنهاد می   (TRS)ي مسالهبراي حل 
  :یافته حل کندي تعمیم  ویژهمقدار 

)7(                                                                                                 
,

T T

T

Min x Ax a x

x Bx 





1
2  

گیـري از   الگـوریتم مـذکور کـه بـر پایـه نتـایج زیـر اسـتوار اسـت، بـا بهـره           . یک ماتریس معین مثبت است B که در آن
در   (TRS)ي مسـاله تنـک، بـراي حـل     هاي بزرگ و ي ماتریس ي مقدار ویژه مسالههاي کاراي موجود براي حل  الگوریتم

* .ستاکارابعاد بزرگ بسیار 
gx اگر است اگر و فقط )7( ي مسالهي  جواب بهینه*

g   5[به طوري که  وجود دارد[  
)8                                (                * *( ) ,g gA B x a     
)9                                    (            * * ,T

g gx Bx    
)10                                  (                        * * *( ) ,T

g g gx Bx      
)11                                       (                                 *  .gA B                                                                                                   

به ازاي هر ضریب . )]5([1لم    کند، داریم  صدق می) 10(تا ) 8(که در روابطdet( ( ))M    که:  
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( ) .T

B A B
M aaA B







  
    
  

  

*فرض کنید ]). 5([ 1ي  قضیه *( , )g gx   با  ) 7( ي مسالهي  بهینهیک جواب* *T
g gx Bx  در این صورت ، باشد

*ضریب لاگرانژ بهینه،
g حقیقی ماتریس ي مقدار ویژه ترین بزرگ، با( )M  و  برابر است* [ , )g n    کهn 

Aترین مقدار ویژه  بزرگ B *به علاوه اگر . است  
g n  آنگاه ،*

g Tx y
a y


  1
2

yکه در آن  
y
 
 
 

1

2
بردار   

) ي ویژه )M  ي متناظر با مقدار ویژه*
g  داریماست و همچنین Ta y 2 .  

  
  ) ]5[ )٧( ي مسالهحل ( 3الگوریتم 
0Axدستگاه معادلات خطی . گام اول a  0اگر . را با استفاده از روش گرادیان مزدوج حل کنید 0

Tx Bx  ،
0x را به عنوان کاندیداي جواب بهینه درنظر بگیرید.  

) ي حقیقی ویژهمقدار  ترین بزرگ . گام دوم )M  ،*
g آن،  باي متناظر  ویژه، و بردارy

y
 
 
 

1

2
را محاسبه کنید به  

  طوري که 

                                                                                * .n nT
g

n n

B A y O B y
aa y B O yA









 
                      

1 1

2 2
  

1yاگر  .گام سوم  ) 410به طور پیش فرض  ( ي مسالهآنگاه )هاي چهارم  مگا. سخت است ي یک نمونه )7
  .در غیر این صورت به گام هفتم بروید تا ششم را اجرا کنید،

:*ماتریس . گام چهارم
d

T
g i i

i
H A B Bv v B 



   
1

 یک عدد مثبت دلخواه و  را محاسبه کنید که در آن 

[ ,..., ]dV v v *براي فضاي پوچ ماتریس متعامد  -Bي یک پایه 1
gA B یعنی ؛است TV BV I .  

Hq دستگاه. گام پنجم a  را با استفاده از روش گرادیان مزدوج حل کنید.  
)را طوري محاسبه کنید که  مقدار . گام ششم ) ( )Tq v B q v     که در آنv محاسبه  هايبردار یکی از

*. شده در گام چهارم است
gx q v   است و متوقف شوید )7( ي مسالهي  بهینهجواب.  

). گام هفتم )T

T

yx sign a y
y By

  1
1 2

1 1

  .را به عنوان کاندیداي جواب بهینه در نظر بگیرید 

  .است )7( ي مسالهي  بهینهتابع هدف، جواب  ترین کمهاي موجود، جواب با  جواب از میان .گام هشتم
    (TRS) ي مسالهمینیمم موضعی  3-2

 ي مسالهي  بهینهجواب  x*فرض کنید. مینیمم موضعی غیر سراسري است در سرتاسر این مقاله، منظور از مینیمم موضعی،
ــت، )1( ــر  اس Tb*اگ x 1 Tb*و  1 x 2 ــد 2 ــاهباش ــعی   x*، آنگ ــیمم موض ــک مین ــري   (ی ــیمم سراس ــاً مین ــه لزوم ) ن

. اهمیت است زحائ  (TRS)ي مسالهموضعی ي مینیمم  محاسبهبراي  اکارروشی  ي ارایهلذا مطالعه و  ؛است  (TRS)ي مساله
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به نتایج به دست آمـده در   سپس، ]16[ کنیم اشاره می در این زمینه انجام شده توسط مارتینز اولیه مطالعاتدر ادامه ابتدا به 
همانند مینیمم سراسـري آن در صـورت وجـود     (TRS) ي مسالهمینیمم موضعی  دهد کنیم که  نشان می اشاره می] 15[منبع 

 (TRS) ي مسـاله بـرخلاف مینـیمم سراسـري،    . یافته محاسـبه شـود  ي تعمیم  ویژهمقدار  ي مسالهتواند از طریق حل یک  می
محـدب و لـذا فاقـد     (TRS) ي مسـاله نیمه معین مثبت باشد،  Aبه وضوح اگر ماتریس. ی باشدعتواند فاقد مینیمم موض می

  .کند بیان میفاقد مینیمم موضعی است،   (TRS)نامحدب  ي مسالهکه در آن را  هایی  لم زیر حالت . مینیمم موضعی است
A ،minي ماتریس ویژهترین مقدار  گانگی جبري کوچکاگر چند]). 16([ 2لم ( )A،  حداقل  دو یا بردارa  بر برخی

minر با متناظ ي از بردارهاي ویژه ( )A  ي مسالهعمود باشد، آنگاه (TRS)  فاقد مینیمم موضعی است.  
TAفرض کنید  Q Q  ي ماتریس ویژهمقادیر  ي تجزیهA    باشـد کـه در آن[ , ,..., ]nQ q q q 1 مـاتریس متعامـد و    2

( ,..., )ndiag    min بـا  1 ( ) : ... nA      1 را بیــان مم موضــعی بــراي مینــیشــرایط لازم زیــر  ي قضــیه.  2
  .کند می

x*فرض کنید  ]).16([ 2ي  قضیه    ي مسالهمینیمم موضعی (TRS)   آنگاه  ،باشد* (max{ , }, )    2 1  وجود
  :دارد به طوري که

)12                       (        * * *( ) , || || .A I x a x     
2  

)تابع  ) || ( ) ||A I a     1 }max) ي را روي بازه 2 , }, )  2 1 مقادیر  ي با استفاده از تجزیه. در نظر بگیرید
  داریم  Aي ماتریس  ویژه

)13 (  '

''

( )( ) ,
( )

( )( ) ,
( )

( )( ) .
( )

Tn
i

i i
Tn
i

i i
Tn
i

i i

q a

q a

q a

 
 

 
 

 
 










 











2

2
1

2

3
1

2

4
1

2

6

  

  
)دهد که تابع  نشان می) 13(معادله  )   ي بازهروي (max{ , }, )  2 1 ي اکیداً محدب است و لذا معادله 

( )     ریشه در این بازه  ترین بزرگکند که تنها  زیر بیان می ي  قضیه. در این بازه حداکثر دو ریشه دارد
  . باشد (TRS) ي مسالهتواند ضریب لاگرانژ متناظر با مینیمم موضعی  می

' کند و صدق می )12(در روابط ارد که حداکثر یک مینیمم موضعی د (TRS) ي مساله ]).16([ 3 ي  قضیه *( )   .   
مینـیمم موضـعی   ضریب لاگرانژ متنـاظر بـا   دهد  نشان میکنیم که  اشاره می] 15[به دست آمده در منبع  ي در ادامه به نتیجه

در ایـن   .آیـد  یافته بـه دسـت مـی   ي تعمیم  ویژهمقدار  ي مسالهحل یک از طریق در صورت وجود  ، *، (TRS) ي مساله
  .کنیم مقاله اثبات جدیدي براي این قضیه بیان می

)ماتریس  ]).15([ 4 ي  قضیه  )M   که در آنB I فـرض کنیـد   .  را در نظر بگیرید*x


مینـیمم موضـعی یکتـاي     
)مـاتریس   ي حقیقـی  ویـژه مقـدار   تـرین  بـزرگ دومین ، با *ضریب لاگرانژ متناظر،، آنگاه باشد (TRS) ي مساله )M  
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*به علاوه . برابر است
Tx y
a y


  1
2


y در آن که 

y
 
 
 

1

2
) ي بردار ویـژه   )M      ي متنـاظر بـا مقـدار ویـژه  *   واسـت 

Ta همچنین داریم y 2  .  
x*کنیم چون ابتدا توجه می .اثبات


چندگانگی جبـري ، 2با توجه به لم بنابراین  ؛است  (TRS) ي مساله  مینیمم موضعی 

1 برابر است با یک وTa v    که در آنv  با ي متناظر  ویژهبردار1به عبارت دیگـر   .است(TRS)      یـک نمونـه آسـان
)ي ویـژه  یـک مقـدار   * ،1بر اسـاس لـم    .است )M    ؛ یعنـی اسـت *det( ( ))M    .   1 ي  قضـیه  بنـابر بـه عـلاوه ، 

)ماتریس  ي حقیقی ویژهمقدار  ترین بزرگ )M      ي مسـاله که ضریب لاگرانژ متناظر بـا مینـیمم سراسـري (TRS)   ،اسـت 
)منحصر به فرد معادله  ي ریشه )     ي در بازه ( , ) 1 ضـریب لاگرانـژ  3 ي  قضیهبا توجه به  همچنین. است ، 
)ي معادله ي ریشه ترین بزرگ ،(TRS) ي مساله ر با مینیمم موضعیمتناظ )      ي بـازه  در (max{ , }, )  2 1

کنیم   توجه می. است )ي مقدار ویژه 1 )M  ؛کـه چنـین باشـد    کنـیم  اثبات این واقعیت فرض خلـف مـی  براي . نیست 

yبنابراین بردار ناصفر 
y
 
 
 

1

2
  وجود دارد به طوري که  

)14                       (                    ( ) ,A I y y 1 2 1   

)15                                    (                ( ) .
TaaA I y y


 1 1 2   
Taاگر  y 2  ، 15(بنابر( ( )a Range A I  . آسان است ي یک نمونه (TRS)که متناقض است با فرض اینکه  1

Taاگر به علاوه  y 2  شود نتیجه می) 15( ي آنگاه از رابطه( )y Null A I 1 داریم ) 14(بنا بر  همچنین .1
( )y Range A I 1 y ؛ بنابراین1 1  حال اگر . استy 1   ،14(ي  رابطهآنگاه براساس باشد( ،y یک بردار  2

Taدراین صورت فرض . است1با ي متناظر  ویژه y 2  متناقض است با فرض اینکه(TRS)  ؛ یک نمونه آسان است
  بنابراین )ي  مقدار ویژهتواند  نمی 1 )M  دهد که بحث انجام شده نشان می. باشد *  مقدار  ترین بزرگدومین

)ي  ویژه )M  حال فرض کنید  .استy
y
 
 
 

1

2
)* ي یک بردار ویژه  )M  ،داریم باشد:  

)16                                  (                               *( ) ,A I y y 2 1   

)17                             (                *( ) .
TaaA I y y


 1 2   
Taدهیم  نشان می ابتدا  y 2  کنیم  فرض خلف می. استTa y 2  ،در ایـن صـورت چـون مـاتریس     باشد*A I 

yشود  نتیجه می)  17(و  )16( ر است از روابطیپذ وارون y 1 2    که متناقض است با فرض اینکهy
y
 
 
 

1

2
یـک بـردار    

)* ي ویژه )M  بنابراین  ؛استTa y 2  . در ) 17(حال با ضرب طرفین رابطهTa y



2

 ،  

  داریم

                                      *( ) .TA I y a
a y
 

  1
2
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*قرار دهید
Tx y
a y


  1
2


   شود نتیجه می) 17(و ) 16(از روابط . 

                                     * * *|| || ( )( ) ,
( ) ( )

T
T T

T T

aax y y y A I A I y
a y a y
 

  


    
2 2

2 1
1 1 2 22 2

2 2
  

x*دهد  که نشان می   از رابطه*
Tx y
a y


  1
2


  .شود محاسبه می 

  
  )4(و ) 3(ل یحل زیر مسا 3-3

را بـه صـورت    تسـاوي براي سادگی در بیـان مطالـب، قیـد    . پردازیم می) 4(و ) 3(ل یبخش به جزئیات حل زیر مسادر این 
Tb x  گیریم در نظر میزیر را  ي مسالهبنابراین  ؛دهیم نمایش می:  

)18                                                                      (                        || || ,
.

T T

T

Min x Ax a x

x
b x











2

1
2

  

Tbبا حذف قید تساوي x   بدین منظور فـرض  . کنیم تبدیل می )7( ي مسالهمعادلی به فرم  ي مسالهفوق را به  ي مساله
|کنید | max{| |}ib b که در آنib ي مولفهi  ام بردارb ماتریس، آنگاه است  

                                                                                                            
,

: :

,

,
n

T T
n

n n

b I O
b bW

O b I

  

 

  

 
    
  

   

 

   

1 1

1 1 1

1

  

)یک پایه براي  )TNull b است .:i jb  به قسمتی از بردارb هاي  کند که شامل درایه اشاره میi  ام تاj ام است . 
  : کنیم را به صورت زیر تعریف می x̂ي نقطه

                                                                                                                      ˆ
|| ||

if
x

b if
b


 


  

2

 

  

Tbˆکنیم که  توجه می x   ،ˆ|| ||x 2  ،ˆTW x    و همچنین داریم:  
                                                                                ˆT nb x x x Wy for some y      1  

  :رسیم معادل زیر می ي مساله، به  )18(ي مسالهدر  xبا جایگذاري

                                                                                                                           
,

T T

T

Min y Ay a y

y By 





1
2

  
  در آن که 

                                           ˆ ˆ ˆ, ( ), , .T T T TA W AW a W Ax a B W W x x        
  .حل کرد 3با استفاده از الگوریتم توان را  میفوق را  ي مساله
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  )6(و ) 5(ل یمسا زیر حل 3-4
را بـه صـورت    تسـاوي براي سادگی در بیـان مطالـب، قیـد    . پردازیم می )6(و ) 5( لیزیر مسا حلجزئیات در این بخش به 

Tb x  گیریم ر میزیر را در نظ ي مسالهبنابراین  ؛دهیم نمایش می:  

)19                                                         (                           || || ,
,
.

T T

T

T

Min x Ax a x

x
b x
b x















2

2 2

1
2

  

Tbبا حذف قید تساوي x   کنـیم  تبـدیل مـی   اضـافی  با یک قید خطـی  اطمینان  ناحیه ي مسالهزیر فوق را به  ي مساله. 
|بدین منظور فرض کنید | max{| |}ib b که در آنib ي مولفهi  ام بردارb ماتریس، آنگاه است  

                                                                                                           
,

: :

,

,
n

T T
n

n n

b I O
b bW

O b I

  

 

  

 
    
  

   

 

   

1 1

1 1 1

1

  

)یک پایه براي  )TNull b ي نقطه.  استx̂ کنیم را به صورت زیر تعریف می :  

                                                                                                         ˆ
|| ||

if
x

b if
b


 


  

2

 

  

Tbˆکنیم که  توجه می x   ،ˆ|| ||x 2 ،ˆ 0TW x   و همچنین داریم:  
                                                                                  ˆT nb x x x Wy for some y      1  

  :رسیم معادل زیر می ي مساله، به )19( ي مسالهدر  xبا جایگذاري

                                                                                                                             ,
,

T T

T

T

Min y Ay a y

y By
b y











1
2

  
  که در آن

   ˆ ˆ ˆ ˆ, ( ), , , , .T T T T T TA W AW a W Ax a B W W x x b W b b x           2 2 2  
Tطرفیاز  T

nB W W b I bb  2
1
   که در آنb از بردارb  ي با حذف مولفه b لذا  بـا توجـه     آید؛ به دست می

  داریمB یک ماتریس معین مثبت  رتبه بهنگامبه ساختار 

                                                                                      .
| |

T
T

n T

b
b b b

B I bb
b b b





 
 

   
 
 
 







 
 

 

2

21
2

1

1
1  
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y:حال با استفاده از تغییر متغیر  B y
1
  :رسیم میزیر  ي مساله به 2

 )20   (                 ,

,

T T

T

T

Min y Ay a y

y y

b y











1
2

 

  

  که در آن

                                                                           , , .A B AB a B a b B b
   

  
1 1 1 1
2 2 2 2

   
بـه طـور گسـترده مـورد     ] 15[با یک قید خطی اضافی اسـت در منبـع    اطمینان  ناحیه ي مسالهکه در واقع  )20( ي مسالهحل 

   .شود فوق پیشنهاد می ي مسالهبراي حل  4الگوریتم . مطالعه قرار گرفته است
  

  )).20( ي مسالهحل ( 4الگوریتم
*فرض کنید . را حل کنید متناظر  (TRS) ي مساله .گام اول

gx  اگر  است، ي آن بهینهجواب*T
gb x 

 آنگاه ،باشد 
*
gx  در غیر این صورت به گام دوم بروید ؛ بنابراین متوقف شوید،نیز است ) 20(  ي مسالهي  بهینهجواب.  

x* ،رمتناظ  (TRS)ي مسالهمینیمم موضعی  .گام دوم   ،   اگـر  . را در صورت وجـود محاسـبه کنیـد *Tb x 
  ،*x   

را که بـه    مسالهاین  .بگیرید با قید خطی تساوي  را در نظر) 20( ي مساله. را به عنوان کاندیداي جواب بهینه در نظر بگیرید
از میـان  . را نیـز بـه عنـوان کاندیـداي جـواب بهینـه در نظـر بگیریـد         ي آن بهینـه است حل کنید و جـواب  ) 3( ي مسالهفرم 

  .است )20( ي مسالهي  بهینهمقدار تابع هدف، جواب  ترین کم، جواب با ي موجودها جواب
  
  محاسباتینتایج   4

 تصـادفی  لیاي از مسـا  روي دسـته ) 1(ي  مسـاله از اجراي الگوریتم پیشنهادي بـراي حـل   حاصل در این بخش نتایج عددي 
)کوچـک  با ابعادبراي مسایل پذیر نیست، تنها  در ابعاد بزرگ امکان )2( ي مسالهاز آنجا که حل  .شود می ارایه )n  400 

مقایسـه و مـورد ارزیـابی قـرار     ) 2(ي  مسـاله  روش پیشـنهادي بـا  اسـت،   معادل )2( ي  مسالهبا  ) 1(ي  مسالهو در حالتی که 
براي حل  .شود گزارش میبا الگوریتم پیشنهادي  )1(ي  مسالهتنها نتایج حاصل از حل با ابعاد بزرگ  مسایلبراي . گیرد می

در متلـب بـراي    A=sprandsym(n,density)از تـابع  . ]17[ اسـتفاده شـده اسـت    CVXافـزاري   نرم ي از بسته )2(  مساله
اشـاره    مسـاله بـه بعـد     nبه چگالی ماتریس تولید شده و  density که در آن  استفاده شده است Aتولید ماتریس متقارن 

  . شده است استفاده )TRS( ي مسالهبراي تولید  نیز زیر لم از .کند می

nکنیــد  فــرض   . ])8، لـــم 15([ 3لــم   nA    بــا   مـــاتریس متقــارنmin{ , } 1 2 ،تعریــف کنیـــد   باشـــد
( )a A I v   v که در آن  1 || با 1با ي متناظر  ویژهبردار  1 ||v 2

}max)و  1 , }, )    2 1  آنگـاه ، v 1  
  .است متناظر (TRS) ي مسالهمینیمم موضعی 
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  تست مسایلاول از  ي دسته 4-1
 ، )1(ي  مسالهاز ناحیه شدنی   xoptبه منظور حذف  تولید شده باشد، (TRS) ي مسالهي  بهینهجواب  xoptکنید فرض  

ــی ــرار مـ ــیم  قـ b/دهـ xopt1 0 9  ،b b 2 1 ،|| ||b  2
1 /و  1   2 1 0 ــورت .  1 ــن صـ ــفحهدر ایـ  ي دو ابرصـ

Tb x 1 Tbو  1 x 2 عـددي بـه   نتـایج   .معادل است  )2(ي  مسالهبا  تولید شده،  )1(ي  مسالهموازي هستند و بنابراین  2
کوچـک  در ابعاد تسـت مسـایل   اول از ي روي دسـته  )2( ي مسالهو همچنین حل الگوریتم پیشنهادي  از اجراي آمده دست

هـر   دقـت . میانگین نتایج به دست آمده گـزارش شـده اسـت   تولید و   مسالهدر هر بعد، ده . خلاصه شده است 1در جدول 
  :ه شده استبمحاساز رابطه زیر  ها یک از روش

                                                                                                                      
*| ( ) ( ) |

| ( ) |
best

best

q x q x
q x
  

جواب بـه  دو  میاناز مقدار تابع هدف  ترین کمجواب با  bestxو  روشبه دست آمده از هر  ي بهینه جواب x*که در آن 
 ي  مسـاله ي  بهینـه شـود، الگـوریتم پیشـنهادي جـواب      مشاهده می 1طور که در جدول  همان  .است روشدست آمده از دو 

اجـراي   نتـایج حاصـل از  . کنـد  محاسـبه مـی   )2( ي  مسالهتري نسبت به  با دقت تقریباً یکسان و در مدت زمان کوتاهرا  )1(
 حـث مطـرح  از مبا .بیان شده اسـت  3و  2ل اوجددر از مسایل تست در ابعاد بزرگ  ي اول دسته شنهادي روي الگوریتم پی

متنـاظر اسـت و یـا جـواب     (TRS)  ي  مسالهیا مینیمم موضعی ،  x*، )1(ي  مسالهي  بهینهجواب دانیم  می 2شده در بخش 
KKT ولاباشد، در تمامی جـد  (TRS)ي  مسالهمینیمم موضعی  x*اگر. است اطمینان  ي ناحیه مسالهیک زیر  ي بهینه و  1

KKT   :است تیب از روابط زیر محاسبه شدهبه تر  2
                                                                                                     * *|| ( ) || ,KKT A I x a   1  
                                                                                                                     * *(|| || ),KKT x  22  

KKTباشـد،  اطمینـان   ي ناحیـه  مسـاله زیـر  جواب بهینه یـک   x*اگر . ضریب لاگرانژ متناظر است *که در آن     و   1
KKT   :است تیب از روابط زیر محاسبه شدهبه تر  2

                                                                                                        * *|| ( ) || ,KKT A I x a   1    
                                                                                                             * *(|| || ),KKT x   22  

اسکالر مثبت   خطی تابع هدف و ي ر با جملهبردار متناظ aهسیان تابع هدف، Aضریب لاگرانژ متناظر، * آن که در
 3و  2جـداول    کـه در  طـور  همـان  .اسـت  ي آن بهینـه جـواب   x*ی است که اطمینان  ي ناحیه مسالهسمت راست قید نرمی 

تـوان در   دلیل این امر را می. یابد زمان اجراي الگوریتم نیز کاهش می Aشود با کاهش میزان چگالی ماتریس  مشاهده می
هاي موجود بـراي حـل    غالب در الگوریتم ي ضرب یک بردار در یک ماتریس دانست که هزینه حاصل محاسباتی ي هزینه

  .یابد مسایل مقدار ویژه است و این نیز با کاهش میزان چگالی ماتریس کاهش می
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  ي اول از مسایل تست روي دسته)  2(ي  مقایسه بین الگوریتم پیشنهادي و حل مساله .1جدول 
  الگوریتم پیشنهادي    )2( ي مساله

  )ثانیه( زمان  تدق زمان دقت بعد
100  /  125 4780 10  65/2 /  116 2589 10  20/0  
200  /  101 6274 10  15/18  /  114 5136 10 38/0  
300  /  125 5983 10  57/72  /  102 0858 10  39/0  
400  /  104 1439 10  93/196  /  118 9449 10  56/0  

  
 =density 01/0ي اول از مسایل تست با  نتایج حاصل از اجراي الگوریتم پیشنهادي روي دسته. 2جدول 

KKT  )ثانیه( زمان  بعد 1 KKT 2  
1000  16/1  /  101 6338 10  /   178 2321 10  
2000  36/3  /  108 3511 10  /  173 1453 10  
3000  81/6  /  105 6302 10  /   165 1149 10  
4000  53/12  /  104 2516 10  /   142 9622 10  
5000  81/21  /  102 0642 10  /  432 1939 10  

  
  =001/0density ي اول از مسایل تست با نتایج حاصل از اجراي الگوریتم پیشنهادي روي دسته. 3جدول 

KKT  )ثانیه( زمان  بعد 1  KKT 2 

1000  63/0  
/  92 7767 10  /   173 8128 10  

2000  52/1  /  93 3275 10  /   151 1341 10  
3000  48/2  

/  101 8396 10  /   161 0726 10  
4000  61/4  

/  92 9711 10  /  161 2528 10  
5000  88/3  /  93 4954 10  /  162 6681 10  

  
  تست مسایل دسته دوم از 4-2

xفرض کنید    وxopt  ي  مسالهبه ترتیب مینیمم موضعی و مینیمم سراسري(TRS) دهیم  قرار می باشد، تولید شده
b xopt x 1   و/ || ||Tb x b   2

1 1 10 01 . همچنینb2 هاي آن داراي توزیع  گیریم که درایه را برداري در نظر می
Tb/ دهیم و قرار می هستند 1نرمال با میانگین صفر و واریانس  x  2 2 0 1  . در این صورتxopt  1(ي  مسالهبراي( 

xنشدنی و  ،حاصل  به دست  تولید و میانگین نتایج  مسالهه از مسایل تست، در هر بعد د ي اول دستههمانند  .شدنی است
زمان  A با کاهش چگالی ماتریساز مسایل تست،   ي اول دستههمانند  .شده استگزارش 5و  4 در جداول آمده 

  .یابد اجراي الگوریتم نیز کاهش می
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   =density 01/0نتایج حاصل از اجراي الگوریتم پیشنهادي روي دسته دوم از مسایل تست با . 4 جدول
KKT  )ثانیه( زمان  بعد 1  KKT 2 

1000  46/3  
/  94 7827 10  /  151 2125 10  

2000  23/6  
/  91 1171 10  /  152 3843 10  

3000  91/14  
/  118 0612 10  /   166 4599 10  

4000  62/53  /  86 0281 10  /  141 0053 10  
5000  12/64  

/  114 2163 10  /  141 9227 10  
  
  

  =density 001/0نتایج حاصل از اجراي الگوریتم پیشنهادي روي دسته دوم از مسایل تست با  . 5 جدول
KKT   )ثانیه( زمان  بعد 1 KKT 2 

1000  42/1  
/  107 1172 10  /  162 3511 10  

2000  68/1  
/  107 9524 10  /  167 5585 10  

3000  32/3  
/  102 8822 10  /  162 8455 10  

4000  17/4  
/  75 1819 10  /  152 3665 10  

5000  69/5  /  114 6716 10  /  151 1151 10  
  
  گیرينتیجه 5

 و اطمینـان   ناحیـه سـازي غیرخطـی مقیـد بـه روش      قیود خطی در حل سایر مسایل بهینه هابه همر اطمینان  ي ناحیه مسالهزیر 
دو قیـد   ه همـراه ب ـ اطمینـان   ي ناحیـه  مسـاله زیر  حل در این مقاله. شوند ظاهر میي دوم  درجهریزي  روش برنامه همچنین به

دهـد   گیري از جدیدترین نتایج به دسـت آمـده کـه نشـان مـی      با بهره  .گرفته است خطی در ابعاد بزرگ مورد مطالعه قرار
ي تعمـیم   ویـژه مقـدار  ي  مسـاله توان از طریق حـل یـک    مینیمم موضعی آن را می و اطمینان  ي ناحیه مسالهجواب بهینه زیر 

توسـیع یافتـه   ي  مسالهاین امر حل . پرداخته شدو قید خطی ه داه همرب اطمینان  ي ناحیه مسالهیافته محاسبه نمود، به حل زیر 
مقایسـه الگـوریتم پیشـنهادي بـا      .سازد ممکن مییافته ي تعمیم  ویژهمقدار ي  مسالهاز طریق حل تعدادي را در ابعاد بزرگ 

را در مـدت زمـان     مسـاله ي  بهینـه جـواب   دهـد کـه روش پیشـنهادي    نشـان مـی   توسیع یافتـه ي  مسالهبندي مخروطی  فرمول
 . کند محاسبه مییکسانی و با دقت تقریباً  تري کوتاه

 
 

  سپاسگزاري
  .نمایدنشگاه واترلو کانادا  قدردانی مینویسنده دوم از حمایت مالی دانشگاه گیلان در طول دوره فرصت مطالعاتی در دا

  
  منابع

[1] Conn, A. R., Gould, N. I., Toint, P. L., (2000). Trust region methods.  SIAM, Philadelphia, PA. 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir


 19- 33 )1395( 49 ،ي آنکاربردهادر عملیات  در تحقیق مجله   

33 

[2] Celis, M. R., Dennis, J. E., Tapia,  A. R., (1985).  A trust region strategy for nonlinear equality    
constrained optimization.  Numerical Optimization, 71-82. 

[3] Boggs, P. T., Tolle, J. W., (1995). Sequential quadratic  programming.  Acta Numerica,4, 1-51. 
[4] Sorensen, D. C.,  (1997).  Minimization of a large-scale quadratic function subject to a spherical        

constraint.  SIAM Journal on Optimization, 7(1), 141-161. 
[5] Adachi, S.,  Iwata, S.,  Nakatsukasa, Y., Takeda, A.,  (2015). Solving the trust region subproblem by a   

generalized eigenvalue problem. Technical report, Mathematical Engineering, The University of Tokyo. 
[6] Rendl, F., Wolkowicz, H., (1997).  A semidefinite framework for trust region subproblems with 

applications to large scale minimization.  Mathematical Programming, 77(1), 273-299. 
[7] Gould, N. I.,  Lucidi, S., Roma, M., Toint, P. L., (1999).  Solving the trust-region subproblem using the 

Lanczos method.  SIAM Journal on Optimization, 9(2), 504-525. 
[8] Fortin, C., Wolkowicz, H., (2004). The trust region subproblem and semidefinite programming. 

Optimization Methods and Software, 19(1), 41-67. 
[9] Sturm , J. F., Zhang, S., (2003). On cones of nonnegative quadratic functions.  Mathematics of  Operations 

Research,  28(2) , 246-267. 
[10] Jeyakumar, V.,  Li, G. Y., (2014). Trust-region problems with linear inequality constraints: exact SDP 

relaxation, global optimality and robust optimization. Mathematical Programming, 147(1-2), 171-206. 
[11] Hsia, Y.,  Sheu, R. L., (2013). Trust region subproblem with a fixed number of additional linear inequality 

constraints has polynomial complexity.  Report, Beihang University, Beijing, China. 
[12] Burer, S., Yang, B., (2013).  The trust region subproblem with non-intersecting linear constraints. 

Mathematical Programming, 149(1-2), 253-264. 
[13] Burer, S., Anstreicher, K. M., (2013).  Second-order-cone constraints for extended trust-region 

subproblems.  SIAM Journal on Optimization,  23(1),  432-451. 
[14] Salahi, M.,  Fallahi, S., (2016). Trust region subproblem with an additional linear inequality constraint.  

Optimization  Letters, 10(4), 821-832. 
[15] Salahi, M.,  Taati, A., Wolkowicz, H., (2016).  Local nonglobal minima for solving large scale extended 

trust region subproblems. Computational Optimization and Applications,  DOI: 10.1007/s10589-016-9867-
4. 

[16] Martínez,  J. M., (1994). Local minimizers of quadratic functions on Euclidean balls and spheres. SIAM 
Journal on Optimization, 4(1),  159- 176. 

[17] Grant, M., Boyd, S., (2013). CVX: Matlab software for disciplined convex programming. version 2.0 beta. 
http://cvxr.com/cvx. 

 

Archive of SID

www.SID.ir

http://www.sid.ir

