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  چکیده

 مسالهپارامترهاي یک . سازي نیز از این وضعیت مستثنی نیستبهینه. هاي طبیعی استمسالههاي ذاتی  عدم قطعیت یکی از خصوصیت
 مسـاله در ایـن مقالـه،   . هـا بـه وجـود آیـد    ، تغییراتی در آنمسالهد و یا بعد از حل ز ممکن است دقیقاً مشخص نشده باشسازي نیبهینه

توسط متخصصین حوزه مربوطه مشخص  مسالهکنیم  پارامترهاي فرض می. کنیمریزي خطی در محیط غیرقطعی را بررسی می برنامه
توسط لیو در قالـب اصـول موضـوعه ریاضـی      2007 اساس کار این مقاله، استفاده از نظریه عدم قطعیت است که در سال. ستاشده

هاي شدنی و بهینه  و ارتباط بـین ایـن    ریزي خطی غیرقطعی معرفی شده و وجود جواب دو مدل مختلف برنامه. است گردیدهمطرح 
 . اندنتایج به دست آمده با دو مثال ساده توصیف شده. شودها در دو مدل بررسی می جواب

  
  .غیرقطعیسازي بهینه، نظریه عدم قطعیت، ریزي خطی برنامه: کلمات کلیدي

  

  
 مقدمه  1

-و توانمندي خود را در مدل هاي مختلف  مطالعه شده استسال است که از دیدگاه 60ریزي خطی بیش از برنامه

است،  از نظري عددي قابل رهگیري  نشان داده مختلفوسیع و هاي هاي کاربردي در حوزهمسالهبندي بسیاري از 
بـراي  حتـی   ؛افزارهـاي محاسـباتی مـوثري بـراي حـل آن     بوده و تئوري آن تقریبا به اندازه کافی توسعه یافته و نرم

هـاي  هـاي اساسـی در مـدل   فـرض بـا ایـن حـال یکـی از پـیش     .  دوجـود دار  ،هاي بسیار بزرگدر اندازههاي مساله
برخی اوقات، . شوداست که در عمل بندرت چنین قطعیتی تضمین می مسالهریزي خطی، قطعیت پارامترهاي  برنامه

، شرایط در محیط مساله، ممکن است بعد از حل دقیق برآورد شده بود بنديمدلدر هنگام  مسالههاي چند داده هر
ن تغییرات ممکن است جواب بهینه قبلـی، دیگـر   در اثر ای. دنتیجه آن مقادیر دیگر معتبر نباشواقعی تغییر کند و در 
  .شدنی و یا بهینه نباشد

ریـزي تولیـد   ساده برنامه مساله ریزي خطی،در برنامه قطعیهاي غیربراي درك بهتر ضرورت استفاده از مدل
محصـول تعـدادي را بـراي تولیـد انتخـاب      n  خواهد از بینفرض کنید یک شرکت تولیدي می. را در نظر بگیرید

مقـدار موجـودي   . کند طوري که تنها از منابع موجود حداکثر استفاده را کرده و میزان سود حاصل را بیشـینه کنـد  
                                                        

  دار مکاتباتعهده *
  hadigheha@azaruniv.edu  :آدرس الکترونیکی
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 ijaرا نیـز بـا    jام استفاده شده در تولید یـک واحـد از محصـول    -iدهیم و مقدار منبع نشان می ibرا با  i منبع 
اگر مقـدار تولیـد   . است jcنیز jآمده از فروش هر واحد از محصول  میزان سود خالص به دست. دهیممی نمایش

  ریزي خطی به شکل متعارفی برنامه  مسالهنشان دهیم یک  jx را با  jمحصول
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  .شودتولید می
را مرور کرده و ایـرادات خـاص هـر     مسالهاین  هايدر ادامه رویکردهاي  مختلفی براي عدم قطعیت در داده

 )1( مسـاله کنیم فقط  یکـی از پارامترهـاي   براي سهولت کار فرض می.  کنیمکدام را به طور خلاصه یادآوري می
  . c1غیرقطعی است، مثلا 

در چنـین   مسـاله بـراي بررسـی    هـاي سـنتی   یکـی از روش  ریزي پارامتري استفاده از تحلیل حساسیت و برنامه
 ]3-1[به عنوان نمونه به(انجام شده است هاي مختلف از دیدگاهاست و تحقیقات زیادي در این خصوص وضعیتی 

کـه در  ( کننـد را مطالعه می با مقدار دیگر در نتیجه نهایی c1 تاثیر جایگزینیدر تحلیل حساسیت، ). مراجعه نمایید 
ریـزي  هـدف برنامـه  در حـالی کـه   ). خدشه دار شـود بهینه موجود این حالت خاص ممکن است بهینه بودن جواب 

ها، خاصیت مشخصـی بـراي   در آن ناحیه مسالههایی است که با تغییر پارامترهاي )ناحیه(خطی پارامتري یافتن بازه 
پایـه بهینـه    کنند کهمشخص میچنان را  c1جاز براي مقدار بازه تغییرات م به عنوان مثال،. جواب بهینه پابرجا بماند

 در نظـر  مسـاله حالتی که چنین تغییراتـی در قیـدهاي   در . ، بهینه باقی بمانددر این بازه c1براي مقادیر موجود هنوز 
در نکته قابل توجه  .ولی خاصیت فوق هنوز برقرار باشد ؛تغییر کند نیز مقدار جواب بهینهممکن است  شود،گرفته 

ر ظ ـنیـز قطعـی در ن   هـا رمقـدار جدیـد پارامت  ریزي پارامتري، در تحلیل حساسیت و برنامهاین رویکرد این است که 
   .شودبا این فرض اساسی حل می تولید شده جدید مسالهگرفته شده و 

را بـه عنـوان اعـداد فـازي      مسـاله پارامترهـاي   ،در این دیدگاه .]4[ فازي استنظریه از دیدگاه دیگر استفاده  
  تاز ایـرادا . ]5[ کننـد  هـاي قطعـی تبـدیل  و حـل مـی     هاي به دسـت آمـده را بـه مـدل    نهایت مدلدر تلقی کرده و 

فـازي   عددهايبر اساس ریزي خطی فازي، عدم تشخیص دقیق نوع عدد فازي به کار رفته در مدل است که  برنامه
 . شودمیمنجر  ، به نتایج متفاوت و گاه متناقضمسالهاستفاده شده در متفاوت 

اي در نظـر   را داخـل مجموعـه   مسالههاي  در این روش، داده. سازي استوار استنهیراهکار دیگر استفاده از به
کننـد   فـرض مـی   ،عنوان مثـال به . ]6[ خاصی منتسب شده باشدمال تاحها تابع توزیع که براي آنن آنوگیرند بدمی

ایـن بـردار بـه همـان انـدازه کـه ممکـن اسـت در         . که بردار  ضرایب تابع هدف در داخل یک بیضیگون قرار دارد
هـاي خـاص ایـن دیـدگاه،      یکی از حالت.  باشدنیز مرز بیضیگون نزدیک مرکز بیضیگون واقع باشد، ممکن است 

ت فرض بر این است که هر پارامتر، مستقل از پارامترهاي دیگر، در در این حال .]7[ اي استریزي خطی بازه برنامه
به نحـوي بـا    کند، در حالی که در حالت کلی ممکن است تعدادي و یا همه این پارامترهاداخل یک بازه تغییر می

ضـرایب  مـثلا بـردار   توان فرض کـرد کـه   اي میریزي خطی بازههدر برنامبه عبارت دیگر،  .هم ارتباط داشته باشند
شـید کـه   اتوجه داشته ب .باشد، داخل یک ابرمکعب قرار دارد واقعگون ضیتابع هدف به جاي آن که داخل یک بی
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عـدم   مسـاله هنـوز   تعیـین شـده و  مربوطـه  متخصصـین   توسـط براي پارامترها مورد نظر  هايدر این رویکرد نیز بازه
بـه یـک   اسـتوار  نهایت از تبدیل مـدل  در ریزي خطی استوار نیز  در برنامه . ها نیز مطرح استقطعیت براي این بازه

رغم تغییر پارامترهـا در درون   اصلی، علی مسالهکنند که براي اي تولید میمدل قطعی استفاده کرده و جواب بهینه
اب بهینـه در  البته باید توجه کرد کـه مفهـوم جـو    ؛ماندهاي مشخص شده، جواب تولید شده بهینه باقی میمجموعه

    .حدي متفاوت است ریزي خطی تا ریزي خطی استوار با مفهوم متداول جواب بهینه در ادبیات برنامهبرنامه

تـابع    مسالههایی، براي هر یک از پارامترهاي در چنین مدل. هاي تصادفی استدیدگاه دیگر استفاده از مدل
تـابع توزیـع   با  c1تغییرات مقدار توان فرض کرد که می ،عنوان مثالبه . شود می در نظر گرفتهتوزیع احتمال مناسبی 

غیرهـاي  جایگزین کردن امید ریاضـی مت  ،هاي متداول در چنین وضعیتییکی از روش .دشو بیان احتمال یکنواخت
هـاي  قطعـی  جدیـدي تبـدیل شـده و روش     مسالهتصادفی به  مسالهدر این صورت . ستتصادفی به جاي پارامترها 

هـاي   ، نیـاز بـه وجـود داده   دیـدگاه از ایرادات موجـود در ایـن    . شودریزي خطی براي آن استفاده میمتداول برنامه
تضـمینی بـراي بهینـه بـودن جـواب بـه         چنـین هم. هر پارامتر است احتمال تاریخی براي برآورد مناسب تابع توزیع

ریـزي  در برنامـه  . کنـد د و تنها  دلگرمی نسبی براي تصـمیم گیرنـده ایجـاد مـی    ردست آمده در عمل نیز وجود ندا
داشـته باشـد و کـران پـایینی بـراي  احتمـال        وجـود در برقراري قیدها نیز  ممکن است عدم قطعیت خطی تصادفی 

  .قید زیر جایگزین شود )1( مسالهخطی در  به عنوان مثال به جاي قید.  ]8[ شودبرقراري هر  قید در نظر گرفته 
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 تولیـد   مسـاله حتی ممکن است ؛ها و در برخی حالت هخطی بودغیر

  .     نیستدر اکثر موارد ساده  یمسایلچنین حل  و محدب نباشد شده 
براي برآورد تابع توزیع  کافی و قابل اعتماد هاي تاریخی داده ،در بسیاري از مواردلازم به یادآوري است که 

هـایی را   هاي ثبت شده در یک منطقه خاص عمـلاً داده تعداد آتشفشان ،به عنوان مثال. وجود ندارداحتمال مناسب 
هاي همـراه هوشـمند و    به عنوان نمونه دیگر،  میزان تقاضا براي کالاهاي با طول عمر کم مانند تلفن. کندتولید نمی

هاي  ه و حتی دادهیاد محصولات و رقابت شدید بین تولیدکنندگان، از قبل معلوم نبودزها، با توجه به تنوع تاپلپ
تقاضـاي  احتمـال میـزان    تـوان بـراي بـرآورد تـابع توزیـع       را نمـی  مشابه موجـود در بـازار  موجود براي محصولات 

در برخـی  . اي ممکن است به نتایج بسیار گمراه کننده منجـر شـود  استفادهءحصول جدید استفاده کرد و چنین سوم
مانند بررسی مقاومت یـک  (هاي  بسیار پرهزینه نیاز دارد آزمونموارد دیگر، جمع آوري داده و ثبت مشاهدات به 

مانند بررسـی  (نیز وجود ندارد آوري داده جمعو امکان  انجام آزمون حتی  ؛دیگرو در برخی ) سازه در برابر زلزله
از نظـر   یکی از راهکارها استفاده ،در چنین مواردي. )آنمقاومت یک پل ساخته شده در برابر نیروي وارد شده بر 

  . کنندبیان می شان بر اساس شواهد و مستندات موجود و تجربیاتنظرشان را که  متخصصین حوزه مربوطه است
و یـا   ]9[ اسـتفاده از روش دلفـی  . هـاي مختلفـی طراحـی شـده اسـت      براي استفاده از نظر متخصص، دیـدگاه 
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لیو نظریـه   ،2007در سال . ستها از جمله آن ]12-11[شافر-چنین نظریه دمپسترو هم ]10[ استفاده از نظریه امکان
یک دیدگاه ریاضی مبتنی بـر  این نظریه  .]14[ تر کردآن را کامل 2011و در سال  ]13[ عدم قطعیت را مطرح کرد

، نظر یک متخصـص  برنامه تولید مسالهدر  به عنوان نمونه.  است بندي استنتاج انسانبراي مدل چهار اصل موضوعه
  .تواند چنین باشدمی) c1(فروش محصول اول در بازار  زص به دست آمده السود خامقدار در مورد 

هم چنین صد در صد باور داردکه ایـن  . نیست واحد پولی 120از تر بیش c1 مقدارصد در صد باور دارد که 
، ممکن اسـت  120و  80بین   c1قرار داشتن مقدار ولی نظر او براي میزان باور  ؛واحد پولی است 80مقدار حداقل 

به عبـارت دیگـر، بـاور ایـن     . است 25/0 واحد پولی است 90حداکثر  c1 مقدارباور او بر این که « :چنین بیان شود
      ».است 75/0 واحد پولی باشد 90بیش از  ممکن است c1 سود خالص مقدارکه 

چنـین  . آورد )1(ریـزي تولیـد   برنامـه  مسـاله توان تعبیرهاي مناسبی نیز براي عدم قطعیت سایر پارامترهـاي  می
بنـابراین اسـتفاده از   اي براي فروش آن در بازار وجود نـدارد و  اظهار نظري براي محصولاتی خواهد بود که تجربه

توان در قالب متغیر غیرقطعی خطی بیان چنین رویکردي را می. ریزي خطی تصادفی نیز معقولانه نخواهد بودبرنامه
  ).مراجعه کنید 2در مورد متغیر غیرقطعی خطی به بخش  تر بیشبراي توضیح (کرد 

بـه عنـوان مثـال برقـراري     . الزامـی اسـت   برقراري برخـی از قیـدها   ،توجه داشته باشید که در یک برنامه تولید
قیدهاي مربوط به مقدار مواد اولیه اسـتفاده شـده در تولیـد محصـولات ممکـن اسـت الزامـی باشـد، در حـالی کـه           

محصـول  یک ، حداکثر مقدار تقاضا براي چنینهم. قیدها همراه با عدم قطعیت مطرح شود برقراري برخی دیگر از
 مـثلا (د کـر و بـه صـورت یـک قیـد بیـان       بالا بـراي آن متغیـر در نظـر گرفـت     توان به صورت  کرانرا می خاص

i ix u .(       با توجه به این که میزان تقاضا براي یک محصول جدیـد نیـز یـک متغیـر غیرقطعـی اسـت)  متغیـرiu 
را  مسـاله  بنابراین برقراري این قید نیز با قطعیت  امکان پذیر نخواهد بود و ممکن اسـت بخـواهیم   ؛)غیرقطعی است

 .نباشد تر کم) 95/0 مثلا(از حد معینی  يچنان حل کنیم که باور به برقراري چنین قید

که نظریه عدم قطعیت در مقابل نظریه احتمال قـرار نـدارد و    این است توجه داشتنکته مهمی که باید به آن 
ي هاي ثبـت شـده   شود که داده نظریه احتمال زمانی استفاده می. حوزه استفاده از این دو نظریه کاملاً متفاوت است

ه عـدم  در غیر این صورت، نظری ـ. وجود دارد مسالهمناسب پارامترهاي احتمال قابل اعتماد براي برآورد تابع توزیع 
با وجـود عمـر کمـی کـه ایـن نظریـه دارد، در       . است مسالهقطعیت یک الگوي ریاضی مناسب براي بررسی و حل 

  ]16[ کنترل بهینه ، ]15[ يعلوم اقتصاد ،به عنوان نمونه. هاي کاربردي جالبی به کار گرفته شده است مسالهعلوم و 
 هـاي  مسـاله چنـین در   هـم . هایی هستند که نظریه عدم قطعیت به کار گرفته شـده اسـت   زمینه  ]17[ و تحلیل ریسک

 ]20[ جریـان بیشـینه   مسـاله و   ]19[ پوشـش راسـی   مسـاله  ، ]18[ ترین مسـیر کوتاه مسالهترکیبیاتی مانند  سازيبهینه
   . استفاده شده است
. کنـیم مـی  مطالعهغیرقطعی با دیدگاه مطرح شده توسط لیو  ریزي خطی را در محیط برنامه مسالهدر این مقاله 

کـرده و نظریـه دوگـانی     بررسـی را  هر دو مدلوجود جواب براي  شرایطدو مدل مختلف غیرقطعی معرفی کرده، 
هـاي  ها، در مـورد ارتبـاط بـین جـواب    و با استفاده از آن دهیممی توسیع ریزي خطی را  در محیط غیرقطعی  برنامه

لازم به ذکر است که در . کنیمهاي ساده توصیف می نتایج به دست آمده را در مثال .کنیممدل بحث میشدنی دو 
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 ینسازي غیرقطعی منتشر شده است و ایـن مقالـه اول ـ  هاي بهینهمسالهحال حاضر تنها کلیاتی از یک مدل کلی براي 
  .ریزي خطی غیرقطعی  استبا تاکید بر برنامه حوزهکار تحلیلی در این 

 3بخـش . پـردازد به مرور مختصر از نظریه عدم قطعیت مـی  2 بخش. این مقاله در چند بخش تنظیم شده است
مفهـوم جـواب شـدنی غیرقطعـی و جـواب بهینـه       . کنـد ریزي خطی را مطرح مـی  مختلف غیرقطعی  برنامه مدلدو 

، 4 در بخـش . شـود بررسـی مـی   شـدنی و بهینـه   هاي غیرقطعی به وضوح تعریف شده و شرایط وجود چنین جواب
ریزي غیرخطـی در هـر دو مـدل بیـان شـده و      برنامه مسالهدوگان شده  و مطرح قطعی نظریه دوگانی در محیط غیر

مثال ساده اسـت   دو ،شامل  5 بخش  .هاي شدنی و بهینه دو مدل بررسی شده استهاي بین جواببرخی از ارتباط
را شـامل   مقالـه ه در دنتایج به دست آم ـ بندي  جمع ،بخش پایانی. کنندهاي به دست آمده را توصیف می که نتیجه

  . کندمی ارایهبراي ادامه تحقیق در این زمینه  یی رااهو پیشنهاد شودمی
 

  نظریه عدم قطعیت 2
 خواننـده را بـه   ،براي مطالعه جزییات. شود هاي نظریه عدم قطعیت بیان می ها و قضیه در این بخش، بعضی از مفهوم

  . دهیمارجاع می  ]21[
گوینـد   را یـک جبـر روي    هـاي  از زیرمجموعـه L   گردایـه . استمجموعه ناتهی یک  فرض کنید 

 :برقرار باشند زیر هرگاه سه شرط
1. L . 

Cگاه  آن  اگر  .2 L .  

,,اگر  .3 n L   1 در این صورت  

 .
n

i
i

L


 
1
  

  یعنی  ؛برقرار باشد  iهرگاه شرط سوم به ازاي تعداد شمارا،شود  نامیده می جبر روي - یک  Lگردایه 

.i
i

L




 
1
  

در این صورت . در نظر بگیرید جبر روي - را یک  Lگردایه   , L   و هـر   پذیر فضاي اندازهرا یـک
L ترین کوچک .گویند پیشامدپذیر یا یک  را یک مجموعه اندازه-   هـاي بـاز    جبري که شـامل همـه بـازه
  با ،باشد، جبر بورل نامیده شدههر. شود نشان داده میB    تـابع  .را مجموعـه بـورل گوینـدMرويL را

 :صدق کند زیر  ویند هرگاه در چهار اصل موضوعهگ تابع اندازه پذیر غیرقطعییک 

یعنی؛برابر یک است اندازه غیرقطعی مجموعه) نرمال بودن: (1 اصل موضوعه M   1. 

یمردا براي هر پیشامد ) دوگانی: (2 اصل موضوعه   cM M    1. 

,براي هر مجموعه شمارا از پیشامدهاي) زیرجمعی: ( 3 اصل موضوعه ,  1 2 ،  

   .i
i

i
i

M M
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سه تایی  , ,L M 22[توسـط لیـو معرفـی شـد     2009اندازه متغیر ضـربی در سـال   . را فضاي غیرقطعی گویند[ .
فـرض کنیــد   , ,k k kL M  و, ,  k  1 . فضــاهاي غیرقطعــی باشــند 2    1 2  یــک مجموعــه از

هــاي مرتــب  تمــامی چنــدتایی , ,  1 2 kاســت کــه در آن    k . پــذیر در یــک ابرمســتطیل انــدازه 
 اي به شکل  مجموعه    1 2      اسـت کـه در آنk kL  . تـرین  کوچـک-    جبـر شـامل تمـامی

حاصـل ضـرب بـه صـورت زیـر       موضـوعه  حـال اصـل  . نامنـد جبر  ضربی می-را   پذیر هاي اندازهابرمستطیل
  :شودتعریف می

فضاهاي عدم قطعیت) ضرب حاصل(:  4 اصل موضوعه , ,k k kL M    و, ,k  1 . ا در نظر بگیریدر 2
  در رابطه Mضربی  اندازه غیرقطعی حاصل

   .k k kkk
M M
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kکه در آن.صدق کند  kL  .  
نظریـه احتمـال و نظریـه عـدم قطعیـت       تمایزمحل  نظریه احتمال وجود ندارد و این اصلدر  4اصل موضوعه 

محدود شود، نتایج مربوط به این اصل در نظریه عدم قطعیت و نظریـه   1وقتی تعداد فضاهاي عدم قطعیت به . است
زه غیرقطعی به عنـوان  اندالازم به ذکر است که . احتمال یکسان خواهد بود، در حالی که تفسیرهاي متفاوتی دارند

هـاي شخصـی یـک فـرد مجـرب، تعبیـر و تفسـیر         ها و تجربـه  بر اساس مشاهده ،رخ دادن یک پیشامد باور بهمیزان 
و تغییر شخص متخصص، میزان باور بر وقوع یک پیشامد نیـز   زمانی و مکانی تغییر شرایط ممکن است با . شود می

  .د بودج به دست آمده قابل استفاده خواهباور تغییر نکرده است، نتای تابعبنابراین تا زمانی که  ؛تغییر کند
تابع  : .f L   شود هر گاه بـه ازاي هـر مجموعـه بـورل      گفته می پذیر اندازهB  از  تصـویر ،

یعنی؛باشد Lجبر -عضوي از  fمعکوس تابع     :f B f B L    1 .تـابع پیوسته و  هايابعت-

تابع از فضاي غیرقطعییک   متغیر غیرقطعی. پذیر هستند هایی از توابع اندازه یکنوا نمونه هاي , ,L M   بـه
  است طوري که براي هر مجموعه بـورلB از مجموعـه ،  { | }x x B     بـه  . یـک پیشـامد باشـد

 پذیر غیرقطعی روي فضاي غیرقطعی تابع اندازه، یک عبارت دیگر متغیر غیرقطعی  , ,L M  است .  
بـه صـورت    xبـراي هـر     توزیع غیرقطعـی تابع ،  براي متغیر غیرقطعـی    x M x   

در ادامـه،  . نـد  ا انواع گوناگونی از متغیرهـاي غیرقطعـی بـر حسـب نـوع تـابع توزیـع تعریـف شـده         . شود تعریف می
تـابع  نامنـد هرگـاه    خطـی را   متغیر غیرقطعـی . دگرد بیان می ، استفاده شده مقالهمتغیرهاي غیرقطعی که در این 
 توزیع غیرقطعی آن به صورت 

 
.

if x a
x ax if a x b
b a

if x b




    





1
  

متغیر غیرقطعی خطی را با . باشد ,L a b رسم شده  1در شکل  غیرقطعی خطی تابع توزیعنمودار . دهند نشان می
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گویند و با  زیگزاگرا  متغیر غیرقطعی   .است , ,Z a b c توزیع غیرقطعی آن به  تابع دهند هرگاه نشان می
 صورت

 
 

 
.

if x a
x a if a x b
b a

x
x c b if b x c

c b
if x c




   

     
 






2
2

2
1

  

  .رسم شده است 2 در شکل نیز توزیع غیرقطعی زیگزاگتابع نمودار . باشد

  
  اي  متغیر غیرقطعی خطینمودار نمونه. 1 شکل

 
اي  متغیر غیرقطعی زیگزاگدار نمونهنمو. 2شکل   

  
cمتغیر غیرقطعی به صورت    است به صورت زیرتوزیع غیرقطعی این متغیر تابع . نامند ثابترا:  

 
.

if x c
x

if x c



  1
  

  
توزیع غیرقطعی  x شود هرگاه نسبت به  نامیده می منظمx هایی که در رابطه x  کنند،  صدق می 1

  علاوه بـر ایـن، بایـد در شـرایط    . شدپیوسته و صعودي اکید با lim  
x

x


    و lim
x

x


 . صـدق کنـد   1
اگر حوزه مقادیر  .توزیع غیرقطعی منظم هستندهاي تابعهایی از  ثابت نمونه و هاي غیرقطعی خطی، زیگزاگ توزیع

 غیرقطعـی مـنظم    توزیع تابع x   روي مجموعـه , 1 محـدود کنـیم در ایـن صـورت تـابع توزیـع غیرقطعـی          
معکوس   1 روي بازه , توان دامنه البته می ؛داردوجود  1  1  بـه  زیـر  را بـه صـورت [ , ]1   گسـترش

 :داد

       lim , lim .
 

        

 
 


1 1 1 1

1
1  

خطی معکوس توزیع غیرقطعی تابع  .L a b  صورتبه   a b      1 توزیع  و تابع است 1
 زیگزاگمعکوس غیرقطعی  . .Z a bc  به صورت  

   
   

 α α /
α α / ,

a b if
b c if


 


        

1 1 2 2 0 5
2 2 2 1 0 5  
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 غیرقطعـی معکـوس ثابـت     توزیـع تـابع  چنین  هم. شود محاسبه می  c  1   توزیـع  هـاي نمـودار تـابع   .اسـت 
   .ستانشان داده شده 4و  3 هايخطی و زیگزاگ در شکل معکوس غیرقطعی

  
  غیرقطعی معکوس خطیتابع توزیع  .3شکل 

  
  تابع توزیع غیرقطعی معکوس زیگزاگ .4شکل 

  
,غیرقطعی  متغیرهاي , , n  1 ,هاي بورل  گویند هرگاه براي مجموعه مستقلرا  2 , , nB B B1   داشته باشیم 2

 
, ,

.i i n

n

i i
i i

M B M B 
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} گویند هر گاه نامنفیرا  غیرقطعی غیرمت }M      گویند هرگـاه  مثبتو   M    بـه طـور   .   1

  .شودغیرقطعی نامثبت و منفی نیز تعریف می متغیرهايمشابه 
 .کند اساسی و پرکاربرد نظریه عدم قطعیت را بیان می هايخاصیتیکی از  يقضیه بعد

,فرض کنید  )]21[ 2-1قضیه( .1 قضیه , , n  1 را یـک تـابع    fعلاوه بر ایـن . متغیرهاي غیرقطعی هستند 2
در این صورت تابع . مقدار در نظر بگیرید-پذیر حقیقی اندازه , ,, nf   1  .یک متغیر غیرقطعی استنیز  2

. وجـود نـدارد   غیرقطعـی  متغیریک  توزیع غیرقطعی براي تابع در عمل هیچ روش مشخصی براي به دست آوردن 
توزیـع غیرقطعـی   تـابع  ، مستقیم  تابع توزیع غیرقطعی کند تا در شرایط خاص، بدون دانستن کمک می يقضیه بعد

 .معکوس آن را به دست آوریم

,فـرض کنیـد   ) ]21[ 2-8قضـیه ( .2 قضیه , , n  1 هـاي   توزیـع  بـا متغیرهـاي غیرقطعـی مسـتقل بـه ترتیـب       2
ــنظم   ــی مـ ,غیرقطعـ , , n  1 ــتند 2 ــابع  . هسـ ــر تـ ــر     fاگـ ــورت متغیـ ــن صـ ــد در ایـ ــد باشـ ــعودي اکیـ صـ
 , , , nf    1  توزیع غیرقطعی معکوس  باغیرقطعی  2

        , , , ,nf           1 1 1 1
1 2  

  . است
n، متغیر غیرقطعی 2هاي قضیه فرض با .1 نتیجه      1  توزیع غیرقطعی معکوس  تابع  2

        ,n             1 1 1 1
1 2   

.داردرا   
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به یک متغیر غیرقطعی است که  ریاضی هاي اساسی و مهم نظریه عدم قطعیت، مفهوم امید یکی از مفهوم
  :شود تعریف می صورت زیر

     
0

0

,E M x dx M x dx  




      

شود کـه امیـد ریاضـی متغیـر غیرقطعـی      به راحتی ثابت می  .ها متناهی باشدکه در آن، باید حداقل یکی از انتگرال

خطی  ,L a b  عبارت است ازa b
و امید ریاضی متغیـر غیرقطعـی زیگـزاگ     2 , ,Z a b c نیـز بـه صـورت      

a b c 2
  .است   4

 .کندرا بیان میغیرقطعی مستقل  يمحاسبه امید ریاضی غیرقطعی  یک تابع  خطی از متغیرها روشقضیه بعدي 

دو متغیر غیرقطعی مستقل با امید ریاضی غیرقطعـی متنـاهی    و  فرض کنید   )]21[ از  2-30 قضیه( .3 قضیه
  در این صورت . دو عدد حقیقی هستند bوa چنین فرض کنیدهم. هستند

     .E a b aE bE         
  
 سازي غیرقطعیبهینه  3

را  x. ها متغیرهاي غیرقطعی نیز وجـود دارنـد، ارایـه کـرد    براي مسایلی که در آن ]23[سازي غیرقطعی را لیو بهینه
را به  سازي غیرقطعی براي بهینهلیو قالب عمومی . را متغیر تصمیم غیرقطعی در نظر بگیرید متغیر تصمیم قطعی و 

  :ارایه داده استصورت زیر 
    , : , , , ,x iMin f x g x i m    1  

تـابع  است، بـا ایـن حـال  مقـدار       xمستقل از مقدار متغیر قطعی  توجه داشته باشید که تغییرات متغیر غیرقطعی 
هدف  ,f x  با توجه به وجود متغیر غیرقطعی در این تـابع، مقـدار   . کندتغییر می ،با تغییر مقادیر این دو  متغیر

آن را کمینـه   توان مقـدار متداول نمیهاي  با روشمحاسبه کرد و بنابراین    xتوان براي هر مقدارمشخصی را نمی
تابع امید غیرقطعی ها، استفاده از یکی از جایگزین .مشخص کرد ,f x     توجـه داشـته باشـید     .اسـت در مدل

  . است وابسته xمستقل از متغیر غیرقطعی است و مقدار آن تنها به مقدار ،تابع اینغیرقطعی  ریاضی که امید
هاي چنین محدودیت هم ,ig x     بنابراین معقـول اسـت   ؛کنند را مشخص نمی یخاصیک ناحیه شدنی

باشـد،  ن تـر  کـم  i ماننـد   يام از عـدد -i  ها، از میزان باور این که برقراري محدودیت  که به جاي این محدودیت
در ایـن   .گوینـد شـانس مـی   -αچنـین قیـدي را قیـد    . ها عددي بین صفر و یک هستندiاستفاده کنیم که در آن

  :سازي غیرقطعی به صورت زیر استبهینه مسالهصورت یک  مدل  غیرقطعی براي 
)2(       , : , , ,, .x i iMin E f x M g x i m         1  

. اسـت  تر بیشآن محدودیت  يتر باشد، باور به برقرار به یک نزدیک iمقداره لازم به یادآوري است که هر چ 
قضـیه  . برقـرار اسـت   مسالهگاه باور داریم که این قید در جواب نهایی این  اگر مقدار آن را یک در نظر بگیریم آن
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 . کند را به یک تابع هدف قطعی تبدیل می )2( مسالهبعد، تابع هدف غیرقطعی 

فرض کنید تابع  )]21[  3-1قضیه( .4 قضیه , ,, , ng x   1 ,نسبت به متغیرهاي  2 , , k  1 صـعودي   2
,نسبت بـه متغیرهـاي   و اکید  , ,k k n    1 ,عـلاوه بـر ایـن، فـرض کنیـد      . نزولـی اکیـد اسـت    2 , , n  1 2 

,هاي غیرقطعی منظم متغیرهاي غیرقطعی مستقل هستند که به ترتیب توزیع , , n  1 در این صـورت  . را دارند 2
غیرقطعی تابع ریاضی امید  , , , , nf x   1   برابر است با 2

            . . . .  , , , , , , ,  .n k k nE f x f x d                 
        

1
1 1 1 1 1

1 2 1 2 1
0

1 1  

قضیه بعد یک قید معادل براي  ,i iM g x    دهد که یک ناحیه شدنی مشخص وابسته به  ارایه می
  .کند را توصیف می iمقدار 
فرض کنید تابع ) ]21[  3-2قضیه( .5 قضیه , ,, , ng x   1 ,نسبت به متغیرهـاي   2 , , k  1 صـعودي   2

,اکید و نسبت بـه متغیرهـاي    , ,k k n    1 ,عـلاوه بـر ایـن، فـرض کنیـد      . نزولـی اکیـد اسـت    2 , , n  1 2 
,هاي غیرقطعی منظم  متغیرهاي غیرقطعی مستقل هستند که به ترتیب توزیع , , n  1 در این صورت . را دارند 2

نامساوي   .M g x    ر  برقرار است اگر و تنها اگ 

         , , , , , ,k k ng x           
     1 1 1 1

1 1 1 1 . 

  
 ریزي خطی غیر قطعی برنامه 3-1

و مفاهیم مربوط  سازي غیرقطعی،، به عنوان حالت خاصی از بهینهقطعیریزي خطی غیر برنامه مسالهدر این بخش 
  . را در نظر بگیرید )1( ریزي خطی در شکل قطعی برنامه مسالهابتدا  . کنیمرا تعریف میبه آن 

  .شودزیر تولید می مسالهرا با متغیرهاي غیرقطعی جایگزین کنیم  مسالهاگر پارامترهاي این 

)3(  : , , , , , ,, .
n n

x j j ij j i j
j j

Min x x i m x j n  
 

        
  
  

1 1
1 1  

, که در آن ,j ij i   غیرقطعی منظم  توزیعهاي تابعبا  مستقل متغیرهاي غیرقطعی , ,j ij i    و , ,j n 1  
  , ,i m 1 بوده وjx براي مساله گیري نامنفیتصمیم هايمتغیر  , ,j n 1  هستند . 

است و بنابراین با توجه بـه علامـت    یک عدد حقیقی  )1( مسالهتوجه داشته باشید که هر یک از پارامترهاي 
به عنـوان مثـال،   . است نسبت به آن متغیر صعودي یا نزولی مسالهتوان نشان داد که تابع هدف و یا قیدهاي  آن، می

cفرض کنید 1 متغیر غیرقطعی  ،هرگاه به جاي آن. 4 ,L 1 2   مسـاله گاه تابع هدف را جایگزین کنیم آن 6
ــود      ــد ب ــعودي خواه ــی ص ــر غیرقطع ــن متغی ــه ای ــبت ب ــر   . نس ــابه اگ ــور مش ــه ط cب  1 ــی    4 ــر غیرقطع ــا متغی ب

 ,L   2 6 البته ممکـن اسـت   ؛گاه تابع هدف نسبت به این متغیر غیرقطعی نزولی استجایگزین شود، آن  2
cفـرض کنیـد    بـه عنـوان مثـال   . نسبت به یک متغیـر یکنـوا نباشـد    تابع 1 بـا متغیـر غیرقطعـی    4 ,L  3 2 6 

.   طعی نه صـعودي اکیـد اسـت و نـه نزولـی اکیـد      غیرقدر این صورت تابع هدف نسبت به این متغیر . جایگزین شود
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در ایـن خصـوص   ت قطعی ـعـدم نین حالتی بسیار دشوار بوده و هنوز نظریه ریزي غیرخطی در چ ریه برنامهظتوسعه ن
 ؛شـود عملی و کاربردي به ندرت مشاهده می هايمسالهچنین حالتی در  ،این علاوه بر. اي نداردنتایج قابل ملاحظه

 .    افتدبنابراین، فرض اساسی ما در این مقاله این است که چنین حالتی براي متغیرهاي غیرقطعی اتفاق نمی

 . گیریمقطعی در نظر میمتغیرهاي غیر بارههاي  زیر را در در ادامه فرض

  .تمامی متغیرهاي غیرقطعی مستقل و منظم هستند .1 فرض 
مجموعه اندیس  . 2 فرض , ,J n 1 شودبه دو زیرمجموعه زیر افراز می:  

 { :J j  {و  j } یک متغیر غیرقطعی نامنفی است :J j   .} j  یک متغیر غیرقطعی منفی است
مجموعه اندیس .  3فرض  , ,I m 1 شودبه دو زیرمجموعه زیر افراز می:  

 { :I i  {و  i } یک متغیر غیرقطعی نامنفی است :I i   .} i  یک متغیر غیرقطعی منفی است
  :شوند دو مجموعه اندیس  زیر تعریف می iبراي هر اندیس   . 4فرض  

 { :iJ j  {و  ij } یک متغیر غیرقطعی نامنفی است :iJ j   .} ij  یک متغیر غیرقطعی منفی است
 .کنیمو ارتباط بین این دو مدل را بررسی می کردهتعریف  ) 3( مسالهغیرقطعی متناظر با  متفاوتحال دو مدل 

  
 مدل  غیرقطعی نوع اول 3-2

 سازي مستقیم آن وجود ندارد، امیدبه جاي تابع هدف غیرقطعی که امکان کمینه ،نوع اولغیرقطعی در مدل 
سازي غیرقطعی معرفی بهینه مسالهاین مدل حالت خاصی از شکل عمومی . دهیمآن را قرار می غیرقطعی ریاضی

  .شده توسط لیو است

)4(   [ : ,] , , , , , , .
n n

x j j ij j i i j
j j

Min E x M x i m x j n   
 

         
  
 

1 1
1 1  

خطی هستند و شکل  مسالهاست که در آن تابع هدف و قیدهاي  ]21[ از  3-3حالت خاصی از قضیه بعديقضیه 
 .کندرا بیان می )4( مسالهمعادل قطعی متناظر با 

j, .قطعیتوزیع متغیرهاي غیر هاي؛ فرض کنید تابع 4و 3و  1هاي با برقراري فرض .6 قضیه i j  وi  به ترتیب
j, عبارتند از  ij   وi . زیر معادل است مسالهبا  )4(مسالهدر این صورت:  

)5(  

   ( ( ) )

. .

           ( ) ( ) ( ),      ,

          ( ) ( ) ( ),           ,

           ,      

i i

i i

x j j
j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

j

Min d x

s t

x x i I

x x i I

x j

  

     

     

 

 





   

 

   

 

     

    

 

 

 

 

1
1

1 1 1

1 1 1

1 1

1



 , , .n 1
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   ]21[ از 2-29بنا بر قضیه: اثبات

  .jE d       


1
1   

  دهد که نشان می 3چنین تعمیمی از قضیه هم

 
1

1

1 1 0

 .
n n

j j j j
j j

E x d x   

 

   
   

  
    

  
تابع  علاوه بر این، ,ig x  براي هرi I   به صورت زیر است:  

 , .
i i

n

i ij ij i ij ij ij ij i
j j J j J

g x x x x     
   

        
1

 

  
 نامساوي  ، 5 بر اساس قضیه هاي قضیه وبر فرضبنا  .i iM g x    با رابطه زیر معادل است: 

      .
i i

ij i j ij i j i i
j J j J

x x     
 

  

 

    1 1 11 1 . 

  
iبه طور مشابه، براي   I شود که  ، نشان داده می  .i iM g x     با رابطه 

     .
i i

ij i j ij i j i i
j J j J

x x     
 

  

 

   1 1 11  

  .شودبه این ترتیب برهان قضیه کامل می. معادل است
  
 مدل  غیرقطعی نوع دوم  3-3

شود و   تلقیخطی غیرقطعی برنامه ریزي مسالهممکن است  مدل غیرقطعی نوع اول به عنوان یک جایگزین مناسب 
یـک  هـاي  در  این مدل، تمـام دیـدگاه  .  ولی در حالت کلی یک رویکرد خام است ؛در برخی موارد مناسب باشد

به . شود خلاصه می )توزیع غیرقطعی ثابت( ايدر توزیع غیرقطعی تک نقطه ،یک متغیر غیرقطعی بارهمتخصص در
هاسـت و عمـلا   ز عدم قطعیت موجود در دادهاستفاده از امید ریاضی غیرقطعی یک نمایش ضعیف اعبارت دیگر، 

هاي اتخاذ شده با ایـن مـدل بـه نتـایج     دانست و ممکن است تصمیم »یک دیدگاه غیرقطعی واقعی« توان آن رانمی
رود استفاده از عدم قطعیت  ضرایب در تابع هدف به عنوان قید در که انتظار می یدر حال.  مخاطره آمیز منجر شود

ریـزي  هم چنان که در موارد مشابه در برنامه .غیرقطعی اصلی تولید کند مساله،  ساختار بهتري براي توصیف مساله
ي بـا  تـر  بـیش ثابت شده است که چنین رویکـري همـاهنگی    ]24[ پرتفوي مالیسازي  نهیبه مسالهتصادفی، مثلا در 

  .  ]25[ دواقعیت دار
کـه تـابع   در این مـدل بـه جـاي آن    .شودغیرقطعی نوع دوم تعریف میمدل بر اساس آنچه بیان شد، در ادامه 

ین تر کمو  ) tمثلا(شود  آن جایگزین شود، کران بالایی براي آن در نظر گرفته می غیرقطعی هدف با امید ریاضی
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یک مقـدار   حداقل از ،کرانداري تابع هدف به این مقدار بر باور میزان  کنیم که مقدار این کران را چنان  تعیین می
  :این مدل به صورت زیر است. نباشد تر کم از پیش تعیین شده 

)6(  | , , , , , , , , .
n n

x j j ij j i i j
j j

Min t M x t M x i m x j n    
 

                      
        
  

1 1
1 1  

 .کندمی ارایهرا   )6( دل قطعی با مدلاقضیه بعدي شکل مع

   :زیر معادل است مسالهبا  )6( مساله 4- 1هاي با فرض .7 قضیه

)7( 

   
. .

           ( ) ( ) ,                      

          ( ) ( ) ( ),           ,

          ( ) ( )
i i

i

x

j j j j
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i
j J

Min t
s t

x x t

x x i I

x x

   

     

    

 

 



 

 

   

 

  



  

     

  

 

 



1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1 ( ),                ,

           ,      , , .
i

i
j J

j

i I

x j n








 

 


1 

 

هاي قیـد . دنمدل  وجود دار اینسري قید در  سه. قطعی ندارد، متغیر غیر)7( توجه کنید که تابع هدف مدل. اثبات
ثابـت   هـا آنارزي هـم  ،هسـتند و بنـابراین بـا اسـتدلالی مشـابه      )5( مسالهدقیقاً قیدهاي موجود در و سوم سري دوم 

   .شودجزییات آن صرف نظر میبیان از قید اول نیز مشابه است و ارزي هماثبات . شود می
گاه جواب شدنی بهینه داشته باشد آن مسالهاگر این . در بهینگی است )7( مسالهنکته مهم دیگر، شکل معادل 

معادلی ساخت که در صـورت وجـود ، جـواب     مسالهتوان بنابر این می ؛فعال خواهد بود در بهینگی مسالهقید اول 
رغـم بـدیهی    علـی  . این موضوع در قضیه بعدي بیان شـده اسـت  . ها با هم برابر باشندبهینه و مقدار جواب بهینه آن

  . کندبودن، این قضیه یک نتیجه مهم را بیان می
  :قطعی زیر را در نظر بگیریدریزي خطی غیربرنامه مساله . 8قضیه 

)8(  

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ),         ,                     

          ( ) ( ) ( ),      
i i

i i

x j j j j
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

Min x x

s t

x x i I

x x

   

     

     

 

 

 

 

 

   

 

  

 

 

     

  

 

 

 

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1           ,

          ,      , , .j

i I

x j n

 

  1 

 

  .هاي بهینه یکسان دارندجواب) در صورت وجود( )8( و )7(ریزي خطیهاي  برنامهمساله
ریـزي خطـی بـا تـابع هـدف      نامـه بر مسـاله یادآوري این نکته مهم است کـه مـدل غیرقطعـی نـوع دوم بـراي       

ریـزي  برنامـه  مسـاله  سازي باشد، تابع هدفبیشینه  مسالهدر صورتی که تابع هدف . سازي طراحی شده است کمینه
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  . کندمتناظر را بیان میریزي خطی قطعی برنامه مسالهقضیه بعدي تابع هدف . متفاوت خواهد بود خطی قطعی
   :ریزي خطی  غیرقطعی  زیر را در نظر بگیریدبرنامه مساله . 9قضیه 

)9(  : , , , , , , .,  
n n

x j j ij j i j
j j

Max x x i m x j n  
 

        
  
  

1 1
1 1  

  :عبارت است از  )9( مسالهمدل غیرقطعی نوع دوم متناظر با 

)10(  

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ),         ,                     

          ( ) ( ) ( ),      
i i

i i

x j j j j
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

ij i j ij i j i i
j J j J

Min x x

s t

x x i I

x x

   

     

     

 

 

 

 

 

   

 

  

 

 

     

  

 

 

 

1 1

1 1 1

1 1 1

1

1 1

1           ,

          ,      , , .j

i I

x j n

 

  1 

 

به صورت  مسالهتابع هدف  ،)9( مسالهطراحی مدل غیر قطعی نوع دوم براي  هنگام، )7( همانند مدل .اثبات
  . شودمی  )7( است در حالی که قید زیر جایگزین قید اول در مدل t سازيبیشینه

.
n

j j
j

M x t 


    
  


1
 

  :یر معادل استز نامساوي،  قید بالا با 2بر اصل موضوعه بنا

.
n

j j
j

M x t 


     
  


1
1  

  . شود، حکم نتیجه می7 و  6هاي با برهانی مشابه قضیه
m  یعنـی  ؛تمامی مقادیر باور با هم برابـر هسـتند  راي راحتی فرض کنید بدر ادامه،       1 2  . 

 توجه داشته باشید که براي هر مقدار ,  1  جواب شدنی و یا جواب بهینـه   )7( و ) 5( هايمسالهممکن است
ــه  دو مفهــوم  ،در ادامــه. دننداشــته باشــ ــیمتعریــف مــیدر محــیط غیرقطعــی را جــواب شــدنی و جــواب بهین   . کن

هـا  ایـن تعریـف   .نیـز بیـان کـرد   در هر قیـد  باور متمایز مقدار توان  براي حالت کلی مقادیر هاي مشابه را می تعریف
  :دشومی ارایهریزي خطی غیرقطعی به صورت زیر برنامه مسالهبراي اولین بار در 

 براي مقداري از )5( مسالهاگر   .1 تعریف ,  1  3( مسـاله گـاه گـوییم   جواب شدنی داشـته باشـد آن( -
جـواب   مسالههرگاه این . نامیمشدنی غیرقطعی نوع اول می-و جواب  متناظر را  استشدنی غیرقطعی نوع اول 
پایـه نیـز باشـد     ،اگر این جواب. نامیممی) 3( مسالهبهینه غیرقطعی  نوع اول  -را جواب بهینه نیز داشته باشد آن 

 . نامیمپایه غیرقطعی نوع اول می) جواب بهینه-(جواب شدنی -آن را 

براي مقداري از  )7( مسالهاگر   .2 تعریف ,  1  3( مسـاله گـاه گـوییم    جواب شدنی داشته باشـد آن( -
جـواب   مسالههرگاه این . نامیمشدنی غیرقطعی نوع دوم می-و جواب  متناظر را  استشدنی غیرقطعی نوع دوم 
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اگر این جواب پایه نیز باشد آن . نامیممی )3( مسالهبهینه غیرقطعی  نوع دوم  -را جواب بهینه نیز داشته باشد آن 
 . نامیمپایه غیرقطعی نوع دوم می) جواب بهینه-(جواب شدنی -را 

هاي شدنی الی که ناحیهحدر  .است )8(مسالهناحیه شدنی  زیرمجموعه )7( مسالهتوجه داشته باشید که ناحیه شدنی 
یک براي  )7( مسالهاگر . یکسان هستند )8(و ) 5( مسالهدو  ,  1 5( مسالهگاه جواب شدنی داشته باشد آن( 

  .کندت را مطرح مییقضیه بعدي این واقع. جواب شدنی دارد،  به ازاي همان مقدار نیز  ) )8( مساله در نتیجه و(
شدنی -اگر و فقط اگر استشدنی غیرقطعی نوع دوم - ،)3( ریزي خطی غیرقطعی برنامه مساله  .10 قضیه

  .باشدغیرقطعی نوع اول 
در بخـش  . کـافی نیسـت   براي وجود جـواب بهینـه   ریزي خطیبرنامه مسالهیک بودن  واضح است که شدنی

 .کنیمبعدي شرط وجود جواب بهینه را از دیدگاه دوگانی غیرقطعی بررسی می

  
  براي بررسی ارتباط بین دو مدل غیرقطعی نظریه دوگانی غیرقطعیاستفاده از  4

شـود و بـا    دوگـان نیـز تعریـف مـی     مسـاله ریـزي خطـی،    برنامه مسالهیادآوري این نکته لازم است که متناظر با هر 
در ایـن بخـش  نظریـه    . شـود اولیه بررسـی مـی   مساله، وجود جواب بهینه و یا بیکرانی مسالهاستفاده از دوگان یک 

بـا  ریـزي خطـی غیرقطعـی را     بهینه دو مدل برنامههاي  ده و ارتباط بین جواببیان شدوگانی را در محیط غیرقطعی 
  . کنیمبررسی میدوگانی ص استفاده از خوا

   :به صورت زیر است )5( مسالهتوان تحقیق کرد که دوگان   به سادگی می

)11(  

,

: :

   ( ) ( )

. .

           ( ) ( ) ( ) ,         ,   

          ,      , , ,                

          ,      , ,

y s i i i i i i
i I i I

ij i i ij i i j j i
i j I i j I

j

i

Max y y

s t

y y s d j J

x j n

y i

   

      

 

 

 

 

  

 

 

     

 

 

 

  

1 1

11 1 1

1

1

1
1



 
  .m

 

:علاوه بر این، نمـاد   .است )5( مسالهام  iان متناظر با قید گمتغیر دو iy ،مسالهر این د ii j J       بـه ایـن معنـی
iJدر مجموعـه   jاسـت کـه    iاست که عملوند جمـع  روي آن انـدیس       تعبیـر مشـابهی نیـز بـراي     . قـرار دارد

: ii j J  عبارت است از )7(ریزي خطی  برنامه مسالهتوان نشان داد که دوگان  به طور مشابه می. وجود دارد:  
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)12( 

,
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i j I i j I
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iبراي iyمتغیرهاي دوگان  ؛ علاوه برمسالهین ادر  I  متغیر دوگان ،y     تعریـف   )7( مسـاله متنـاظر بـا قیـد اول
,شـود کـه    به راحتی مشاهده می . شده است ,s y y          اسـت  )12( مسـاله یـک جـواب شـدنی بـراي .

  .آیددوم به دست مینوع بنابراین نتیجه زیر براي مدل غیرقطعی 
  . شدنی باشد-جواب بهینه دارد اگر و فقط اگر  )7(ریزي خطی برنامه مساله  .11قضیه 

  :دشوبه نتیجه مهم زیر منجر می 11و  10هاي قضیه
  .شدنی باشندداده شده، برايهاي غیرقطعی نوع اول و دوم جواب بهینه دارند اگر و فقط اگر مدل .2 نتیجه

  :استبه صورت زیر ) 8( مسالهدوگان توجه داشته باشید  که 

)13(  

,

: :

: :

   ( ) ( )

. .
           ( ) ( ) ( ),             ,     

          ( ) ( ) ( ),   

y s i i i i i i
i I i I

ij i i ij i i j j i
i j I i j I

ij i i ij i i j j i
i j I i j I

Max y y

s t
y y s j J

y y s
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1 1       ,                     

          s ,      , , ,                
          ,      , , .
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 )خطـی یـا زیگـزاگ   (بـا تـابع توزیـع غیرقطعـی معکـوس       ξتوان نشان داد که بـراي متغیـر غیرقطعـی   به راحتی می
 j 1 ،وقتی α / 0 هاي  نامساوي 5   j E   1   و   j E    1 چنـین  هـم . برقرار هسـتند  1
αبراي / 0 ، داریم 5   j E   1  و   j E    1 رغم این که ناحیه شدنی دو  لیع، بنابراین  ؛1
 مسـاله دو  ایـن بهینـه  تابع هدف مقدار ارتباط مشخصی بین  αبراي مقادیر مختلف ، هستندیکسان  )8( و )5( مساله

=αبا این حال براي . وجود ندارد /0   :برقرار است نتیجه زیر 5
=α براي . 3نتیجه  /0   .جواب بهینه یکسان دارند )در صورت وجود(ریزي خطی دو مدل غیرقطعی برنامه 5

ریزي خطی غیرقطعی براي هرهاي دوگان ضعیف و قوي دو مدل برنامهخاصیت α , 1  صورت زیر بیانبه 
ها خودداري و از بیان برهان آن حالت عمومی است ها درها مشابه شکل عمومی این قضیهاثبات آن و شودمی
  .کنیم می
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 براي هر) دوگانی غیرقطعی نوع اول( .12قضیه  α ,  ، فرض کنید 1 x    یک جواب شدنی
و   )5(  مساله    ,y s   رابطه زیر برقرار است در این صورت. است) 11( مسالهیک جواب شدنی:  

           α  α .
n

i i i i j j
ji I i I

y y d x       
 

  

 

 
    

 
   



1
1 1 1

1
1  

  .بهینه نیز باشند شدنی، ه این دو جوابکتساوي زمانی برقرار است 
براي هر  )غیرقطعی نوع دومدوگانی ( .13قضیه  α ,  ، فرض کنید 1 x    مسالهیک جواب شدنی 

و )7(    ,y s   در این صورت رابطه زیر برقرار است. است) 12(مسالهیک جواب شدنی:  

           α  α ( ) ( ) .i i i i j j j j
i I i I j J j J

y y x x         
   

   

   

       1 1 1 11 1  

  .شدنی، بهینه نیز باشند تساوي زمانی برقرار است که این دو جواب
از بیـان   ،عمـومی آن به بـا شـکل   او با توجه به تش توان براي هر دو مدل بیان کردقضیه مکمل لنگی را نیز می

  . کنیمجزییات خودداري می
  

  توصیفی هايمثال  5
نتایج عددي بـه   .کنیممثال ساده توصیف می دوهاي قبلی را با در این بخش، نتایج تحلیلی به دست آمده در بخش

ابتـدا حـالتی    .کردهاي خوشبینانه و بدبینانه مقایسه توان با نتایج حاصل از دیدگاهدست آمده در هر  دو مدل را می
مورد نظر بیشـینه سـازي سـود     مسالهبه عنوان مثال اگر . را در نظر بگیرید که متغیر غیرقطعی مورد نظر نامنفی است

حاصل از تولید چند محصول باشد و نظر متخصص بر این باشد که سود حاصل از تولیـد یکـی از  محصـولات در    
ی بازار یک متغیر غیرقطعی با توزیع غیرقطعی خط ,L 4 ترین  دیدگاه، ضریب متغیر مورد است؛ در خوشبینانه 8

در حـالی کـه امیـد ریاضـی      .گیـریم در نظـر مـی   4تـرین دیـدگاه عـدد   و در بدبینانـه   8نظر در تابع هدف را عدد 
به طور مشـابه، اگـر نظـر    ). مدل غیر قطعی نوع اول(گیرد را در نظر می 6مقدار  غیرقطعیغیرقطعی براي این متغیر 

یـک  ) مقـادیر سـمت راسـت قیـدها    (هاي تولیـد  متخصص در مورد مقدار در دسترس یکی از منابع مربوط به نهاده
زیگزاگ غیرقطعی متغیر غیرقطعی با توزیع  , ,Z 1 2  5ترین دیدگاه مقدار منبع مورد نظر را باشد، در خوشبینانه 5

گیریم در حالی که امیدریاضی غیرقطعی، مقدار موجـودي آن  منبـع   در نظر می 1ترین دیدگاه آن را و در بدبینانه
5را 

2
اگر متغیر غیرقطعی مورد نظر مربوط به میزان  منبع استفاده شـده در تولیـد    ،به  طور متناظر. گیرددر نظر می 

و به صورت متغیـر  ) ضریب یکی از متغیرهاي تصمیم در سمت راست یکی از قیدها(یک واحد از  محصول باشد 
غیرقطعی خطی  ,L 6 و در   6 مسـاله تـرین دیـدگاه مقـدار ضـریب مـورد نظـر را در       بیان شود، در خوشبینانه   9

  .  گیریمدر نظر می 9ترین حالت بدبینانه
هاي خوشبینانه و دگاهیدر صورتی که متغیر غیرقطعی مورد نظر منفی باشد، مقادیر در نظر گرفته شده براي د

مثـال، اگـر ضـریب یکـی از متغیرهـاي      بـه عنـوان   . اهـد بـود  متغیر غیرقطعی مثبت خوبدبینانه دقیقا بر عکس حالت 
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,تصمیم در تابع هدف، یک متغیر غیرقطعی زیگزاگ با تابع توزیع   ,Z     
 

74 تـرین  باشـد،  در خوشـبینانه   32
در مـدل غیرقطعـی نـوع     در حـالی کـه   ،گیریمدر نظر می 3ترین دیدگاه و در بدبینانه  4دیدگاه مقدار آن را 

 ؛امیدریاضی غیرقطعی آن اول، 
7
  . شودجایگزین می 2

  :دزیر را در نظر بگیری ریزي خطی غیرقطعیبرنامه مساله .1مثال 

)14(  

   
. .

         ,                 
         ,                              
         ,                
         , , .

Min x x x
s t

x x x
x x x
x x x

x x x

  

   
   
   

 

  

  

  


1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

1 2 3 

 

ها را متغیرهـاي غیرقطعـی زیگـزاگ در    یک بار تمامی متغیرهاي غیرقطعی را خطی و یک بار نیز آن مسالهدر این 
رغم آن که نوع متغیرها متفاوت  علی .آمده است 2و 1هاي تغیرهاي غیرقطعی در جدولاطلاعات م. گیریمنظر می

متغیـر   ،بـه عنـوان مثـال   . یکسـان اسـت   متخصص در هـر دو نـوع متغیـر غیرقطعـی     از دیدگاهولی بازه نهایی  ؛است
غیرقطعی خطی  ,L 1 1 با متغیر غیرقطعی زیگزاگ  5 , ,Z 1 1 2 5 جایگزین شده است و به ایـن معنـی    

بـازه محـدود    متخصص تنهـا بـه ابتـدا و انتهـاي     اطلاعات فراهم شده توسطدر متغیر غیرقطعی زیگزاگ، است که 
امید ریاضی متغیرهاي غیرقطعی ضـرایب تـابع    .هاي داخل بازه هم فراهم شده استداده برايشود و اطلاعاتی نمی

هاي غیرقطعی نوع اول و دوم  براي مقـادیر متفـاوت مقـدار   نتایج مربوط به مدل .آمده است 3هدف نیز در جدول 
α   مقدار. آمده است 7تا  4هاي  در جدولα    در بـازه    1/0 هـا بـه طـور گسسـته بـا فاصـله      مسالهدر تمامی , 1 

   .است  انتخاب شده
  

  1متغیرهاي غیرقطعی خطی مثال .   1جدول 

 ,L 3 3 8   ,L   2 4 3   ,L 1 1 5  

 ,L 13 7 8   ,L 12 6 9   ,L 11 5 7  

 ,L 23 2 5   ,L 22 5 8   ,L   21 20 16  

 ,L 33 12 14   ,L 32 5 6   ,L 31 4 7  

 ,L  3 3   ,L   2 5 2   ,L 1 4 6  
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  1متغیرهاي غیرقطعی زیگزاگ مثال  . 2جدول 

 , ,Z 3 3 5 8  , ,Z      
 

2
74 32   , ,Z 1 1 2 5  

, ,Z    
 

13
297 84   , ,Z 12 6 7 9  , ,Z    

 
11

135 72  

 , ,Z 23 2 3 5   , ,Z 22 5 7 8   , ,Z    21 20 19 16  

, ,Z    
 

33
5112 144  , ,Z    

 
32

235 64    , ,Z  
 
 

31
134 72  

 , ,Z  3 1 3   , ,Z    2 5 4 2  , ,Z    
 

1
94 62  

  
  .1امید ریاضی غیر قطعی ضرایب تابع هدف مثال   .3جدول 

 , ,Z 3 3 5 8
 

, ,Z      
 

2
74 32   , ,Z 1 1 2 5   ,L 3 3 8   ,L   2 4 3   ,L 1 15  

متغیر 
 غیرقطعی

25/5  5/3-  5/2  5/5  5/3-  3 
امید 

ریاضی 
 غیرقطعی

  
   .1ریزي خطی غیرقطعی نوع اول با متغیرهاي غیرقطعی خطی در مثال نتایج محاسبات براي برنامه . 4جدول 

α   ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

2200/0 مقدار تابع هدف  2875/0  3419/0  3852/0  4189/0  4443/0  4627/0  

نشدنی است مساله  
 مقدار متغیرهاي

 تصمیم

4000/0  3597/0  3211/0  2842/0  2489/0  2152/0  1830/0  

2800/0  2262/0  1775/0  1335/0  0937/0  0575/0  0247/0  
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  
  .1ریزي خطی غیرقطعی نوع دوم با متغیرهاي غیرقطعی خطی در مثال نتایج محاسبات براي برنامه . 5جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

0099/0 ∘∘∘∘/∘ ∘∘∘∘/∘ مقدار تابع هدف  1846/0   3287/0   4443/0   5334/0   

نشدنی است مساله  
 متغیرهايمقدار 

 تصمیم

3722/0   3514/0   3211/0   2842/0   2489/0   2152/0   1830/0   

1681/0   1811/0   1775/0   1335/0   0937/0   0575/0   0247/0   
0065/0  0029/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  
  .1غیرقطعی زیگزاگ در مثال ریزي خطی غیرقطعی نوع اول با متغیرهاي نتایج محاسبات براي برنامه .6جدول 

α   ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

2864/0 مقدار تابع هدف  3958/0  4870/0  5552/0  

  نشدنی است مساله
 متغیرهاي  مقدار

 تصمیم

3182/0  2918/0  2660/0  2411/0  
1455/0  0946/0  0509/0  0136/0  

0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
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 .1ریزي خطی غیرقطعی نوع دوم با متغیرهاي غیرقطعی زیگزاگ در مثال نتایج محاسبات براي برنامه .7جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

3727/0 مقدار تابع هدف  4483/0  4983/0 3 5284/0  

  نشدنی است مساله
 متغیرهاي  مقدار

 تصمیم

3182/0  2918/0  2660/0  2411/0  
1455/0  0946/0  0509/0  0136/0  
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  
شود ملاحظه می 5و 4هاي از جدول . حل شده است Linprogو دستور  MATLABافزار با استفاده از نرم هامساله

αو خطـی  قطعی براي متغیـر غیرقطعـی   هاي بهینه هر دو مدل غیرکه جواب / , , /   0 2 0 یکسـان هسـتند، در     6
αحالی که تنها براي  / 0 5 عـلاوه  .  نیز بیان شـده اسـت   3این شهود در نتیجه . مقدار تابع هدف یکسان دارند  

 ،عـی زیگـزاگ هسـتند، یکسـان هسـتند     هاي بهینه هـر دو مـدل، وقتـی متغیرهـاي غیرقط    بر آن، در حالی که جواب
شده توسط متخصـص،   ارایهنین افزایش اطلاعات چهم. شودهدف به وضوح مشاهده می متفاوت بودن مقادیر تابع

با متغیرهاي غیرقطعی زیگزاگ بیان شده است، تـاثیر عکـس در شـدنی     خطی که با جایگزینی متغیرهاي غیرقطعی
αها براي بودن مدل / , / , /   0 4 0 5 0   . دارد 6
در هـر دو نـوع    مسـاله ایـن    αشـود، بـراي مقـادیر  کوچـک     چنان که از نتایج به دست آمده مشاهده میهم

این واقعیت به . هر  دو مدل نشدنی هستند  α تر بزرگغیرقطعی اول و دوم، شدنی  است در حالی که براي مقادیر 
توجیه ریاضی ایـن  . شودبه جواب شدنی منجر می  αي  قیدها براي مقادیر کوچک راین معنی است که باور برقرا

ین شـدنی  او بنابر ،شودمی تر کوچکو  تر کوچک، ناحیه شدنی  αبه این صورت است که با افزایش مقدار  مساله
در هـر دو    αصعودي بودن مقدار تـابع هـدف بـر حسـب      . شودتضمین نمی  α تر بزرگمقادیر براي  مسالهبودن 

  . مدل نیز با این واقعیت تطابق دارد
  :صورت زیر استترین دیدگاه به مورد نظر در خوشبینانه مساله

)15(  

   
. .

           ,                 
          ,                              
          ,                
          , , .

Min x x x
s t

x x x
x x x

x x x
x x x

 

  

    

  


1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 3

5 6 7 6
16 5 2 5

4 5 12 3


 

  :زیر را خواهیم داشت مسالهترین حالت نیز در بدبینانه

)16(  

   
. .

           ,                 
          ,                              
          ,                
          , , .

Min x x x
s t

x x x
x x x

x x x
x x x

 

  

    

  


1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 4 8

7 9 8 4
20 8 5 2

7 6 14 1
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αبراي  هاي غیرقطعینتایج مدل / 0 مقایسه  8هاي خوشبینانه و بدبینانه در جدول با نتایج حاصل از دیدگاه 3
  . ستاشده

  
 .1هاي خوشبینانه و بدبینانه در مثال هاي قطعی با دیدگاهمقایسه نتایج حاصل از مدل .8جدول 

  مدل خوشبینانه  مدل بدبینانه
غیرقطعی نوع دوم با 
متعیرهاي غیرقطعی 

  زیگزاگ

غیرقطعی نوع اول با 
متعیرهاي غیرقطعی 

  زیگزاگ

نوع دوم  غیرقطعی
با متعیرهاي 

  غیرقطعی خطی

نوع اول غیرقطعی 
با متعیرهاي 

  غیرقطعی خطی
  دیدگاه

5284/0  -44/0  نشدنی است مساله  5552/0  1846/0  3852/0 مقدار تابع  
  هدف

  
دیدگاه بدبینانه نشدنی اسـت و  جـواب شـدنی وقتـی تولیـد       در  مسالهشود، چنان که در این جدول مشاهده میهم
0/در این صورت مقدار تابع هدف. دحداقل یک باش 3 شود که مقدارمی نتایج حاصل  ،علاوه بر این .است  5

. تـر اسـت  از مدل غیرقطعی نوع دوم در هر دو حالت متغیر غیرقطعی خطی و زیگزاگ به حالت خوشبینانه نزدیک
هـاي غیرقطعـی بـا متغیرهـاي  غیرقطعـی      مـدل هاي غیرقطعی با متغیرهاي  غیرقطعی خطی نسبت بـه   چنین  مدلهم

   . کنندتري را تولید میزیگزاگ نتایج خوشبینانه
هاي وجود داشته باشند که بـراي تمـامی مقـادیر    در عمل ممکن است نمونه α ,  مثـال  . شـدنی باشـند   1

جواب شدنی نوع اول و دوم را دارد و بنا بر این   αطراحی شده براي تمامی مقادیر  مسالهدهد که بعدي نشان می
  .  وجود دارد مسالهبراي هر سطح اطمینان، جواب بهینه براي 

سـود حاصـل از    مسـاله تـابع هـدف ایـن    . دگیریبریزي تولید تعدادي محصول را در نظر یک مدل برنامه  .2مثال 
دهد، سمت راست قیدها نشان دهنده مقـادیر منـابع موجـود مـورد  اسـتفاده در طـرح       تولید محصولات را نشان می

تولید است و ضرایب متغیرهاي تصمیم در سمت چپ قیدها  بیانگر میزان مقـادیر اسـتفاده شـده از هـر منبـع بـراي       
  . تولید هر واحد از محصول هستند

)17( 

   
. .

         ,                 
         ,                              
         ,                
         , , .

Max x x x
s t

x x x
x x x
x x x

x x x

  

   
   
   

 

  

  

  


1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

1 2 3 

 

تمـامی  ابتدا  . ، تمامی متغیرهاي غیرقطعی این مثال نامنفی هستندمسالهلازم به یادآوري است که با توجه به طبیعت 
 .بیان شده است 9ها در جدول هاي آنداده که گیریمدر نظر میخطی متغیرهاي غیرقطعی را  مسالهاین  پارامترهاي

نتـایج حاصـل از حـل ایـن      .دهـد شان مین ،ها زیگزاگ هستند که همه آن مسالهنیز متغیرهاي غیرقطعی  10جدول 
بـا هـر    مسـاله چنین نتایح حل هم. ستا خلاصه شده  12و  11هاي جدول براي متغیرهاي غیرقطعی خطی در مساله

  .دشومشاهده می14و  13هاي در جدولدو مدل غیرقطعی با متغیرهاي زیگزاگ  
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  2متغیرهاي غیرقطعی خطی مثال   .9جدول 

 ,L 3 3 8   ,L   2 4 3   ,L 1 1 5  

 ,L 13 7 8   ,L 12 6 9   ,L 11 5 7  

 ,L 23 2 5   ,L 22 5 8   ,L 21 16 20  

 ,L 33 12 14   ,L 32 5 6   ,L 31 4 7  

 ,L  3 3   ,L 2 2 5   ,L 1 4 6  

  
  2متغیرهاي غیرقطعی زیگزاگ مثال  .10جدول 

 , ,Z 3 3 5 8  , ,Z    
 

2
73 42   , ,Z 1 1 2 5  

, ,Z    
 

13
297 84   , ,Z 12 6 7 9  , ,Z    

 
11

135 72  

 , ,Z 23 2 3 5   , ,Z 22 5 7 8   , ,Z 21 16 19 20  

, ,Z    
 

33
5112 144  , ,Z    

 
32

235 64    , ,Z  
 
 

31
134 72  

 , ,Z  3 1 3   , ,Z 2 2 4 5  , ,Z    
 

1
94 62  

  
  .2ریزي خطی غیرقطعی نوع اول با متغیرهاي غیرقطعی خطی در مثال نتایج محاسبات براي برنامه .11جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

مقدار تابع 
 هدف

1333/2  9289/1  7500/1  5849/1  4259/1  2727/1  1250/1  9825/0  8448/0  7119/0  5833/0  

مقدار 
 متغیرهاي
 تصمیم

1667/0  1500/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
4667/0  4225/0  5000/0  4528/0  4074/0  3636/0  3214/0  2807/0  2414/0  2034/0  1667/0  
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  
  .2ریزي خطی غیرقطعی نوع دوم با متغیرهاي غیرقطعی خطی در مثال نتایج محاسبات براي برنامه .12جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

مقدار تابع 
 هدف

7000/2  3380/2  0132/2 7216/1  4667/1  2727/1  0929/1  9263/0  7224/0  6305/0  5000/0  

مقدار 
 متغیرهاي

 تصمیم

1667/0  1500/0  1351/0  1216/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
4667/0  4225/0  3805/0  3404/0  4074/0  3636/0  3214/0  2807/0  2414/0  2034/0  1667/0  
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
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  .2مثال ریزي خطی غیرقطعی نوع اول با متغیرهاي غیرقطعی زیگزاگ در نتایج محاسبات براي برنامه .13جدول 
α   1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

8000/2 مقدار تابع هدف  5146/2  2453/2  9908/1  7500/1  5217/1  4483/1  3761/1  3051/1  2353/1  1667/1  

 تصمیم مقدار متغیرهاي
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
8000/0  7184/0  6415/0  5688/0  5000/0  4348/0  4138/0  3932/0  3729/0  3529/0  3333/0  
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  
  .2زیگزاگ در مثال ریزي خطی غیرقطعی نوع دوم با متغیرهاي غیرقطعی نتایج محاسبات براي برنامه .14جدول 

α  ∘ 1/0  2/0  3/0  4/0  5/0  6/0  7/0  8/0  9/0  1 

مقدار تابع 
 هدف

5000/3  9456/2  4649/2  1046/2  8000/1  5217/1  4069/1  2974/1  1932/1  0941/1  0000/1  

مقدار 
 متغیرهاي
 تصمیم

1667/0  1448/0  1261/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  
6667/0  5919/0  5225/0  5688/0  5000/0  4348/0  4138/0  3932/0  3729/0  3529/0  3333/0  
0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  0000/0  

  
در بـازه   αبراي تمـامی مقـادیر    مسالهشود، هر دو مدل غیرقطعی متناظر این چنان که مشاهده میهم ,1   شـدنی

بـه عنـوان   . متفاوت هستند αعلاوه بر این، متغیرهاي پایه براي مقادیر مختلف . بوده و بنا بر این جواب بهینه دارند
x ، متغیرهـاي )14جدول (نوع دوم با متغیرهاي زیگزاگ  غیرقطعی ریزي خطیبرنامه مسالهمثال، در  x و 1 بـراي   2

αمقادیر  , / , / 0 1 0 2    مثبت هستند، در حالی که بـراي مقـادیرα / 0 x تنهـا متغیـر تصـمیم    3 2  .مثبـت اسـت    
  .شودهاي دیگر نیز مشاهده میمشابه همین وضعیت در جدول

  :از است نانه و بدبینانه به ترتیب عبارتهاي متناظر با دیدگاه خوشبیمساله 

)18(   

   
. .

           ,                 
          ,                              
          ,                
          , , .

Max x x x
s t

x x x
x x x

x x x
x x x

 

  

  

  


1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5 5 8

5 6 7 6
16 5 2 5
4 5 12 2



 

   

)19(  

   
. .

           ,                 
          ,                              
          ,                
          , , .

Max x x x
s t

x x x
x x x
x x x

x x x

 

  

  

  


1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3 3

7 9 8 4
20 8 5 2
7 6 14 1



  

  
αبراي  مقدار  11شده در جدول  ارایههمان جواب بهینه  )18( مسالهجواب بهینه     1667/3با مقدار تابع هـدف  
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αبراي11شده در جدول  ارایههمان جواب بهینه  )19( مسالهو جواب بهینه    .و با همان مقدار تابع هدف است 1
αتـر مقادیر کوچکتوجه کنید که نتیجه حاصل از مدل غیرقطعی نوع اول براي  بـه مقـدار تـابع هـدف بهینـه در        

تـر  به مقدار تابع هدف بهینه دیدگاه خوشـبینانه نزدیـک   α تر بزرگو براي مقادیر  تر استدیدگاه بدبینانه نزدیک
شـده   ارایه مسالهکه  با توجه به این.  مشهود است تر بیشدر مدل غیرقطعی نوع دوم، این هماهنگی وضعیت . است

  .    دار نیستمعنی مسالهدر آن  اينشدنی هستند، چنین مقایسه α تر بزرگبراي مقادیر  1در مثال 
شـود کـه بـا انقبـاض ناحیـه      به وضوح مشـاهده مـی   13-11مقدار تابع هدف در هر چهار جدول بودن نزولی 

شده توسط متخصـص  در مـورد    ارایهعلاوه بر این، افزایش اطلاعات . پذیر استتوجیه αشدنی با افزایش مقدار 
ه افـزایش مقـدار تـابع    ب ـ) جایگزینی متغیرهاي غیرقطعی خطی با متغیرهاي غیرقطعی زیگزاگ(متغیرهاي غیرقطعی 

همین وضعیت در مثال  . شودقطعی منجر میدر هر دو مدل غیر) د غیرقطعی مورد انتظار طرح تولیدسو(هدف بهینه 
شـود و نـه ایـرادي را بیـان     ب مـی البته این خصوصیت در حالت کلی نه یک مزیـت محسـو   ؛شودنیز مشاهده می 1

   . کند می
  
  بنديجمع  6

منظور از محـیط غیرقطعـی ایـن اسـت     .  ریزي خطی در محیط غیرقطعی مطالعه شده استبرنامه مسالهدر این مقاله 
. توسط متخصص به صورت یک متغیر غیرقطعی بر طبق نظریه عدم قطعیت فراهم شده اسـت  مسالهکه پارامترهاي 
نتـایج بـه    . ه اسـت هاي بـین دو مـدل بررسـی شـد    شده و برخی از ارتباط ارایهریزي خطی غیرقطعی دو مدل برنامه

در این مثال بـه شـکل گسسـته در    αتغییرات مقدار باور . دست آمده در دو مثال ساده به تصویر کشیده شده است
. پیوسته باشد یک مسیر تحقیق جذاب  استαبراي حالتی که تغییرات  هامدلرفتار  بررسی. نظر گرفته شده است

در نظر ) یا فقط زیگزاگ خطی فقط (به طور یکنواخت از یک نوع  مساله يهاهرچند متغیرهاي غیرقطعی در مثال
حفـظ شـده و    مسـاله ولـی کلیـت    سـت؛ ااي قیدهاي مختلف یکسان فـرض شـده  باور بردرجه گرفته شده و مقدار 

دیگـر ماننـد متغیـر غیرقطعـی نرمـال و       توان نتایج را براي حالتی که متغیرهاي غیرقطعی مخلوط بوده یـا از نـوع   می
مـدل بـراي   دو تعمیم این . باور براي قیدها متفاوت باشند، تعمیم داددرجه و یا مقدار  ]21[نرمال هستند –لگاریتمی

توانـد از  هـاي درجـه دو  محـدب نیـز مـی     مسـاله ریزي خطی صحیح و مخلوط و هـم چنـین بـراي    هاي برنامهمساله
  .باشدمسیرهاي تحقیقاتی دیگر 

  
  سپاسگزاري

، تشـکر و  نـد کرد ارایههاي مفیدي بدین وسیله از داوران محترم که در غناي این مقاله و رفع ایرادات آن راهنمایی
  .نماییمقدردانی می

  
  منابع

مجلـه تحقیـق در عملیـات در     .ریـزي خطـی فـازي   هاي سیمپلکس فازي براي حل مسایل برنامـه  روش). 1390( ،.ه  .س ،ناصري] 5[
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