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 موضعی شیتز لیپ  پیوسته تابعسازي  اعتماد مخروطی براي مینیممروش ناحیه 
 

 1*زهره اکبري

 ، بابلسر، ایرانریاضیدانشگاه مازندارن، دانشکده علوم ریاضی، گروه  ،استادیار -1

 
 1395آبان  8رسید مقاله: 

 1396فروردین  18 پذیرش مقاله:
 

 چکیده
بـا  بـراي ایـن منظـور،     .گـردد  موضعی ارایه می شیتز سازي تابع پیوسته لیپ مینیممروش ناحیه اعتماد براي یک در این مقاله، 

سـپس  گـردد.   استفاده از تقریب روش تندترین کاهش، یک تابع مدل مخروطی هموار براي تابع هدف ناهموار معرفـی مـی  
بـراي حـل زیرمسـاله    شـود.   کـار گرفتـه مـی   ه روش ناحیه اعتماد مخروطی درحالت هموار روي  مدل مخروطی ارایه شده ب

 .کـاهش یابـد  افی کبه اندازه تابع هدف  ،تا در هر تکرارشود  میبه شرط آرمیژو مجهز  روش جستجوي منحنی مخروطی، 

سـازي   یـاده پ MATLABدر پایان روش ارایـه شـده در محـیط     شود. می اثباتسراسري روش ارایه شده  در انتها همگرایی
 شود. روش ناحیه اعتماد ناهموار مقایسه میشده و نتایج با 

 
  .روش جستجوي منحنی ،شیتز لیپ پیوسته هموار، مدل مخروطی، تابعروش ناحیه اعتماد نا کلمات کلیدي:

 
 

 مقدمه 1
 :شود سازي ناهموار نامقید زیر در نظر گرفته می ، مساله بهینهدر این مقاله

)1( ( )
nx

Min f x
∈

 

:که در آن nf →  مسـاله مهمـی بـا کاربردهـایی در جهـان       ،)1( مسـاله   شیتز موضعی اسـت.  تابع پیوسته لیپ
در   اي و جریمـه   لاگرانـژي  و توابـع  ، مسـاله مکمـل غیرخطـی    گسسـته  مکـس -براي مثال، مساله مینی واقعی است.
از ایـن رو، حـل ایـن دسـته از     سـازي نـاهموار هسـتند.     مسایل بهینهسازي مقید در حالت هموار، همگی  مسایل بهینه

سـازي نـاهموار ارایـه     هینههاي زیادي براي حل مساله ب روش رفته است.گقراربسیاري از محققین مسایل مورد توجه 
هـاي   هـایی بـر اسـاس روش    الگـوریتم ،   ]5-2[اي هـاي دسـته   روش، ]1[روش زیرگرادیان  توان از ، که میشده است

روش نام بـرد.   سازي ناهموار حل مساله بهینه هاي مطرح براي به عنوان روش] 7[هاي مشتق آزاد  و روش ]6[هموار 
گرادیـان   اي اند. اخیرا، روش دسـته  ترکیب شده ]10-8[در مراجع  براي افزایش کارایی و روش شبه نیوتن اي دسته

 .   ]11[پیشنهاد شده است  نیز ي ناهموارساز حل مساله بهینه آزاد برايگسسته حافظه محدود مشتق 

 دار مکاتباتعهده *
 z.akbari@umz.ac.irآدرس الکترونیکی: 
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 شیتز موضعی لیپ سازي تابع پیوسته  مینیمماکبري، روش ناحیه اعتماد مخروطی براي 

هاي ناحیه اعتماد یکی از  سازي ناهموار، روش ناحیه اعتماد است. روش براي حل مساله بهینه ها یکی از روش
اعتمـاد بـراي   سازي هموار است. در واقع، ایده طرح روش ناحیه  هاي تکراري براي حل مساله بهینه ترین روش مهم

در روش ناحیه اعتمـاد، تـابع هـدف توسـط      .  ]14-12[ش ناحیه اعتماد در حالت هموار استتوابع ناهموار همان رو
 ،kx ،یک ناحیه حول نقطه فعل ـبه جاي تابع هدف، این مدل در ی .]18-15، 12[شود مدلی مناسب تقریب زده می

 شود. میمینیمم موسوم به ناحیه اعتماد) (
بـه صـورت زیـر      kxحـول  fبراسـاس بسـط تیلـور تـابع    ، kxدر نقطه تکـرار  تابع هدف درجه دوم قریبت

 آید: دست می هب

( , ) ( ) / ,T T
k k k km x s f x g s s B s= + +1 2 

)که در آن  )k kg f x= )( ماتریس هسی دقیقیا kBو ∇ )k kB f x=  و یا تقریب متقارنی از آن است. )  2∇
 به صورت زیر تقریب زد: kxقطه تکرارابع مدل مخروطی درنتوان توسط ت را می fهمچنین تابع

( ) ( ,
( )

)
T T
k k

k k T T
k k

g s s B sc s f x
s sα α

= + +
− − 2

1
21 1

 

nکه در آن 
kα ∈ است که براي هر يبردارns ∈ ،T

k sα− >1  ايراست. بkα =  ،( )kc s مدل  همان
 درجه دوم است. 

مینـیمم   ∆kدرجه دوم و یا مدل مخروطی)، مدل در ناحیه اعتماد بـه شـعاع   بعد از تقریب تابع هدف ( با مدل
ترین   ترین و پرهزینه معروف است که اساسی  الگوریتم ناحیه اعتماد به زیرمساله ناحیه اعتماد این مساله در .دشو می

فـرض  . ]20،17[دشـون  حـل مـی   اي از زیرمسایل ناحیه اعتماد  هاي ناحیه اعتماد دنباله بنابراین در روش ؛مرحله است
 ؛دسـت آمـده  ه باید بررسی شود که آیا نقطـه ب ـ  پس از حل زیر مساله باشد. جواب زیرمساله ناحیه اعتماد ks  کنید
k  یعنی  kx s+ ند یا خیر. براي این منظور، نسبت ناحیه اعتماد به صـورت  ک کاهش کافی در تابع هدف ایجاد می ، 
  گردد: تعریف میزیر 

( ) ( ) ,
pred

k k k
k

k

f x f x sρ − +
= 

باتوجـه بـه    دهنـد.  که در آن، صورت و مخرج کسر به ترتیب کاهش واقعی و کاهش پیش بینی شـده را نشـان مـی    
 :گردد به صورت زیر محاسبه میمدل تقریبی از تابع هدف (مدل درجه دوم یا مدل مخروطی)، مخرج کسر 

( ) )(k k kpred c sc−k  = 
)یا    , ) ( , )k k k kpred m x m x s= − 

 گاه این نسبت، با توجه به مثبـت بـودن   شودکه اگر صورت با مخرج کسر تناسب خوبی داشته باشد، آن مشاهده می
گـاه مـدل تناسـب     تـر باشـد، آن   مخرج کسر، مثبت و به عدد یک نزدیک است. هر چه این نسبت به یک نزدیـک 

بهتري با تابع هدف دارد. در مقابل، هر چه این نسبت به صفر نزدیک شود یا حتـی منفـی باشـد، عـدم تناسـب بـین       
بع هـدف  دسـت آمـده بـراي تـا     هجهت بگاه  شود. اگر این نسبت منفی باشد، آن تر ظاهر می مدل و تابع هدف بیش

 کاهشی نیست. 
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 95 -105 )1396( 53 ،ي آنکاربردهادر عملیات  در تحقیق مجله

] براي ثابت , )β ∈ 1
4

 kρ اگر ،   β> k گاه  آنباشد،    kx s+ و قرار  شود ي بعدي پذیرفته می به عنوان نقطه  

k دهیم می k kx x s+ = +1  در حالتی که روش ناحیه اعتماد باو  ، ماتریس هسیشعاع ناحیه اعتماد. در این حالت،  
cهاي براي ثابت .شوند هنگام می به نیز kαبردار، باشدمدل مخروطی  c< <2 3

kاگر  ، cρ ≤ گاه به علت  ، آن2
k،cاگر دهیم و هدف، شعاع ناحیه اعتماد را کاهش میعدم وجود تناسب خوب بین مدل و تابع  cρ< <2 شعاع  3

kد، در غیر این صورت برايمان ناحیه اعتماد ثابت می cρ ≥  مدل سپس،  یابد. ، شعاع ناحیه اعتماد افزایش می3

رط توقف شیابد که  شود. این روند تا جایی ادامه می می  مینیمم اعتماد جدیددر ناحیه  م یا مخروطی)درجه دو(
 برقرار شود. 

شیتز موضعی ارایه نشده است. در این مقاله، براي  لیپپیوسته تاکنون هیج تقریب مدل مخروطی براي تابع 
اعتماد  . سپس الگوریتم ناحیهشود میشیتز موضعی ارایه  پیوسته لیپیک مدل مخروطی براي تابع بار اولین 

. زیرمساله شود بیان میاي کوتاه از آنالیز ناهموار  در بخش دوم، مقدمهگردد.  ارایه میدل مخروطی م این براساس
. در بخش چهارم، الگوریتم شود می شیتز موضعی در بخش سوم تعریف لیپ مخروطی براي تابع هدف پیوسته

 نتایج عددي الگوریتم ناحیه اعتماد و ، بهترتیب به ،و ششمپنجم بخش  گردد. سازي و همگرایی آن ارایه می بهینه
 گیري از مقاله اختصاص یافته است. نتیجه

 
 اي برآنالیز ناهموار مقدمه 2

 کنیم. در این بخش، برخی مفاهیم  مقدماتی از آنالیز  ناهموار را بیان می
: فرض کنید تابع nf →   شیتز موضعی است.  مشتق جهتی تعمیم یافته کلارك تابع پیوسته لیپ  xدر نقطه  

f x در نقطه    :    ]19[  شود به صورت زیر تعریف می   pدر جهت  

 
,

lim ( ) ( )( , ) sup .
y x t

f y tp f yf x p
t

°

→ ↓

+ −
=



  

راسـاس ایـن   ب .شـیتز وجـود دارد   لیـپ پیوسـته  بـراي توابـع    جهتـی  توان نشان داد که این تعمیم مشتق به سادگی می  
 : ]19[ گردد یافته کلارك به صورت زیر تعریف می تعمیمتعریف، زیر دیفرانسیل 

 ( ) { | ( ; ) }.n T nf x f x pp pξ ξ°∂ = ∈ ≥ ∀ ∈   

توان مشاهده کرد که می
( )

( , ) sup T

f x
f x p p

ξ
ξ°

∈∂
باشـد. در    x نقطه همسایگی  رشیتز د ثابت لیپ L. فرض کنید=

 این صورت داریم:

 , ). (L f xξ ξ≤ ∀ ∈∂2   
پـذیر باشـد، در ایـن     مشـتق  xدر  fگرتـابع شده نرم اقلیدسی فرض شده اسـت. ا در سرتاسر این مقاله، نرم استفاده 

)صورت ) ( )f x f x∇  پذیر باشد، در این صورت   طور پیوسته مشتق به xدر f. علاوه بر این، اگر تابع ∂∋
  ( ) { ( )}.f x f x∂ = ∇  

)در این صورتباشد،  fع) تاب ي( یا  یک نقطه ایستا مینیمم xاگر )f x∈∂.     
εبراي >   ،ε- زیردیفرانسیل (گلداشتاین) تابعf ر نقطهدx شود تعریف میبه صورت مجموعه زیر: 
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 شیتز موضعی لیپ سازي تابع پیوسته  مینیمماکبري، روش ناحیه اعتماد مخروطی براي 

 { }( ) : cl conv ( ), ,f x f y x yε ε∂ = ∂ − ≤2  

)اگر مجموعه هستند. ترتیب پوسته محدب و بستار به  clوconvکه در آن )f xε∈∂
 x، در این صـورت نقطـه  

 شود. نامیده می fایستاي تابع -εیک نقطه
 
 شیتز موضعی لیپپیوسته زیرمساله مخروطی براي تابع  3

، ساختار کلی الگوریتم سپس گردد. ارایه می شیتز موضعی براي تابع پیوسته لیپمخروطی یک مدل بخش،  در این
 .شود بیان می شیتز لیپ پیوسته ناحیه اعتماد ناهموار براي تابع

)زبراي ارایه مدلی از تابع نـاهموار، زیرگرادیـان مناسـبی ا    )f x∂  همـوار  حالـت   گرادیـان در  را جـایگزین
vفرض کنیدکنیم.  می



بـه صـورت زیـر تعریـف      مخروطـی در ایـن حالـت، مـدل    همان زیرگرادیان مناسب باشد.  
 شود: می

  ( ) ( ) ,
( )

T T
k

k k T T
k k

s s B sc s f x
s s

v
α α

= + +
− − 2

1
21 1

 

kB آن، که در   یک ماتریس متقارن و معین مثبت است. در هر تکرار از روش ناحیه اعتماد پیشنهادي، این مدل   
 زیرسازي  یعنی در هر تکرار مساله مینیمم ؛شود می  ناحیه اعتماد مینیمم محدودیتتحت 

)2( 
)

,

( ) (
( )

. .

,

T T
k

kk T T
k k

k

T
k

s s B sM s f x
s s

s t
s

s

vin c
α α

α

= + +
− −

≤ ∆

− >

2
1
21 1

1





 

بـه محاسـبه    در ادامـه،  زیرمساله ناحیه اعتماد مخروطـی اسـت.   نیز ) 2مساله ( و شعاع ناحیه اعتماد ∆k شود. حل می
vزیرگرادیان مناسب


εکنیم فرض پردازیم. می  > دهیم ، قرار می: 

( )
arg min .

kv f x
v v

ε∈∂
=



    )3( 

)  مـوارد عملـی نیسـت، مجموعـه    در بسـیاري از   )3(  با توجه به این که حل مسـاله  )kf xε∂ بـا اسـتفاده از پوسـته      

}  بـه عبـارت دیگـر، اگـر     ].21[دوش ـ اهی از اعضـاي آن تقریـب زده مـی   متن ـ محدب تعـداد  }, , ,k lW ξ ξ ξ= …1 2   
)ياي از اعضـا  مجموعـه  )kf xε∂ هگـا  اشـد، آن ب conv kW   ریبـی از تق ( )kf xε∂ اسـت و مسـاله زیـر را حـل       

 :کنیم می

 )4   (           
 conv

arg min  .
kWξ

ξ ξ
∈

=    

p حقیقت، در ξ
ξ

= − v تقریبی از  


−ξ و   )تقریبی از   , )f x p°  شرطدست آمده در ه ست. اگر تقریب با 

)5( ( ) ( ) ,f x p f x cε ε ξ+ − ≤ − 1 
) براي , )c ∈1 1 conv گاه صدق کند، آن   kW )یک تقریب قابـل قبـول بـراي      )kf xε∂   5(نامسـاوي   اسـت. اگـر (

)گاه تقریب برقرار نباشد، آن )kf xε∂ کـردن یـک عضـو جدیـد ماننـد      با اضافه( )kf xεξ kW بـه   ∂∋  بـا شـرط     
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 95 -105 )1396( 53 ،ي آنکاربردهادر عملیات  در تحقیق مجله

conv kWξ ∈/ conv) دوبـاره بـا  4یابد. در واقـع مسـاله (   بهبود می   kW    چگـونگی  حـال،  گـردد.   جدیـد حـل مـی
 . فرض کنید:دهیم شرح می آمده است، ]21[را که در مرجع  این عضو محاسبه

 ( ) ( ) .f x p f x cε ε ξ+ − > − 1   
h: تابع + →   کنید:زیر تعریف  به صورترا 

 ( ) : ( ) ( ) , .h t f x tp f x ct tξ += + − + ∈  

)بــراي بهبــود تقریــب )kf x∂ نیــازي بــه محاســبه همــه اعضــاي ،( )h t∂   نیســت و تنهــا کــافی اســت کــه بــردار 

( ) f x tpξ ∈ +∂ )  طوري محاسـبه شـودکه     )T p c h tξ ξ+ ∈ ∂ 0T و   p cξ ξ+ ≥ نحـوه محاسـبه    ]21[ . در 
سـپس، قـرار    نیاز به هزینه محاسباتی زیـادي نیسـت.   آن، اي بیان و نشان داده شده است که براي محاسبه چنین نقطه

k شود داده می
k

k
p ξ

ξ+ = −1  آرمیژو . اگر این بردار در شرط 

 ( ) ( ) ,k kf x p f x cε ε ξ++ − ≤ −1  

) تقریبدر غیر این صورت  دست آمده است.ه گاه جهت کاهشی مورد نظر ب صدق کند، آن  )kf xε∂   با اسـتفاده
کنـد. در زیـر    شود که در شرط آرمیژو صدق  یک جهت کاهشی محاسبه  یابد تا مجددا بهبود می از استراتژي بالا،
 این جهت، آورده شده است: ي الگوریتم محاسبه

 
 ]21کاهش [ الگوریتم تقریب تندترین. 1الگوریتم

, ه:قرار د .1 گام  , ( , )cδ ∈1 1  .  ( )
k kv f x∆∂∈1 } ه:کن و قرار د را به دلخواه انتخاب   }kW v= 1 l.و   = 1  

 :سازي زیر را حل کن مساله بهینه .2گام

c v on
arg min ,

kv W
wv v

∈
= 2  

wv اگر  δ≤ w قرار ده:  . درغیر این صورت،متوقف شو،  

w

vp
v

= −  . 

)  اگر. 3گام ) ( )k k k k wf x p f x c v+ ∆ − ≤ −  .برو 4ام گ ، در غیر این صورت بهمتوقف شو ، آنگاه1∆
ــام  ) .4گ )

kl kv f x+ ∆∈∂1 ــن   ــوري انتخــاب ک . کــه را ط  convl kv W+ ــرارد 1/∋ } :  هق }
lk kW W v
+

=
1

   ،                
l l=  برو. 2گام به و   1+

 اهشـی را ک متنـاهی یـک جهـت    تقریب تندترین کاهش در تعداد تکرارنشان داده شده است که الگوریتم   ]21[ در 
)تولید کرده و تقریبی براي مجموعه  )

k kf x∆∂ کند. پیدا می 
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 سراسري  و همگراییناهموار مخروطی  الگوریتم ناحیه اعتماد 4
فـرض کنیـد   .شـود  ) ارایـه مـی  1( سازي نامقیـد  ینهبراي حل مساله به الگوریتم ناحیه اعتماد مخروطی بخش، ایندر

( )
kk kW f x∆⊆ convو  ∂ kW  يبهترین تقریب برا( )

k kf x∆∂  گیریداست. مساله زیر را در نظر: 

 
conv

arg min .
k

k
v W

v v
∈

= 2
2   

ــرض ــراي  ک ف ــد، ب ) نی , )c ∈1 1 ــه   ) ، رابط ) ( ) k
k

k
k k k

vf v
v

x f x c− ∆ − ≤ − ∆1 2
2

ــاس      ــت. براس ــرار اس برق

) زیرگرادیان )k kv f x∈∂ از الگـوریتم تقریـب تنـدترین     kv(گـردد  به صورت زیر تعریف مـی مخروطی ، مدل  
 :)کاهش تولید شده است

 ˆ ( ) ( ,
(

)
)

T T
k

k k T T
k

k

k

s s B sc s f x
s s

v
α α

= + +
− − 2

1
21 1

  

kB که در آن، k یـک مـاتریس متقـارن و معـین مثبـت اسـت. در         امـین تکـرار از روش ناحیـه اعتمـاد پیشـنهادي،       
 شود: زیر حل می مخروطی مسالهزیر

 )6                      ( 
 

( )
( )

. .
       

ˆ

.

k
k

T T
k

k T T
k k

k

s s B sM s f
s s

s t

vin c

s

α α
= + +

− −

≤ ∆

2
1
21 1

 

Tکــه در آن  
k sα− >1 α. ) در اینجــا . ]23[ایــم  ) از روش جســتجوي منحنــی اســتفاده کــرده6بــراي حــل زیرمســاله

 :گردد ارایه میبه صورت زیر  )6مساله (الگوریتم بهبودیافته جستجوي منحنی  براي حل زیر
 

 بهبودیافته جستجوي منحنی. الگوریتم 2الگوریتم

ــام ــرارده  .1گ k :ق k
T
k k k

B vs
v B α

−

−= −
−

1

11
ــر ks.  اگ ≤ ∆ ،T

k sα− >1  و( ) ( ) T
k k kf x s f x c s v+ − ≤ 1  ،

ks:آنگاه قرارده s=برو. 2، در غیر این صورت به گام 

ــام ــرارده  .2گـ  :قـ
T
k k

T T T
k k k k k k k

v v
v B v v v v

τ
α

=
−

ــر  τ. اگـ >   و( ) ( ) T
k k k k kf x v f x c v vτ τ− − ≤ − و     1

| | k kvτ ≤ kباشد، آنگاه قرارده  ∆ ks vτ=  برو. 3، در غیر این صورت به گام−

k :قرارده  .3گام
k k

k

vs
v

= −∆. 

اسـت کـه    1 همان خروجی الگـوریتم ks ،3درگام کند. کاهش کافی در تابع هدف ایجاد  باید ks،2الگوریتم در
کـاهش کـافی را ایجـاد     2بنابراین خروجی الگـوریتم  ؛کند تقریب تندترین کاهش بوده وکاهش کافی را ایجاد می

kکاهش تابع هدف به ازايمیزان حال کند.  می kx s+  براي این منظور، نسبت کـاهش واقعـی   کنیم.  را بررسی می
  گردد: و کاهش پیش بینی شده به صورت زیر تعریف می

)7( ( ) ( ) .
) ( )(

k k k
k

k k k

f x f x s
c sc

ρ − +
=

−
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] ثابـت  برايشود.  هنگام می ، شعاع ناحیه اعتماد بهkρبا توجه به , )β ∈ 1
4

 kρ ، اگـر   β> kگـاه  باشـد، آن    kx s+   

k دهیم شود و قرار می ي بعدي پذیرفته می به عنوان نقطه k kx x s+ = +1 مـدل مخروطـی در    بایـد  صـورت،  دراین.  
kxنقطه kv .شود هنگام  به 1+ kxدر نقطه  1را خروجی الگوریتم  1+  و داریم:گیریم  در نظر می 1+

)8( ˆ ( ) ( ,
( )

)
T T

k
k k T T

k

k

k

s s B sc s f x
s

v
sα α

+
+ +

+ +

+= + +
− − 2

1

1 1
1 1

1

1
21 1

 

kB آن که در n ماتریس 1+ n×  کند: شرایط زیر صدق می) در 8مدل مخروطی (است. متقارن 

)9  ( ( ) ( ), ( ) ,k k k kc f x c v+ + + += ∇ =1 1 1 1   
)10                   ( ( ) ( ), ( ) .k k k k k kc s f x c s v+ +− = ∇ − =1 1  

kقرار دهید  k ks x x+=  شود: ) منجر به روابط زیر می10درونیابی ( ایط. شر1−
 

)11( 
( ) ( ) ,

( )

T T
k k k k

k k T T
k

k

k k k

s s B sf x f x
s s

v
α α

+
+

+ +

+= +
−

−
−

1
1

1
2

1 1

1
21 1

 

 

)12( 
.

T
k k k

k kT T T
k k k k k k

k s B sv I v
s s sα α

α
α
+

+
+ + +

+   
= + −   

− − −   
1

1
1 1 1

1

1 1 1
1 

 :د) باید رابطه زیر برقرار باش12) و (11براي برقراري شرایط (

[ ] ( )( )) .)( ( T T
k k k k k kr f x f x v s v s+ += − − ≥22

1 1   
 :]21[م ، شرط سکانت برقرار بوده و داری) 12-9با استفاده از شرایط درونیابی (

)13( 
,

T T
k k k k k k

k k T T
k k k k k

y y B s s BB B
s y s B s+ = + −1  

)14( .k kT
k k

v
v s

γα +
−

=1
1  

که درآن
( ) ( )

T
k k

k k k
k k

v s ،y v v
f x f x r

γ γ γ+
+

−
= = −

− +
3

1
1

. 

 ، روش ناحیـه اعتمـاد   مطالـب ذکـر شـده    براسـاس  یابـد کـه شـرط توقـف برقـرار شـود.       این روند تا جایی ادامه می
 : شود شیتز به صورت زیر ارایه می یپل پیوسته سازي تابع مینیمم براي مخروطی

 
 مخروطی ناحیه اعتماد. الگوریتم 3الگوریتم

Max پارامترهاي اولیه ).مقداردهی ( 1 گام  ,∆ ∆ >1 
 ،   , nxα ∈1 1   ، , , , , , ( , )c cδθ δ θ β∆ ∈1 1 3 1   ،   

           c >4 1 ،c c< <2 3
)و   )f xξ ∈∂1 B:قرار ده  .  1 I=1   و k = 1  . 

kx در نقطـه  1زیرگرادیان حاصـل از الگـوریتم    kvفرض کن .محاسبه جهت کاهشی)( 2گام   پارامترهـاي بـا    

k∆  ، kδ δ= c1 و         .باشد  
kv اگر   .)شرط توقف(  3گام  =  k در غیر این صورت، اگر  شو.توقف مگاه  ، آن  kv δ≤    گاه  ، آن 

k ده:  قرار             kx x+ =1  ، k k δθδ δ+ =1  ، k kθ+ ∆∆ = ∆1  ، k k=         صورت،این  برو. در غیر 2به گام  و  1+
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k قرار ده:            kδ δ+  برو.  4 و به گام 1=

 محاسبه کن. 2را از الگوریتم  ks .)  (حل زیرمساله مخروطی 4گام
kρ اگر  .ن) را محاسبه ک7( نسبت ناحیه اعتماد   شعاع ناحیه اعتماد). سازي هنگام ه(ب 5گام  β>   ،      

k : ده گاه قرار نآ             k kx x s+ = +1  .  

k اگر          cρ > 3 k و    ks = ∆ . اه قـرار ده: ، آنگ ـ  MaxMin{ , }k kc+∆ = ∆ ∆1    گـر  ایـن صـورت، ا  در غیـر   4

k cρ < kباشد، قرارده: 2 kθ+ ∆∆ = k:قرارده ، . در غیر این صورت 1∆ k+∆ =  برو. 6گام  و به 1∆
) گرادیـان زیر ،3و گـام   2گـام  مطـابق   .)مدل مخروطی سازي هنگام ه(ب 6گام )k kf xv + +∂∈1 1    را انتخـاب    

r. اگـر  کـن  ≥2
 ،kB kαو  1+ ه:در غیـر ایـن صـورت قـرار د     کـن.  هنگـام  بـه  )14) و (13روابـط (  را بـا 1+

k n nB I+ ×=1،k kvα + +=1 1،  k k=  برو.  4و به گام   1+

∆Max جا،  دراین  هاست.    یک کران براي طول گام  
kBس عددي ملاحظه گردید که به علت ناپایداري عددي ممکن است ماتری هاي درآزمایش توجه. وضـع   بـد  1+

rکـه   شـود  هنگـام مـی   بـه زمـانی   kBمـاتریس سـازي،   پیاده در بنابراین ؛(نزدیک به ماتریس نامنفرد) شود −>2 610  
 باشد.

سـازي نامقیـد بـا تـابع هـدف       بـراي مسـاله بهینـه    مخروطی ، خاصیت همگرایی الگوریتم ناحیه اعتماددر ادامه
 یریم:گ مساله در نظر میهاي زیر را روي  گردد. قبل از هر چیز فرض شیتز موضعی ارایه می پیوسته لیپ

}مجموعه تراز   .1فرض }: : ( ) ( )L x f x f x= ≤  از پایین کراندار است. 1

M ثابت .2فرض α د به طوري که در هر تکراروجود دارk ،k M αα  است. ≥

nsوجود دارند به طوري که براي هر BMو Bmاعداد نامنفی .3فرض ∈ و در هر تکرارk  رابطه زیـر ،
 برقرار است:

 s .T
B k Bm s B s M s≤ ≤2 2

2 2   
kρهــایی اســت کــه در آن  شــامل انــدیس  مجموعــه کنــیم فــرض   β≥اســت و مجموعــهK شــامل تمــام ،

 تکرارهاست.
 

  کـاهش تقریبی از جهت تنـدترین   kvه وبود 3الگوریتم  4) در گام 6یرمساله (یک جواب زksیدفرض کن  .1لم 
 باشد، در این صورت   آن الگوریتم 2در گام

.T
k ks v <   

 تواند محاسبه شود: حالت زیر می 3به  ksاثبات.  

k :  1حالت  k
k T

k k k

B vs
v B α

−

−= −
−

1

11
  ، در این صورت  

)15( 
.

T
T k k k
k k T

k k k

v B vs v
v B α

−

−= −
−

1

11
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Tاز آنجایی که 
k ksα− >1    بنابراین داریم ، 

,
T

T k k k
k k T T

k k k k k k

B vs
v B v B
αα

α α

−

− −< − = + =
− −

1

1 1
11 1

1 1
  

بنـابراین   ؛معـین مثبـت اسـت    kB ) مثبت است. از طرف دیگر، از آنجـایی کـه مـاتریس   15( کسر در نتیجه مخرج

T لذا داریم: ؛) نیز مثبت بوده15صورت کسر (
k ks v < . 

k: 2حالت  k
k

s v
v
τ−

=
2

τ، که در آن  >   در این صورت ،T
k k ks v vτ= − < . 

kاگر: 3حالت
k k

k
s v

v
−∆

Tباشد، در این صورت   =
k k k ks v v= −∆ < 2. 

ایـن روش   . ایـم  اسـتفاده کـرده   بهبود یافتـه  منحنی، از روش جستجوي 3وریتمالگ 4در گام )6( براي حل زیر مساله
تولیـد شـده   کـه جـواب    ه شده استنشان داد ،]23[است. در ]23[در  توسیعی بر روش جستجوي منحنی ارایه شده

جهـت دهد کـه   نشان می ]23[در  3.3قضیه .  است )6(یک جواب شدنی زیرمساله  ،توسط روش جستجوي منحنی

ks ما این قضـیه   کند. کاهش کافی ایجاد میمدل مخروطی در ، (بهبودیافته) تولید شده از روش جستجوي منحنی
 کنیم:   را به صورت لم زیر بیان می

 
 :کند در نامساوي زیر صدق می ،2الگوریتم از تولید شده ksجهت جستجوي .2 لم

  )16(   
( ) ( ) Min , ,k

k k k k
k

v
c c s s

B
δ

  − ≥  
  

  

که در آن 
Max( )M α

δ =
+ ∆

1
2 1

 . 

  
در  3کـه اگـر الگـوریتم    زیر نشـان مـی دهـد    قضیه اي دارد.  زیر اهمیت ویژه قضیه، 3در اثبات همگرایی الگوریتم

kv هی تکرار متوقف نشود، آنگاه داریم:تعداد متنا →  . 
 

 بعد از تعداد متناهی تکرار متوقف نشود، آنگاه 3اگر الگوریتم .3 قضیه
lim .kk

v
→∞

=   

<اثبات. به برهان خلف، فرض کنید    عدد مثبتوk kرد به طوري براي هنوجود دار 1 k≥  داریم: 1
)17( . kv ≥  
یعنـی   ؛باشـند  متنـاهی  کنیم تکرارهاي موفـق  خلف فرض به برهان نامتناهی است. Sمجموعهدهیم  ، نشان میحال 

K/. در این صورت، مجموعه متناهی است Sمجموعه K S=1 بنـابراین  ؛نامتناهی استsk K∈    وجـود دارد بـه
skطوري که براي هر k≥ داریم ،k K∈ kبراي هر. 1 K∈ kداریم: 3الگوریتم 5امق گمطاب، 1 kθ+ ∆∆ = . لذا 1∆
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∆θچــون < limk، پــس1 k→∞ ∆ = از طرفــی چــون .k ks ≤ limk.بنــابراین ؛∆ ks→∞ =  در ایــن صــورت 

k K∈2 kکه براي هر به طوري وجود دارد1 k≥  داریم: 2
  )18( Min ,k k

B
s s

M
 

=  
 

  

}max براي از طرف دیگر،  , }k k k≥ 1 k و 2 K∈ 1 ،kρ شود: می به صورت زیر تقریب زده 
( ) ( ) ,

( ) ( )

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

k k k
k

k k k
T T
k k k k k

k k k T T
k k k k

k k k

f x f x s
c c s

v s s B sf x s f x
s s

c c s

ρ

α α

− +
− = −

−

+ − − −
− −

=
−

2

1 1

1 2 1





 

 داریم:) 2( یا الگوریتم  3الگوریتم 4گام کاهش کافی در) و شرط 16از رابطه (

( ) .
Min ,

T T
T k k k k k
k k T T

k k k k

k
k k

k

v s s B sc v s
s s

v
v s

B

α α

δ

− −
− −

≤
  
 
  

1 21 2 1 

 ) داریم:17و رابطه ( 3از فرض

( ) ,
Min ,

T T
T k k k k k
k k T T

k k k k

k k
B

v s s B sc v s
s s

v s
M

α α

δ

− −
− −

≤
 
 
 

1 21 2 1


 

 ) داریم:18مطابق (

( )‎‎‎‎ .

T T
T k k k k k
k k T T

k k k k

k k

v s s B sc v s
s s

v s
α α
δ

− −
− −

=
1 21 2 1   

 
 لذا عبارت سوم در صورت کسر بالا مثبت بوده و نامساوي زیر برقرار است: ؛معین مثبت است kBکه از آنجایی

 
)19( 

( )
‎  = .

T
TT k k
k kk k TT

k kk k

k k k k

v s v s cc v s
ss

v s v s
αα

δ δ

 
−−  

−−  ≤
11 1

1
1  

Tداریم:  2) مقداري مثبت  باید باشد و ازلم19نامساوي (چون طرف راست 
k kv s <  ،    بنـابراین از نامسـاوي مثلثـی

 داریم:

‎‎‎ .k T
k k

c
s

ρ
δ α
 

− ≤ − 
− 

1
1 11

1
 

limkاز آنجایی که   ks→∞ = بنابراین ؛: 

( )‎‎‎ .k cρ
δ

− ≤ − 1
11 1  
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 :طوري انتخاب شود که نامساوي زیر برقرار شود c1گر ا

 ( ) ,c β
δ

− < −1
1 1 1   

kρدر این صورت β≥ بنابراین ، استk ∈   فـرض . که ایـن در تنـاقضk K∈  مجموعـه  بنـابراین  ؛اسـت  1
 است.متناهی نا

kبراي هر ∈ داریم: 

  

( )( ) ( ) ( ) ( )

Min ,

Min , .

k k k k k

k
k k

k

k
B

f x f x c s c

v
v s

B

s
M

β

δβ

δβ

+− ≥ −

  ≥  
  

 
≥  

 

1 




 

}دنباله  چون ( )}kf x بنابراین ؛همگراست پس دار است، نزولی وکران( ) ( )k kf x f x +− →1 
kبـراي   و  ∈

    داریم:
lim .kk

s
→∞

=   

 :است زیرمجموعه سه  یکی از بهمتعلق  ks)،2الگوریتمیا  (  3در الگوریتم 4مطابق گام 

| k k
k T

k k k

B vk s
v B α

−

−

  = = − 
−  

1

1 11
 ،{ }| k k kk s vτ= = −2و| k

k k
k

vk s
v

  = = −∆ 
  

3 . 

kنیــد ک فــرض ∈ 1زمــانی کــه ،k ks: ، داریــم∞→ → یعنــی  ؛k k
T
k k k

B v
v B α

−

−

−
→

−

1

11
 از آنجــایی کــه .

T
k ksα− >1  در این صورت ،T

k k kv B α−− >11  : و داریم 

.k k kT
k k k

s B v
v B α

−
−=

−
1

1
1

1
 

 داریم: 3طبق فرض 

.B k k k B km v B v M v−≤ ≤1  
kvبنابراین → است. ))17(رابطه ( خلففرض  ، که متناقض 

kفـرض کنیـد    ∈ 2 ،  زمــانی کـهk ks: ، داریــم∞→ → یعنــی ؛k kvτ− →   از آنجـایی کــه .kτ >  .
kvبنابراین  →  است.17(رابطه ( خلف، که متناقض فرض (( 

kفرض کنید  ∈ 3 کـه   ، زمـانیk ks :مداری ـ ∞→ → :  یعنـیk
k k

k

vs
v

= ∆k. از ایـن رو ∆− → 
ولـی .  

k S∈ :بوده و داریم k k+∆ ≥ ∆kبا  که1∆ → 
 تناقض است.در  

 
 دهد. را نشان می 3الگوریتم  قضیه زیر شرط لازم همگرایی

kیا در تکرار معین  3الگوریتم .4قضیه


kvبا   =


 شود و یا دنباله  متوقف می{ }k kx ∈    به نقطـه حـدي*x   بـا 
*( )f x∈∂ گردد. همگرا می 
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kدر تکــرار معــین 3فــرض کنیــد الگــوریتم  اثبــات . 


kvبــا  =


 دنبالــه شــودمتوقــف ن .{ }k kx ∈ را در نظــر 
}بنـابراین دنبالـه  ؛ اسـت   اي کرانـدار  ، مجموعهگیریم. از آنجایی که مجموعه تراز می }k kx ∈     حـداقل یـک نقطـه

}یک نقطه حدي  x*حدي دارد. فرض کنید }k kx ∈ باشد و{ }
nkx اي از زیردنباله{ }k kx ∈ کـه  طـوري   بوده به

*
nkx x→.  ــیهاز ــی 3قض ــه  م ــیم ک دان

nkv → ،    ــرم ــیت ن ــق خاص ــم:  2طب داری
nkv →  ــی ). از طرف )f∂ ⋅ 

)پیوسته بالایی است و  نیم )
n k nk kv f x∆∈∂  لذا*( )f x∈∂.  

 
 نتایج عددي 5

مـورد بررسـی قـرار     ]19[ارایـه شـده در    سـازي نـاهموار   روي برخی مسایل بهینه 3الگوریتم کارایی  در این بخش،
 MATLAB2014a هـا در محـیط   الگـوریتم  ردد.گ ـ مقایسه مـی  ]24[درریتم ناحیه اعتماد ناهمواروبا الگ گیرد و می

شود. حـال مسـایل    می داده گزارشتابع  اسبهبراي مقایسه این دو الگوریتم تعداد دفعات محو  شوند پیاده سازي می
 :]19م [کنی انتخابی را معرفی می

1. CB 2    

ــدف  ــابع ه ــا ت ) ب ) M ax{ , ( ) ( ) , }x xf x x x x x e −= + − + − 2 12 4 2 2
1 2 1 22 2 ــروع  ، 2 ــه ش )نقط , )T2 و  2

1/مقدار بهینه 95422245. 
 

2. DEM      
} با تابع هدف              }( ) Max , ,f x x x x x x x x= + − + + +2 2

1 2 1 2 1 2 25 5 )نقطه شروع ، 4 , )T1      و   1
 .  3−مقدار بهینه              

3. LQ          
ــدف  ــابع ه ــا ت } ب }( ) Ma x ,f x x x x x x x= − − − − + + −2 2

1 2 1 2 1 2 ــروع   ، 1 ــه ش )نقط / , / )T− 0 5 0 و  5
−مقدار بهینه  2. 

4.   QL     
)با تابع هدف  ) M ax( ( ), ( ) ( ), ( ) ( ))f x f x f x x x f x x x= + − − ++ + − −1 1 1 2 1 1 210 4 4 10 2 6 ،            

)که در آن       )f x x x= +2 2
1 1 )نقطه شروع  است. 2 , )T−1 7.و مقدار بهینه 5 2. 

5. Mifflin1           
)با تابع هدف ) M ax{ , }f x x x x= − + + −2 2

1 1 220 1  ، نقطه شروع( / ,. / )T0 8  . -1و مقدار بهینه 6
 

6. Wolfe          

)               با تابع هدف )

,

x x x x
f x x x x x

x x x x

 + ≥
= + < ≤
 + − ≤

2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
9

1 2 1 1

5 9
9 16

9 16




 

)نقطه شروع    , )T3  .-8 و مقدار بهینه 2
7. Rosen Suzuki−         
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)با تابع هدف   ) M ax ( )i if x f x≤ ≤= 1  که در آن  4

( ) ,

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

f x x x x x x x x x

f x f x x x x x x x x x

f x f x x x x x x x

f x f x x x x x x x

= + + + − − − +

= + + + + + − + − −

= + + + + − − −

= + + + + − − −

2 2 2 2
1 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 2 2
2 1 1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 2 2
3 1 1 2 3 4 1 4

2 2 2
4 1 1 2 3 1 2 4

2 5 5 21 7
10 8
10 2 2 10
10 2 2 5

 

)با نقطه شروع  , , , )T
    44ه و مقدار بهین-. 

8.  Davidon 2                   
)    با تابع هدف              ) M ax ( )ii

f x f x
≤ ≤

=
1 20

 که  در آن  

  ( ) ( ) ( ( ) ( )) ,it
i i i if x x x t e x x sin t cos t= + + + −− 2 2

1 2 3 4   
it/و           i=0 , براي 2 , ,i = 1 2 20.   شروع با نقطه( , , , )T− −25 5 5 115/و مقدار بهینه 1 70644. 

 اند: شدهاولیه مقداردهی   ]24[الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار درپارامترهاي مشابه  3گوریتملپارامترهاي ا

Max Δ δΔ Δ ‎,  δ‎ ,  ‎θ / ‎,  ‎θ ,  ‎β c ,  c‎ / ‎, c , c / ,− −= = = = = = = = = =4 4
1 1 3 4 21 10 0 5 1 10 0 75 2 0 25



 

ــین αهمچن v=
 

ــانی الگــوریتم  . kکــهزم
−∆ < ــد.  710 ــان مــی یاب  nctrوnf،fopt ،ntrust،1در جــدول  پای

 دسـت آمـده،  الگـوریتم ناحیـه اعتمـاد نـاهموار و      ه ب ـبهینـه  ، جـواب  دفعات محاسبه تابع تعداد دهنده نشان ترتیب به
 هستند.    3الگوریتم

 
 نتایج عددي مقایسه الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار و ناحیه اعتماد مخروطی ناهموار  .1 جدول

nctrfopt ntrustfopt nctrnf ntrustnf مساله شماره 

9539719/1 95380117/1 31 115 1 
9999999/2- 9999999/2- 142 191 2 

414213562/1- 41421356/1-  58 86 3 
200000/7 2/7 116 108 4 

99999999/0- 99999999/0- 133 157 5 
9999999/7- 9999999/7- 115 131 6 
9999999/43- 9999999/43- 272 700 7 

7064398424/115 7064398/115 347 24207 8 

   
 لـذا تعـداد   ؛دهندکـه مـدل مخروطـی تـابع نـاهموار را بهتـر تقریـب زده        ، نتایج عددي نشان می1با توجه به جدول 

در دفعـات محاسـبه تـابع    تـر ازتعـداد    تابع در روش ناحیه اعتماد مخروطی به طور قابل تـوجهی کـم  دفعات محاسبه 
 روش ناحیه اعتماد ناهموار است.
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 و جمع بندي  نتیجه 6

دو بـار بـه   کـه  ( تابع هدف تر مدل مخروطی نسبت به مدل درجه دوم، به دلیل درجه آزادي بیش در حالت هموار،
زیرا تـوابعی کـه رفتـار غیـر درجـه دوم       ؛تقریب زده شده استمدل مخروطی توسط  )است پذیر طور پیوسته مشتق

مـدل   لـذا   ؛شـوند  بـا مـدل مخروطـی بهتـر تقریـب زده مـی       ،شان چندین بار عـوض مـی شـود    یعنی انحناي ؛دارند
الگوریتم ناحیه اعتماد ناهموار و الگوریتم ناحیه اعتماد مخروطـی  . ندتواند تقریب بز ل بیشتري را مییمسا مخروطی

الگـوریتم  توان گفـت   دست آمده، میه ل استاندارد مورد بررسی قرار گرفت. از نتایج بارایه شده  روي برخی مسای
 برتري دارد.  ناهموار ناحیه اعتماد با مدل مخروطی بر الگوریتم ناحیه اعتماد 

شـیتز موضـعی ارایـه کـرده و الگـوریتم       براي اولین بار مدل مخروطی را براي تابع پیوسـته لیـپ   این مقاله،در 
هـاي مسـتدل اثبـات     وار را روي این مدل در نظر گرفتیم و همگرایی سراسري آن را تحت فرضیهماد ناهمناحیه اعت
وار و الگوریتم ناحیـه اعتمـاد مخروطـی ارایـه     د که الگوریتم ناحیه اعتماد ناهمشو درکارهاي آتی سعی می کردیم.

کـه نتـایج عـددي بیـانگر کـارایی روش       شـود  حدس زده مـی قایسه گردد. ماستاندارد با ابعاد بالا مسایل  رويشده 
در حالت نـاهموار بـه خصـوص بـراي توابـع نامحـدب مشـکل تقریـب تـابع هـدف دو چنـدان             پیشنهاد شده است.

 شوند. بنابراین با استفاده از مدل مخروطی توابع نامحدب بهتر تقریب زده می ؛شود می
 
 نابعم
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