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 ايریزي خطی بازهبرنامهبراي حل مدل جدید  ناحیه جواب

 
 2مست نهی، حسن میش*1داديمهدي االله

 ، گروه ریاضی، زاهدان، ایران، دانشکده ریاضیدانشگاه سیستان و بلوچستاناستادیار،  -1

 ، گروه ریاضی، زاهدان، ایراندانشگاه سیستان و بلوچستان، دانشکده ریاضیدانشیار،  -2

 
   1395 آذر 26رسید مقاله: 

 1396 اردیبهشت 15پذیرش مقاله: 

 
 چکیده

هـاي حـل   ) یکی از روشBWCبدترین ( -باشد. روش بهترین) مد نظر میILPاي (ریزي خطی بازهدر این مقاله مدل برنامه
هاي حاصل نشـدنی اسـت.   کند؛ اما برخی از جواببدترین مقادیر تابع هدف را تعیین می -روش بهترینباشد. می ILPمدل 

) پیشـنهاد شـده اسـت. در    ITSMها (جلوگیري از نقض قیود)  روش دو گامی بهبود یافته (براي تضمین شدنی بودن جواب
) بـه عنـوان   CBMک الگوریتم، روش گوي بسـته ( روند. با استفاده از یهاي شدنی از دست میاین روش بسیاري از جواب

شود. در این روش، یک آزمون، شـدنی بـودن فضـاي حاصـل را تضـمین      معرفی می ILPیک روش جدید براي حل مدل  
 شوند.کند. براي نشان دادن تاثیر روش پیشنهادي، چند مثال عددي حل و نتایج مقایسه می می

 
 .، عدم قطعیتITSM، روش BWCروش  اي،ریزي خطی بازهبرنامه کلمات کلیدي:

 
 

 مقدمه 1
باشـند.  ي عدم قطعیت، داراي کران بـالا و پـایین مـی   عالم واقعیت به واسطه مسایلبرخی از پارامترهاي موجود در 

بـا در  باشد. محققین ) میILP(اي ریزي خطی بازهبرنامههایی مدل یک روش براي کنار آمدن با چنین عدم قطعیت
برخی دو مدل براي حل . اندپیشنهاد نموده ILPهاي چندین روش براي حل مدل ،رویکردهاي مختلفنظر گرفتن 

اي و بسـط روش  هـا حسـاب بـازه   برخـی از آن ]. 1[انـد نمـوده  ارایـه ریزي خطی تحت عدم قطعیـت  هاي برنامهمدل
. ]10-6[دان ـهبعضی از نویسندگان روي پایـداري پایـه تمرکـز نمـود     ].5-2ند[اهسیمپلکس را مورد استفاده قرار داد

شود. برخی نیز دو زیر مدل براي تعیـین مجموعـه جـواب    تعیین می ILPتحت فرض پایداري پایه، مجموعه جواب 
ILP  17-11[نداکردهمعرفی[. 

بـه دو زیـر مـدل     ILPمـدل   که توسط تانگ پیشنهاد شـده اسـت،  ) BWCبدترین ( -در روش حالات بهترین
 ]. 13ترین نواحی شدنی را دارند[وچکترین و کبه ترتیب بزرگهاي بهترین و بدترین که شود، زیرمدلتبدیل می

 عهده دار مکاتبات*
 m_allahdadi@math.usb.ac.irآدرس الکترونیکی: 
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تـرین ناحیـه شـدنی را داراسـت     اگر در قیود مدل بهترین که بـزرگ  است ILPیک نقطه، جواب شدنی مدل 
شامل قیود تسـاوي باشـد، توسـعه     ILPبراي حالتی که مدل  ]18[ توسط چاینک و رمدان BWCصدق کند. روش 

 براي حل پیشنهاد نمودند.  ILPبا عنوان یک روش جدید ] 12[هوانگ و مور . ه استداده شد
 BWCشـود. روش  ها منجر به ناحیه نشدنی مـی در برخی مثال ILPو  BWC هايروش هاي حاصل ازجواب

بـراي تضـمین شـدنی    هاي حاصل کاملا شدنی نیسـتند.  اما جواب ؛آورددست میه هاي واقعی تابع هدف را بکران
دو گـامی  ] و روش 15توسـط ژو و همکـاران [  ) MILPاي اصلاح شده (ریزي خطی بازهروش برنامه ،بودن جواب
 ] پیشنهاد شده است.14توسط وانگ و همکاران [) ITSMبهبود یافته (

) 1CBMبراي تضمین شدنی بودن جواب، روش گوي بسته ( ILPبه عنوان یک روش جدید براي حل مدل 
دسـت  ه گوي بسته ب کی BWCي حاصل از روش ي مرکز ناحیهدر این روش، با استفاده از نقطه دهیم.می ارایهرا 
 آوریم.می

x] به طور کلی به صورت ±xايیک عدد بازه , x ]− + xشود کهنمایش داده می   x− x. اگر ≥+ x− += ،
mدو مـاتریس در  +Aو  −Aاگـر   تباهیده خواهـد بـود.   ±xآنگاه  n×     باشـند کـهA A− ، آنگـاه مجموعـه   ≥+

   هايماتریس
[A , A ] {A | A A A },A± − + − += = ≤ ≤  

هـاي مرکـز و شـعاع بـه صـورت      ماتریسشوند. هاي آن نامیده میکران +Aو  −Aهاي اي و ماتریسماتریس بازه
 شوند.زیر تعریف می

(A A ), (A A ).c
A

A ±
− + + −= + ∆ = −

1 1
2 2

 

Aاگر هر  A±∈ اي مربعی نامنفرد باشد، ماتریس بازهA± شود. منظم نامیده می 
ــازه  ــاتریس ب ــی از م ــت خاص ــازه ،ايحال ــردار ب ــورتاي ب ــه ص } ب | }x x x x x± − += ≤ ــی≥ ــدم ــ باش ه ک

, nx x− + ∈ ]19[.  
 

 ILPهاي حل مدل روش 2
 را در نظر بگیرید:اي بازهریزي خطی مدل برنامه .شوندبیان می ILPها براي حل مدل در این بخش، برخی روش

)1(  
. .

,       , ,..., ,

,                    , ,..., .

n

jj
j

n

jij i
j

j

Max cz x

s t

i ma bx

j nx

±± ±

=

± ±±

=

±

=

≤ =

≥ =

∑

∑


1

1
1 2

1 2

 

 شود.) به صورت زیر تعریف میILP )1ي مدل مدل مشخصه

1 Closed Ball Method 
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)2( 
. .

      ,      , ,..., ,

,                   , ,..., .

n

jj
j

n

ij j i
j

j

Max z c x

s t

i ma x b

j nx

=

=

=

≤ =

≥ =

∑

∑

1

1
1 2
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ijکه  ija a±∈   ،j jc c iو  ∋± ib b±∈  براي , ,...,i m=1 ,و2 ,...,j n=1 2 . 
 باشد.) به صورت زیر می1براي حل مدل ( BWC]، دو زیر مدل روش 13مطابق با [

 : (مدل بهترین)1مدل  زیر

)3( 
. .

,       , ,..., ,

,                   , ,..., .

n

j j
j

n

ij j i
j

j

Max c xz

s t

i ma x b

j nx

++

=

− +

=

=

≤ =

≥ =

∑

∑

1

1
1 2

1 2

 

 : (مدل بدترین)2مدل  زیر

)4( 
. .

,       , ,..., ,

,                   , ,..., .

n

j j
j

n

ij j i
j

j

Max c xz

s t

i ma x b

j nx

−−
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+ −
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≤ =
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1

1
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ijبراي هر  زیرا  ؛دباشترین نواحی شدنی مین و کوچکتری) به ترتیب داراي بزرگ4) و (3ي (هامدل ija a±∈ و 

i ib b±∈  که, ,...,i m=1 ,و2 ,...,j n=1 jxبا توجه به این که ، 2 ≥  ،داریم: 

.
n n n

ij j ij j ij j i i i
j j j

a x a x a x b b b− + − +

= = =

≤ ≤ ≤ ≤ ≤∑ ∑ ∑
1 1 1

 

 
د، آنگاه تمام مقادیر بهینه باشدترین مقادیر بهینه تابع هدف به ترتیب بهترین و ب −optzو   +optz] اگر 13[ -1قضیه 

]تابع هدف در  , ]opt optz z−  شود.واقع می +
 د.باشبه صورت زیر می ITSM]، دو زیر مدل روش 14مطابق با [
 :1زیر مدل 
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Max

. .

( ) ( ) , ,..., ,

, , ,..., .

k n

j j j j
j j k

k n

ij j ij j iij ij
j j k

j

c x c xz

s t

sign sign i ma x a x ba a
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 :2زیر مدل 

' '

. .
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( ) ( ) ,...,
( ) ( ) ,...,
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j,...,که براي  k=1 ، jc± ≥  و براي ,..., nj k= +1 ، jc± ≤    و 

a
| | , | | , ( )

a

ij
ij ij ij

ij ij ij
ij ij ij

ij

a ij a a asigna a a
a a aa ij

−
+ ± ±

± ± ±
− ± ±

+

± ≥ ≥ ≥ − += = =  ± < − <−  <−


1
1



 

 



 

 
,که  ,...,j optx j k+ ,و 1= ,...,j optx j k n− =  باشند.ي زیر مدل اول میهاي بهینهجواب 1+

 
 )CBMروش گوي بسته ( 3

 NP-hardبا توجه به ایـن کـه تعیـین ناحیـه جـواب بهینـه، یـک مسـاله ي         ، ILPهاي حل مدل هايدر تمامی روش
دسـت  ه فضاي جـواب ب ـ آیند به طوري که دست میه باي بازهبه صورت ي متغیرهاي تصمیم مقادیر بهینه، ]2[است

هاي شدنی را جواب از ) یا بسیاريILPو  BWC ،TSMهاي شود (مانند روشي نشدنی نتیجه میآمده یا در ناحیه
در روش جدید، با یک الگـوریتم سـاده یـک گـوي بسـته بـه       ). ThSMو  MILP ،ITSMدهند (مانند از دست می

 شود.که تماما شدنی است معرفی می ILPعنوان ناحیه جواب مدل 
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شامل دو زیرمدل بهترین و بدترین است که در تضمین شـدنی بـودن ناحیـه جـواب، تنهـا قیـود        BWCروش 
 ،ترین ناحیه شدنی بـوده و از درجـه اهمیـت یکسـان بـراي قیـود برخـوردار اسـت        زیرمدل بهترین که داراي بزرگ

 شود.استفاده می

)یک گوي بسته به صورت  )
n

j j
j

rx α
=

− ≤∑
1

)کـه  شـود تعریف مـی  22 , ,..., )nα α α1 بـه عنـوان مرکـز     2

تـرین فاصـله مرکـز گـوي تـا      کـم به عنـوان شـعاع گـوي،      rو BWCدست آمده از ه گوي، مرکز ناحیه جواب ب
 باشد.به صورت زیر می CBMهاي روش گام باشد.ي قیود مدل بهترین میابرصفحه

 دست آورید.ه ب BWCرا به روش  ILPگام اول: ناحیه جواب مدل 
)دست آورید.(این نقطه را ه مرکز ناحیه جواب را بگام دوم:  , ,..., )nα α α1  بنامید) 2

 بـراي هـر   تـرین ناحیـه شـدنی را داراسـت، اگـر      بـه ایـن کـه قیـود مـدل بهتـرین بـزرگ        بـا توجـه  گام سـوم:  

, , ,...,
n

ij j i
j

i ma bα− +

=

≤ =∑
1

1 )،  آن گاه  2 , ,..., )nα α α1 ي شدنی است و این بدان معناسـت کـه   یک نقطه 2

( , ,..., )nα α α1  ندارد.شدنی جواب  ،در غیر این صورت مدل آزمون شدنی را گذرانده است. 2
 را به صورت زیر پیدا کنید: rشعاع گام چهارم: 

,بـراي هـر   فرض کنید ,...,i m=1 2، id  يفاصـله( , ,..., )nα α α1 ي ابرصـفحه تـا  2
n

ij j i
j

a x b− +

=

=∑
1

 ؛باشـد  

 :بنابراین

| |
n

ij j i
j

n

j

a b
di

aij

α− +

=

=

−
=

−

∑

∑
1

2

1

 

min اکنون قرار دهید ii
r d=لذا ناحیه جواب مدل  ؛ILP  به صورت( )

n

j j
j

rx α
=

− ≤∑ 2 2

1
خواهد بود که 

 .استاملا شدنی ک
ن نیست. یقابل تعی CBMهاي بالا و پایین ناحیه جواب حاصل از روش در ابعاد بالا، کران ILPبراي مدل 

 گردد.پیشنهاد می CBMي جعبهشود. براي حل این مشکل ضمن این که تجسم گوي بسته نیز با مشکل مواجه می
)فرض کنید  , ,..., )nα α α1 lو  2 β= و طول هر ضلع  CBMبه ترتیب مرکز ناحیه جواب حاصل از  2

,هر یعنی براي  ؛جعبه باشد ,..., nj =1 2 ،[ , ],j j jx β βα α± = −  :و بنابراین +
[ , ]
[ , ]

.

[ , ]n n

x

β βα α
β βα α

β βα α

±

− + 
 − + =
 
 

− + 

1 1

2 2



 

,، کافی است براي هر  ±xبراي تضمین شدنی بودن  ,...,i m=1 2، ( ) b ,
n

ij j i
j

a α β− +

=

± ≤∑
1

 یا 
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min .

n

ij j i
j

n

ij
j

a b

i a

α
β

− +

=

−

=

−
=

∑

∑
1

1

 

 
 هاي عدديمثال 4

، در ایـن بخـش چنـد مـدل بـا      ILPدسـت آوردن ناحیـه جـواب مـدل     ه براي نشان دادن تاثیر روش پیشنهادي در ب
 د.شوهاي حاصل مقایسه میو جوابحل هاي مختلف  روش
 ] در نظر بگیرید:15اي زیر را از [ریزي خطی بازهمدل برنامه -1 مثال

)5( 

[ , ] [ / , ]
. .

[ , ] [ , ] [ / , / ]
[ , / ] [ / , / ] [ / , ]

,

Max x xz
s t

x x
x x

x x

± ±±

± ±

± ±

± ±

= −

− ≤

+ ≤

≥

1 2

1 2

1 2

1 2

26 30 5 5 6

8 10 12 14 3 8 4 2
11 1 0 19 0 2 6 5 7



 

x عبارتند از BWCي روش هاي بهینهجواب [ / , / ], x [ / , / ]± ±= =opt opt1 25 182 6 366 3 338 4 که از حل دو 001
 .آینددست میه زیر مدل زیر ب

/
. .

/
/

,

Max x xz
s t

x x
x x
x x

+ = −

− ≤
+ ≤

≥

1 1

1 2

1 2

1 2

30 5 5

8 14 4 2
0 19 7


  

. .
/

/ / /
,

Max x xz
s t

x x
x x

x x

− = −

− ≤
+ ≤
≥

1 2

1 2

1 2

1 2

26 6

10 12 3 8
1 1 0 2 6 5



 

)يبـراي مثـال نقطـه   شـود.  در ناحیه نشدنی نتیجه مـی  BWCهاي حاصل از روش جواب / , / )6 366 4 در ه ک ـ001
+/در نامساوي واقع است  BWCناحیه جواب  ≤x x1 20 19  کند.صدق نمی 7

( / / / /+ × = >6 366 0 19 4 001 7 126 7  )  
x: عبارتنـد از  ITSMي روش هاي بهینهجواب [ / , / ], x [ / , / ]± ±= =opt opt1 24 574 6 336 3 320 3 کـه از حـل    495

 آیند.دست میه دو زیر مدل زیر ب
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/
. .

/
/

,

Max x xz
s t

x x
x x
x x

+ −+

+ −

+ −

+ −

= −

− ≤
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 آوریم.دست میه ب CBM) را به روش 5اکنون ناحیه جواب حاصل مدل (

]:ست ازا عبارت BWCناحیه جواب روش  -1گام  / , / ]
[ / , / ]
 
 
 

5 182 6 366
3 338 4 001

. 

): عبارت است از BWCنقطه مرکز ناحیه جواب  -2گام  , ) ( / , / )α α =1 2 5 7740 3 6695.  
 چون -3گام 

/ / / / ,
/ / / / / ,

α α
α α

− = × − × = − <
+ × = + × = <
1 2

1 2

8 14 8 5 7740 14 3 6695 5 181 4 2
0 19 5 7740 0 19 3 6695 6 4712 7

 

i, بنابراین براي =1 2، ij j i
j

a bα− +

=

≤∑
2

1
). لذا  , ) ( / , / )α α =1 2 5 7740 3  است.ي شدنی نقطه 6695

 یابیم.را می r شعاع -4گام 
/ / /

/ , /
/

− − −
= = = =

+ +
d d1 22 2 2 2

5 181 4 2 6 4712 7
0 5818 0 5195

8 14 1 0 19
 

}min بنابراین / , / } /= =r 0 5818 0 5195 0  :عبارت است از CBMدر نتیجه ناحیه جواب . 5195

(x / ) (x / ) ( / ) .− + − ≤2 2 2
1 25 7740 3 6695 0 5195  

 ،CBMي براي تعیین جعبه
/ / / / / /min , / ,

/
β  × − × − + × − 
= = − + 

8 5 7740 14 3 6695 4 2 5 7740 0 19 3 6695 7 0 4444
8 14 1 0 19

 

]: عبارت است از CBMجعبه  و لذا / , / ]
[ / , / ]
 
 
 

5 3396 6 2184
3 2252 4 1140

. 

هـاي  برخـی از جـواب  نمایش داده شده است.  1در شکل CBMو  BWC ،ITSMهاي نتایج حاصل از روش
ي جـواب حاصـل از   اما ناحیـه ؛کـاملا شـدنی اسـت    ITSMو  CBMباشند. نواحی جـواب  نشدنی می BWCروش 
CBM تر از ناحیه جواب بزرگITSM .است   
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 )5براي مدل ( CBMو  BWC ،ITSMنواحی جواب  .1شکل 

 
 زیر را در نظر بگیرید. ILPمدل   -2 مثال
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جـواب حاصـل از روش   داده شـده اسـت.    2و شـکل  1 در جـدول  CBMو  BWC ،ITSMدست آمده از ه نتایج ب
BWC  عبـارت اســت از:x [ / , ], x [ / , ]± ±= =opt opt1 20 5 2 0 125 قــرار ي نشــدنی در ناحیــهبرخــی از نقـاط آن  کــه  3

ــی ــرد. م ــال نقطــه راســی  گی ــراي مث ) ب , / )2 125     ــه جــواب ــاط ناحی ــوان یکــی از نق ــه عن در نامســاوي  BWCب

x x− + ≥1 2
1 2
2

  ــی ــدق نمـ ــد.صـ ــ کنـ ــاي وابجـ ــل از هـ ــد از ITSMحاصـ x عبارتنـ [ / , ]± =opt1 0 57143 و1

x [ / , / ]± =opt2 0 285711  :و جعبه مربوطه عبارت است از CBMناحیه جواب  که کاملا شدنی است. 5
[ / , ]

(x / ) (x / ) ( / ) ,
[ / , / ]
 

− + − ≤  
 

2 2 2
1 2

0 5 2
1 25 1 56255 0 75

0 8125 2 3125
 

 شود.شامل می ITSMتري را نسبت به ناحیه جواب که کاملا شدنی است و تعداد نقاط بیش
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 )6براي مدل ( CBMو  BWC ،ITSMنواحی جواب  .2شکل 

 
 )6براي مدل ( CBMو  BWC ،ITSMهاي هاي حاصل از روشجواب .1جدول 

 روش نتایج

[ / , ]± =optz 0 875 22 

x [ / , ], x [ / , ]± ±= =opt opt1 20 5 2 0 125 3 
BWC 

[ / , / ]optz± = 2 71 8 25 

x [ / , ], x [ / , / ]± ±= =opt opt1 20 57143 1 0 285711 5 
ITSM 

(x / ) (x / ) ( / ) ,− + − ≤2 2 2
1 21 25 1 56255 0 75 CBM 

x [ / , ], x [ / , / ]± ±= =opt opt1 20 5 2 0 8125 2  CBMجعبه  3125

 
 زیر را در نظر بگیرید. ILPمدل  -3مثال 

)7( 

[ , / ] [ , / ] [ / , ]
. .

[ , ] [ / , ] [ , / ] [ , ]
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Max x x xz
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x x x
x x x
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= − +
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1 2 3
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2 3 1 5 2 3 3 4 15 20
4 5 5 5 2 5 3 5 11 5 5 10
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ــایج در جــدول ) ي راســیداده شــده اســت. چــون نقطــه  2 نت / , / , / )t3 1728 1 0842 4 ــايدر نامســاوي  1592  ه
/+ + ≤x x x1 2 32 1 5 3 / و  20 / /+ − ≤x x x1 2 34 5 2 5 1 5 -به عنوان قیود اول و دوم مدل بهترین صدق نمی 10
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و   ITSMکـاملا شـدنی نیسـت.    BWCدست آمده از روش ه هاي ببنابراین این نقطه نشدنی است. لذا جواب ؛کند
CBM کـه ناحیـه جـواب    واضـح اسـت   با توجه به نتایج شوند. به ناحیه جواب کاملا شدنی منتهی میCBM   نقـاط

بـا توجـه بـه    . سـت از لحاظ زمـانی نیـز سـه روش مقایسـه شـده ا      شود.شامل می ITSMتري را به نسبت شدنی بیش
 شود.تري حاصل میولی جواب شدنی بیش ؛تري مورد نیاز استزمان بیش CBMدر روش ، 2 جدول

 
 )7براي مدل ( CBMو  BWC ،ITSMهاي هاي حاصل از روشجواب .2جدول 

 روش نتایج زمان (ثانیه)

/0 015  ( )[ / , / ],[ / , / ],[ / , / ] t0 7802 3 1728 0 7845 1 0842 3 0856 4 1592 BWC 

/0 015 ( )[ / , / ],[ / , / ],[ / , / ] t1 0217 2 6000 0 77601 0347 2 8578 4 4160 ITSM 

/0 124 (x / ) (x / ) (x / ) ( / )− + − + − ≤2 2 2 2
1 2 31 9765 0 9344 3 6224 0 4517 CBM 

/0 124 ( )[ / , / ],[ / , / ],[ / , / ] t1 4820 2 4710 0 4399 1 4289 3 1279 4 1169 
جعبه 
CBM 

 
 نتایج 5

د. در تمـام  وش ـمـی معرفـی   ILP) بـه عنـوان یـک ناحیـه جدیـد بـراي مـدل        CBMدر این مقاله، روش گوي بسته (
، ناحیـه جـواب مـدل    CBMد در حالی کـه در روش  باشاي مید جواب هاي بهینه بازه، برILPهاي حل مدل  روش
ILP در روش ي جـوابی باشـد کـه کـاملا شـدنی اسـت.       تـرین ناحیـه  بزرگتواند یک گوي است که میBWC  و

ITSM شود. در روش ناحیه جواب از حل دو زیر مدل بهترین و بدترین حاصل میCBM  شدنی بودن نقطـه ابتدا-

مقـدار شـعاع   سـپس  شـود.  به عنوان یک گوي با شعاع صفر بررسـی مـی   BWC جواب حاصل از يي مرکز ناحیه
تـرین ناحیـه شـدنی اسـت     ي حاصل در قیود مدل بهترین کـه داراي بـزرگ  ناحیهکه  یابدافزایش مین قدر آگوي 

هاي با ابعاد بالا مشکل اسـت. بـه همـین دلیـل جعبـه ي      براي مدل CBMتعیین برد ناحیه جواب روش صدق کند.  
CBM .که به سادگی قابل محاسبه است پیشنهاد شده است 
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