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اي و مقیاس کسري بازههاي مقیاس ادهتخصیص منصفانه هزینه ثابت د

 هادادهدر تحلیل پوششی  گیرنده تصمیمهاي احدبین و
 

 2*مائده غلام آزاد ،1مسعود صانعی
 کاربردي، تهران، ایران گروه ریاضی واحد تهران مرکزي، ،اه آزاد اسلامیدانشگیار، دانش -1

 ، اسلامشهر، ایرانگروه ریاضی واحد اسلامشهر، ،آزاد اسلامیشگاه دانکارشناس ارشد،  -2
 

   1395 آبان 6رسید مقاله: 

 1396خرداد  16پذیرش مقاله: 

 
 چکیده

هاي اخیر بسـیار مـورد توجـه پژوهشـگران قـرار      ها در سالهاي ثابت در تحلیل پوششی دادهنابع یا هزینهتخصیص منصفانه م
ست. از طرفی قبل و بعد از تخصیص هزینه ا گیرنده تصمیمگرفته است که در آن هدف اصلی عدم تغییر  کارایی واحدهاي 

 زیـرا اي نشـده اسـت   هاي مقیاس بـازه و توجه خاصی به داده هاي مقیاس کسري بودهها با توجه به دادهتا کنون تمام بررسی
ي و ا هاي مقیاس بـازه این مقاله بررسی استفاده از دادهلذا ساختار  است؛گیري روي چنین مقیاسی بی معنی ندازههاي انسبت

هـایی  چنـین داده ها بین واحدها می باشد به طوري که اصل عدم تغییر کارایی با حضـور  کسري در تخصیص منصفانه هزینه
 هم چنان برقرار باشد.

 
 .هاتحلیل پوششی داده هاي مقیاس کسري،اي، دادههاي مقیاس بازهتخصیص منصفانه، داده کلمات کلیدي:

 
 
 مقدمه 1

مـدل   ارایـه بـا  ] 2[معرفـی شـده و توسـط بنکـر      CCRمدل  ارایهبا  ]1[ها اولین بار توسط چارنزتحلیل پوششی داده
BCC  گسترش یافت. مدلBCC      بـا مشـاهده و تحلیـل    مدل بسیار مفیدي در ارزیـابی واحـدهاي مختلـف صـنعتی

ها براي اولـین بـار توسـط کـوك و کـرس      ایده تخصیص منصفانه هزینه باشد.ها میها و خروجیاطلاعات ورودي
 طی دو اصل اساسی زیر بیان گردید:] 3[

قبـل و بعـد از    DMUبی هـر  یک تخصیص هزینه را پایدار گـوییم هرگـاه کـارایی نس ـ    اصل پایداري: -1
 تخصیص بدون تغییر بماند.

 عهده دار مکاتبات*
 Maedeh.gholamazad@gmail.com آدرس پست الکترونیکی:
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 هاگیرنده در تحلیل پوششی داده هاي تصمیماي و مقیاس کسري بین واحدهاي مقیاس بازهتخصیص منصفانه هزینه ثابت داده، آزاد غلامو  صانعی

ا ه ـها هیچ کنترلی روي هزینهDMUدراین اصل فرض بر این است که  اصل حداقل پاراتو ورودي: -2
 هاي دیگر انتقال دهند.DMUتوانند مقدار آن را کم یا زیاد کنند و یا به یعنی نمی ؛ندارند

ها مقالات متعددي در این زمینـه منتشـر   پس از آن مطرح نمودند. هاي پیچیده ریاضیها ایده خویش را با روشآن
 مطرح شد.  ]4[تري بود که توسط جهانشاهلو و همکاران ها بیان مدل سادهشد که یکی از آن

هـایی بـوده کـه مقیـاس     ها روي دادهصورت گرفته در تحلیل پوششی داده هاياز طرفی تا کنون تمام بررسی
اي غیرهاي ورودي و خروجـی مقیـاس بـازه   مت ست؛ زیرااي نادیده گرفته شده امقیاس بازه هايداده کسري داشته و

هـاي  ن امر ناشی از بی معنی بـودن نسـبت  علت ای به کار برده شود. DEAهاي اي در مدلتواند به طور گستردهنمی
متغیرهـاي  تـوان بـراي پـرداختن بـه     را مـی  DEAهـایی از  لـذا مـدل   .باشـد هایی مـی گیري روي چنین مقیاساندازه

هـا  هـاي مجـازي بـر ورودي   هـا /خروجـی  اي استفاده کرد کـه در آن، نسـبت ورودي  ورودي/خروجی مقیاس بازه
. در این مقاله به بررسـی تخصـیص منصـفانه    ]6و5[هاي مشاهده شده هیچ نقشی در محاسبات نداشته باشد/خروجی

ور اصـل عـدم تغییـر کـارایی     هـایی در حض ـ تفاده از چنـین داده اس ـبـا   گیرنـده  تصـمیم هزینه ثابـت بـین واحـدهاي    
هاي مختلـف  بخش چنان برقرار است.اي همهاي مقیاس بازهدهیم که این اصل با وجود دادهایم و نشان می پرداخته

 به شرح ذیل می باشد:مقاله 
گـذر   در بخـش سـوم   ثابـت. ها و تخصیص منصفانه هزینه مروري داریم بر تحلیل پوششی دادهدر بخش دوم 

مورد مطالعه خـویش   اي و مقیاس کسري و در بخش چهارم کاربردهاي مقیاس بازهکوتاهی خواهیم داشت بر داده
 گیري بیان شده است.ت در بخش پنجم مثال عددي و نتیجهایم و درنهایرا بیان نموده

 
 ها و تخصیص منصفانه هزینه ثابتتحلیل پوششی داده 2

ــه ــانس از مجموع ــه در آن   DMUاي متج ــد ک ــر بگیری ــا را در نظ )ه ,..., ), jj n DMU= ــامل 1 ورودي  m، ش
( ,..., ), iji m x= )خروجی  sو 1 ,..., ), rjr s y= در ماهیت خروجی به صـورت زیـر    CCRمدل مضربی  باشد. 1

 می باشد:
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بـه   DMUهـاي هـر   مورد ارزیـابی باشـد و کـارایی    CCRتحت مدل  (DMU) گیرنده تصمیمواحد  nفرض کنید 

,...,صورت  nE E1  مقدار هزینه باشد. از طرفی فرض کنیددست آمده به ،Fاي است که باید به ، هزینهDMU ها
)، به طوري کـه اگـر سـهم هـر     تخصیص داده شود ,..., ), jj n DMU= ، آنگـاه  باشـد  jf، ازایـن هزینـه برابـر    1

n

j
j

f F
=

=∑
1

 اصول اولیه نیز صادق باشند.، و از طرفی 

 دست آوردند:ه طی مراحل زیر مدل خویش را ب ]4[ براي یک تخصیص منصفانه جهانشاهلو و همکاران
1- jf ) اضافه نمودند:1را به عنوان ورودي جدید به مدل ( 
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توانـد از ورودي جدیـد جهـت بهبـود     اي نمـی  DMUشرط لازم براي یک تخصیص منصفانه این اسـت کـه هـیچ    

) 3مـدل (  درµلـذا متغیـر    .و بعد از تخصیص بدون تغییـر بمانـد  یعنی باید مقدار کارایی قبل . کارایی استفاده کند
 .خارج از پایه است اگر وتنها اگر سود نسبی نامنفی باشدpDMU،µیعنی براي هر باید خارج از پایه باشد.
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 دست آمد:ه صورت زیر به ) ب3دوآل مدل ( -2
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. لـذا  ]4[ باشـد  زایـد ) برابر است اگر و تنها اگر قید (**) 2) با مقدار کارایی مدل (5مقدار کارایی مدل ( -3

jfدست آمد:ه از فرمول زیر ب 
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) 6از ( jf) باشـند، آنگـاه بـا انتخـاب     5) و(2هـاي ( در مـدل  pDMUمقادیر کارایی  ′pϕوpϕ. اگر 2-1قضیه 

p pϕ ϕ′=. 
 مراجعه شود. ]4[ به برهان:

 
 ايهاي مقیاس کسري و مقیاس بازهبا داده DEAهاي مدل 3

هـاي  مشـکل بـا داده   اسـت. ها به ندرت مـورد اسـتفاده قـرار گرفتـه     دهاي در تحلیل پوششی دامقیاس بازه هايداده
گیـري روي چنـین مقیاسـی فاقـد معنـی هسـتند. در نتیجـه        هاي اندازهد که نسبتشواي از آنجا ناشی میمقیاس بازه

ت اي بـه کـار بـرد کـه در آن نسـب     هاي مقیاس بازهها/ خروجیتوان براي پرداختن به وروديرا می  DEAمدلی از 
 هاي مشاهده شده هیچ نقشی در محاسبات نداشته باشد.ا/خروجیههاي مجازي بر وروديها/خروجیورودي
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 :(Interval)اي: متغیرهاي مقیاس بازه1-3 تعریف
گیري شـده روي ایـن مقیـاس    هاي اندازهاي آن است که فواصل بین مشخصهیل نامگذاري متغیرهاي مقیاس بازهدل

 ؛هاسـت هاي واقعی در مشخصهاي  نشان دهنده تفاوتتی دیگر، تفاضل متغیر مقیاس بازهداراي معنی است. به عبار
 کند.ها را نیز با یکدیگر مقایسه می، فواصل آنهااي، علاوه بر مقایسه مشخصهبنابراین یک مقیاس بازه

 
 :(Ratio): متغیرهاي مقیاس کسري 2-3 تعریف

گیري شـده روي ایـن مقیـاس،    هاي اندازهکه نسبت بین مشخصه دلیل نامگذاري متغیرهاي مقیاس کسري آن است
باشند به جـز در دو  اي را دارا میهاي متغیرهاي مقیاس بازهداراي معنی است. متغیرهاي مقیاس کسري همه ویژگی

اي داراي معنی نیست در صورتی کـه نسـبت دو متغیـر مقیـاس     که نسبت روي متغیرهاي مقیاس بازه :اول این مورد
یاس کسري شامل نقطه صـفر مطلـق اسـت، ولـی نقطـه صـفر در مقیـاس        مق، که دوم اینداراي معنی است. کسري 

 اي مطلق نیست. بازه
ورودي و  هـاي باشد که در آن دادهورودي مقیاس کسري به صورت زیر میدر ماهیت متغیرهاي  CCRمدل 

 اند.قرار گرفتهoutIوinpIايهاي بازهو مقیاس outRوinpRهاي کسري خروجی در دو دسته مقیاس
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 اي و مقیاس کسريهاي مقیاس بازههاي ثابت با استفاده از دادهتخصیص منصفانه هزینه 4

تـوان  اي نیز میهاي مقیاس بازهي مقیاس کسري با دادههاقاله نشان دهیم که علاوه بر دادهخواهیم در این محال می
 تخصیص هزینه را انجام داد بقسمی که کارایی هم چنان بدون تغییر باقی بماند.

لذا  .به صورتی عادلانه تخصیص دهیم گیرنده تصمیمخواهیم بین واحدهاي هزینه ثابتی باشد که می Fفرض کنید

kf با حضور ایـن   شود.) اضافه می7اي بوده و به مدل (هاي مقیاس بازهشود که تحت دادهورودي جدید تلقی می
 .شودا  مدل زیر جهت تخصیص پیشنهاد میهداده
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 ].4[ است زایدتوجه کنید که قید (**) یک قید 

 کنیم:صورت زیر بیان میه س کسري بهاي مقیارا براي ورودي جدید تحت داده )7حال مدل (
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 زایـد قید (**) هم چنان یک قید هاي مقیاس کسري بیان شده است و در این مدل تحت داده kلازم به ذکر است

 .]4[ت اس
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,اگر  :1-4 قضیه ,θ θ θ3 2 از  kf) باشند،آنگاه با انتخاب 9) و (8) و(7هاي (در مدل jDMUبه ترتیب کارایی  1
θفرمول زیر  θ θ= =1 2 3. 

 
 .مراجعه شود ]4[به  برهان:

 
 مثال عددي 5

 3راي تولید متغیر ورودي را ب 3 ،هادر نظر بگیرید که هر کدام از آن را گیرنده تصمیمواحد  20متشکل ازاي نمونه
گیـري شـده و   غیر ورودي روي مقیاس کسري انـدازه فرض کنید اولین و دومین مت کند.متغیر خروجی مصرف می

دست آورده و در سـتون  ه ) ب7را با مدل( .اندازه کارایی گیري شوداي اندازهومین متغیر ورودي روي مقیاس بازهس
Fاز طرفی فرض کنید ایم.نشان داده 2دوم از جدول  = خواهیم به صـورت منصـفانه   هزینه ثابتی باشد که می  100

هـاي چهـارم و پـنجم بـه ترتیـب      مقادیر تخصیص و نیـز سـتون   2ز جدولستون سوم ا ها تخصیص دهیم.DMUبین
 دهند:) نشان می9) و (8هاي (یی را بعد از تخصیص با مدلمقادیر کارا

 
 . میزان ورودي ها و خروجی ها1جدول

o3 o2 o1 i3 i2 i1 DMU o3 o2 o1 i3 i2 i1 DMU 

7 5 5/5  3 2 2 11 3 5/2  1 4 1 7 1 

6 3 7 3 5/1  5/2  12 3 1 5/2  4 7 3 2 

4 2 4 6 5/1  5/4  13 3 2 5/2  3 6 6 3 

4 2 5/1  7 4 2 14 7 5/5  4 3 1 3 4 

5/3  5/3  5/6  6 3 4 15 6 5/3  5 3 5/0  6 5 

4 5/3  5 4 5 2 16 6 6 2 3 5/0  4 6 

5 5/4  5/4  4 6 5/1  17 7 4 6 3 5/2  5/1  7 

6 5/5  5/3  3 4 5/0  18 6 5 5/1  4 4 5/0  8 

6 5/2  5/7  3 75/0  5/3  19 6 3 8 4 75/1  75/2  9 

6 5/3  5/3  4 5/3  6 20 7 3 8 3 3 1 10 

 
)را در نظر بگیرید.  2جدول  )E مقادیر تخصـیص هزینـه را    jfباشد.قبل از تخصیص هزینه می )7(کارایی مدل 7

)دهد و در نهایتنشان می گیرنده تصمیمواحد  20بین  )E )و 8 )E   )8(هـاي  کارایی بعد از تخصیص را در مـدل 9
کنید، کارایی قبل و بعد از تخصیص در هر سـه مـورد بـا هـم برابـر      دهند. همان طور که ملاحظه مینشان می )9(و 
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 هاگیرنده در تحلیل پوششی داده هاي تصمیماي و مقیاس کسري بین واحدهاي مقیاس بازهتخصیص منصفانه هزینه ثابت داده، آزاد غلامو  صانعی

 مقادیر کارایی قبل و بعد از تخصیص منصفانه هزینه. 2 جدول

( )E 9 ( )E 8 f ( )E 7 DMU ( )E 9 ( )E 8 f ( )E 7 DMU 

1 1 52/3  1 11 34/0  34/0  03/6  34/0  1 

1 1 52/3  1 12 32/0  32/0  04/7  32/0  2 

43/0  43/0  03/6  43/0  13 42/0  42/0  54/7  42/0  3 

38/0  38/0  54/6  38/0  14 1 1 52/3  1 4 

56/0  56/0  54/6  56/0  15 1 1 27/4  1 5 

60/0  60/0  53/5  60/0  16 1 1 75/3  1 6 

68/0  68/0  78/5  68/0  17 99/0  99/0  52/3  99/0  7 

1 1 75/3  1 18 99/0  99/0  27/4  99/0  8 

1 1 64/3  1 19 97/0  97/0  27/4  97/0  9 

64/0  64/0  79/6  64/0  20 1 1 52/3  1 10 

 
 آتی هايو پیشنهاد گیرينتیجه 6

کـردیم و   ارایـه هـا  ادهاي در تحلیل پوششـی د هاي مقیاس بازهیک بررسی سیستماتیک از مشکل دادهدر این مقاله 
هـایی را در  تـوان مـدل  هـایی، مـی  گیري روي چنین مقیاساندازههاي یم که با وجود بی معنی بودن نسبتنشان داد

هـا /  هـاي مجـازي بـر ورودي   هـاي مجـازي/ خروجـی   ا تعریف کرد که در آن نسبت وروديهتحلیل پوششی داده
هـاي ثابـت را   هاي مشاهده شده هیچ نقشی در محاسبات نداشته باشـد و مفهـوم تخصـیص منصـفانه هزینـه     خروجی

تغییـر کـارایی در حضـور     اي و مقیاس کسري بیان نمودیم و ثابت کردیم که اصل عدماس بازههاي مقیتحت داده
تـرین  مهـم  هاي پیشنهادي خویش را طی مثال عـددي بیـان کـردیم.   باشد و مدلهایی هم چنان برقرار میچنین داده

تخصـیص منصـفانه بررسـی شـده     ولـه  هایی کـه بـراي مق  اي این است که تا به حال دادهمقیاس بازه هايمزیت داده
ت، در حـالی کـه در حضـور    اي نشده اس ـهاي بازههاي کسري بوده و توجهی به مقیاساست، همگی تحت مقیاس

 هایی نیز هم چنان اصول اولیه برقرار هستند.چنین داده
قابل قبـولی را بـا   هایی نیز بررسی کرده و نتایج توان کارایی را با چنین مدلده میلذا با توجه به موارد گفته ش

هـاي مقیـاس   ها، اعـم از داده ، بقسمی که تمامی دادهدست آورده توجه به معیارهاي اولیه تخصیص منصفانه هزینه ب
هـاي  هـا را در زمینـه  گونـه داده  یـن توان اخود را داشته باشند. از طرفی می اي کاربردهاي مقیاس بازهکسري و داده

در برخی از  DEAهاي قبلی ها را بر مدل، چه بسا که بتوان این مدلهامقایسه مدلمختلف دیگر نیز به کار برد و با 
 ها ارجح دانست.زمینه
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