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هاي رگرسیون با اندازه خطاي تصادفی  حل معادلات برآوردکننده مدل

 سازي روي متغیرمستقل به روش بهینه
 

 1∗ نوچهر بابانژادم
 ، ایرانگرگان، آمار ، گروهلستاندانشگاه گ دانشیار، -1

 
   1395  دي 15 مقاله: رسید

1396خرداد  11 مقاله: پذیرش  

 
 چکیده 

در نتیجـه بررسـی اثـرات ایـن      د.نباش ـ ي تصادفی همراه میبا خطاها هاي آماري اغلب متغیرها در تحلیل از هاي بعضی اندازه
هـاي متغیـر مسـتقل داراي خطـاي      انـدازه  وقتی هاي رگرسیونی تحلیل رسد. این بررسی در خطاها مهم و ضروري به نظر می

برآورد اثر یک متغیر مسـتقل بـر    گرسیونر برازش یک مدلزیرا هدف  .است داربرخور تري بیشاز اهمیت تصادفی باشند 
 باشـند  خطاهـاي تصـادفی  هاي متغیر مستقل در یک مدل رگرسیون آلوده بـه   اگر اندازه پس باشد. می پاسخروي یک متغیر 

این مقاله ابتدا نحوه رخ دادن خطاهـاي تصـادفی    ما در د.نداشته باشزیادي  تاثیرمترهاي آن مدل ادر برآورد پار ممکن است
هـاي   بـر روي انـدازه   خطاهـا  اینکه وجود  دهیم . سپس نشان میدهیم میقرار بررسی مورد هاي یک متغیر را  بر روي اندازه

کـه حـل مسـتقیم معـادلات      بـه طـوري   ،داشـته  تـاثیر  هـا  آن مـدل رهاي متاربرآورد پا بر رگرسیون   هاي مدلدر  متغیر مستقل
سـازي بـا حـل معـادلات      دهـیم بـه روش بهینـه    . همچنـین نشـان مـی   سازد ناممکن می مترهاابراي برآورد پار را برآوردکننده

را بـر روي دو مثـال   سـازي   مدل دست یافت. در نهایت نتـایج  روش بهینـه   یک مترهاياتوان به برآورد پار ننده میکبرآورد
 دهیم. نیم و اثرات نادیده گرفتن خطاهاي تصادفی را در این دو مثال نشان میک آزمون می عملی

 
 .سازي ، بهینهه، معادلات برآوردکنندهاي رگرسیون خطی و غیر خطی خطاهاي تصادفی، مدل :کلمات کلیدي

 
 

 مقدمه  1
]. ایـن  1-7باشـند [  تحقیقات آماري اغلب با خطاهاي تصادفی همراه میات بعضی از متغیرها در  ها یا مشاهده اندازه

گیري رخ دهند، یـا ممکـن اسـت توسـط افـراد هنگـام خـود اظهـاري خواسـته یـا            خطاها ممکن است هنگام اندازه
 از ات بعضـی  ]. در هر دو صـورت روبـرو شـدن بـا خطاهـاي تصـادفی روي مشـاهده       6-12ناخواسته حادث شوند [

]. بـه عنـوان مثـال در    10-15باشـد [  امري اجتنـاب ناپـذیر مـی    ر یک تحلیل آماري نقش کلیدي دارندده ک متغیرها
بیمـاري   نـوع  مقدار داروي مصرف شده توسط یک بیمار براي درمان یـک  یا اپیدمیولوژي علوم پزشکیمطالعات 

 دار مکاتباتعهده ∗
 m.babanezhad@gu.ac.ir آدرس الکترونیکی:
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کنـد و   براي بیمار تجـویز مـی  مقدار دارویی که پزشک  مطالعات نشان دادند که زیرا .]8-9باشد [ همراه با خطا می
میانـه   در اغلب بیمـاران   . به دلیل اینکه]8کند متفاوت است [  مصرف می در طول درمان خود آن مقداري که بیمار

 آمـد اسـت.  ه تجـویز پزشـک ناکار  کنندک ـ یـا بـرعکس احسـاس مـی     ،کننـد  احساس بهبودي کامل می درمان دوره
 ]. یـا 6-9کننـد  [  داروها را دقیقا مطابق با دستورات پزشک مصرف نمی کنند و یا مل نمیاکطول درمان را  بنابراین

گزارش نادرسـتی   مادراناثر مصرف سیگار بر روي وزن نوزادان به دنیا آمده، ممکن است آورد در بر به طور مثال
بنـابراین ممکـن اسـت بـین میـزان واقعـی سـیگار         .]11بدهند [در زمان خود اظهاري  از مصرف روزانه سیگار خود

د ن ـبخواه اناگـر محقق ـ  . در نتیجه]8-9داشته باشد [ وجود تفاوت توسط مادران مصرف شده با میزان گزارش شده
مصـرف سـیگار بـر روي وزن نـوزادان را بـا بـرازش        دقیق رو یا اث دارو را روي یک نوع بیماري نوع یک دقیقاثر 

نـد  د باید نقش و اثر خطاهاي تصـادفی را در فرآینـد بـرآورد در نظـر بگیر    نیک مدل رگرسیون مناسب برآورد کن
نادرسـتی از اثـر دارو یـا     برآورد ممکن است در غیر این صورت با نادیده گرفتن اثرات خطاهاي تصادفی ].12-9[

کنید که متغیـر مسـتقل    ]. فرض9-12[ به دست آیندهستند   ن آلوده به خطاهاي تصادفیشا هاي هاثر سیگار که انداز
X و یا میزان واقعی مصرف سیگار توسط یک مـادر کـه    بیمارپزشک براي یک توسط شده تجویز داروي  مقدار

توسط آن بیمار باشد، و یا میزان  مصرف شدهمقدار داروي  Zیک نوزاد بدنیا آورده باشد، و فرض کنید که متغیر
 گیـري شـده   هاي نمونه از روي داده یک محققمصرف سیگار خود اظهاري آن مادر باشد. در این صورت آنچه را 

در   Xهـاي متغیـر    انـدازه هسـتند و  Zي متغیـر هـا  انـدازه هاي مشـاهده شـده    دادهزیرا  .استZکند اثر  برآورد می
 .قرار ندارند وي دسترس

هـاي   بـرآورد پارامترهـاي مـدل    در مقـدار و  همچنـین در فراینـد    پـذیري تاثیرمیـزان   بررسـی  این مقاله هدف
ابتـدا  . دنباش ـ آلـوده بـه خطاهـاي تصـادفی       Xمسـتقل ات متغیر  مشاهدهباشد وقتی  رگرسیون خطی و غیرخطی می

، بـه  گردنـد  دهیم که وجود چنین خطاهایی سبب پیچیده شدن معادلات برآوردکننده مدل رگرسـیون مـی   نشان می
بـراي   راه این پارامترها امکان حل مستقیم معادلات برآوردکنند و شوند طوري که پارامترهاي اضافی وارد مدل می

با اسـتفاده از یـک الگـوریتم     سازي روش بهینه ادهیم که ب کنند. سپس نشان می می سخت مترهاي اصلیابرآورد پار
. در آخـر نتـایج   بـرآورد کـرد   را مـدل رگرسـیون    مترهاي اصلیاحل معادلات برآوردکننده پار توان با می مناسب

کنیم، و اثـر نادیـده گـرفتن خطاهـاي تصـادفی را در تحلیـل        سازي را بر روي دو مثال عملی آزمون می روش بهینه
   دهیم. اثرات داروي تجویز شده روي یک نوع بیماري و مصرف سیگار روي وزن نوزادان نشان می

 
 هاي یک متغیر خطاي تصادفی روي اندازه 2

به عبارت دیگر رابطـه   تغیر بستگی به نوع آن متغیر دارد.هاي یک م چگونگی رخ دادن خطاي تصادفی روي اندازه
یـک متغیـر     Xباشد. اگر متغیر بین خطاي تصادفی روي یک متغیر به پیوسته یا گسسته بودن آن متغیر متفاوت می

 ]:1-4شود [ به صورت  زیر بیان می  Xپیوسته باشد، رابطه بین خطاي تصادفی و متغیر
)1( X Z= ± ε 
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) را 1معادلـه (  خطـاي تصـادفی گوینـد.   عبـارت  را  εرا متغیـر مشـاهده شـده  و     Zرا متغیر واقعی،  Xکه در آن 
 εفرض بـر ایـن اسـت کـه عبـارت خطـاي تصـادفی         اغلب معادله خطاي تصادفی کلاسیک گویند. در این حالت

σ2 داراي توزیع نرمال با میانگین صـفر و واریـانس   )Eباشـد و همچنـین    مـی   | Z) E( )ε = ε =  عبـارت  یعنـی   ؛
E(Xشـود کـه   باشد. از فـرض اخیـر نتیجـه مـی     می Z متغیر مشاهده شده مستقل از  εخطاي تصادفی  | Z) Z=  ؛

 متغیـر  بیماري، نوع دارو روي یک نوع ثر یکادر مثال  باشد. می Xیک مقدار نااریب براي متغیر  Zیعنی متغیر 

X متغیر تجویز شده توسط پزشک، داروي مقدار  Z و توسط بیمار مصرف شده يدارو مقدار ε    عبارت خطـاي
 باشد. می Zو  Xبین  تصادفی

بنـدي   طبقـه گسسته باشد، برخلاف حالت پیوسته خطاي تصـادفی  بـه دلیـل نادرسـت     X متغیر در حالتی که
 Xکنیم که متغیر گسسـته   دهد. در این حالت بدون کاستن از کلیت بحث، فرض می رخ می Xمتغیر  شدن روي 

 ]:8-12شود [ با احتمال شرطی زیر بیان می Zو متغیر Xدر این صورت رابطه بین متغیر .یک متغیر دوتایی باشد
)2( x|z P(X x | Z z)Π = = = 
zکه  درآن  ,= 1 و x ,= 1) ات مشاهده )، احتمال خطاي2. احتمال شرطیX ات مشـاهده  طبقه بندي شـده در 

Z  کمیت طور مثال ه ، بدر مثال میزان مصرف سیگارد. وش می نامیده|Π1  واقعا یک مادر بیانگر احتمالی است که
x)کشد  سیگار می )= zکشد  که سیگار نمی ردهک صورتی که اظهار در 1 = . 

 
 مدل رگرسیون  معادلات برآوردکننده 3

 متغیـر پاسـخ  یک بر روي  X مانند که گفته شد در تحلیل رگرسیون هدف برآورد اثر یک متغیر مستقلطور همان
شود. در این بخش به بـرآورد پارامترهـاي مـدل بـا      و این اثر با برآورد پارامترهاي مدل تعیین می ،باشد می Yمانند

هـاي متغیـر مسـتقل     ها اندازه پردازیم که در آن حل معادلات برآوردکننده دو مدل رگرسیون خطی و غیر خطی می
X باشند. آلوده به خطاهاي تصادفی می 

 
 مدل رگرسیون خطی   معادله برآوردکننده 3-1

با برازش مدل رگرسیون خطی Yروي یک متغیر پاسخ  Xمند به برآورد اثر یک متغیر مستقل  کنید علاقه فرض
 باشیم:  زیر

)3( E(Y | X) X= β +β1

 
βبا  برآورد ضرایبYروي متغیر پاسخ Xبرآورد اثر متغیر مستقل



با حل معادله برآوردکننده این  )3مدل ( β1و 
βضـرایب    متغیرهاي پیوسته هسـتند. YوXمتغیرهايآید. در این حالت فرض بر این است که  دست می مدل



و 

β1  هـاي متغیـر   انـدازه  باشند. ولی اگر ) قابل برآورد می3(برآورد کننده مدل راحتی با حل معادله ه بX    آلـوده بـه
±Zما در واقع  اثر در این حالت باشند،   خطاي تصادفی ε  را رويYبنابراین در عمـل بـا مـدل     کنیم. برآورد می

 زیر سر وکار خواهیم داشت: 
)4( E(Y | Z) Z= θ + θ1
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β ضرایبیعنی در واقع به جاي 


β1و
θضرایب 



θکنیم. ضرایب را برآورد می θ1و


 معادله حل با θ1و

 باشد: قابل برآورد می  شود که به صورت زیر نوشته می) 4برآوردکننده مدل (
)5( { } { }ZE ( , ) E ( )(Y Z)Φ θ θ = −θ −θ =1

1 1 

 
β براي برآورد ضرایب


β1و
 هاي امیـد ریاضـی   کرد. با استفاده ازخاصیت) 5این ضرایب  را وارد  معادله (،  باید 

 داریم: شرطی

Z

Z

E{ ( , )} E{( )(Y Z)}

E{E( )(Y Z) | X, Z}

φ θ θ = −θ −θ

= −θ −θ =

1
1 1

1
1

 





                                          

  Xخطـاي تصـادفی روي متغیـر     در تحلیل رگرسیونی با حضور خطاهاي تصادفی اغلب  فرض بر ایـن اسـت کـه   
ن با توجه به این فـرض  یبنابرا .است Zمستقل از Xبه شرط  Yمتغیر پاسخ یعنی  باشد، می "غیر تشخیص دهنده"

 رابطه اخیر به صورت زیرخواهد بود:

)6(       
 

Z

Z

E{ ( , )} E{( )(E(Y | X) Z)}

E( )( X Z)}

φ θ θ = −θ −θ

= β +β −θ −θ =

1
1 1

1
1 1

 

 



 

βپارامترهـاي   معادلـه  این در  شد که شود وجود خطاي تصادفی سبب  مشاهده می) 6در رابطه (که طور همان


،β1 
 امکان حل مستقیم این معادله براي برآورد پارامترها وجـود نداشـته باشـد.    در نتیجهاضافه شوند.  εو عبارت خطاي

 )6(بنـابراین معادلـه    باشـد.  مـی σ2مستلزم داشتن مقدار واریانس آن یعنـی ε داشتن اطلاعات از  قابل بیان است که
β پارامترهاي  علاوه بر 



β هايپارامتر )6(در معادله باشد.  نیز می σ2شامل پارامتر β1و


،β1 وσ2 اند کـه   مجهول
 سازي برآورد شوند.  باید به  روش بهینه

 
 معادله برآورد کننده مدل رگرسیون غیرخطی 3-2

Y روي متغیر پاسخ  Xمند به برآورد اثر متغیر مستقل  علاقه که کنید فرض متغیرهاي Yو Xحالت(در این  
 باشیم: باشند) با برازش مدل رگرسیون غیرخطی زیر  گسسته و دوتایی می

)7( (  | ) Y Xlogit P xx β β= == + 11


 
β) با برآورد ضرایب 7از طریق حل معادله برآورد کننده مدل ( Yروي  Xبرآورد اثر 



. آیـد  به دسـت مـی   β1و
بنـابراین   کنـیم.  برآورد میYرا روي Zباشند ما در واقع  اثر متغیر  داراي  خطاي تصادفی Xهاي متغیر اندازه اگر

 وکار خواهیم داشت:  در عمل با مدل زیر سر
)8( ( | )Y Zlogit P z zθ θ= = = + 11



 
β در واقع به جاي برآورد ضرایب یعنی



θضرایب ، β1و 
 وθ1 کنیم . براي برآورد ضرایب  را برآورد میθ



و
θ1 کرد: حلاست را ) که به صورت زیر نوشته شده 8برآورد کننده مدل ( معادله باید 

)9( ZE{ ( , )} E{( )(Y expit( Z))}φ θ θ = − θ + θ =1
1 1 

 

که در آن  
z

z
eexpit( z)

e

θ +θ

θ +θ
θ + θ =

+







1

11 1
. 
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βضرایب کردن برآوردبراي 


 استفاده از خاصیت احتمال شرطی داریم: ، باβ1و  

 
P(Y | Z z) P(Y | Z z, X x)f (x | z)dx

P(Y | X x)f (x | z)dx

= = = = = =

= = =

∫
∫

1 1

1
 

غیـر تشـخیص   " Xکنـد خطـاي تصـادفی  روي     کـه بیـان مـی    از خاصیت خطاي تصادفی معادله فوق تساوي دوم
باشد به دست آمده است. با توجـه بـه دوتـایی بـودن      Zمستقل ازXبه شرطYیعنی متغیر پاسخ ،باشد می "دهنده

 عبارت اخیر به صورت زیر خواهد بود:  Zو Xمتغیرهاي 
)10( P(Y | Z z) P(Y | X )P(X | Z z) P(Y | X )P(X | Z z)= = = = = = = + = = = =1 1 1 1 1   

zکه در آن  ,= 1 و احتمالاتx|z P(X x | Z z)∏ = = طبقـه بنـدي    Xات مشاهده همان احتمالات خطاي  =
را  هـاي بهینـه   تـوانیم جـواب   سـازي مـی   به روش بهینه )10(باشند. در نتیجه با حل معادله  می Z ات مشاهده شده در

β براي ضرایب


 به دست آوریم.  β1و 
 

 )Euniroot Algorithm( هاي منحصر به فرد  الگوریتم بسط ریشه 4
در واقـع یـافتن جـواب بهینـه بـا اطلاعـات موجـود بـین          سازي دانیم حل یک معادله به روش بهینه که می طور همان

بسـط  ) از 10) و (6بـراي حـل معـادلات بـرآورد کننـده (      ما در ایـن مقالـه  ]. 16-19باشد [ متغیرها در آن معادله می
کنیم. ما این الگوریتم را از بسط الگـوریتم   ده میاستفا )Euniroot Algorithmهاي منحصر به فرد ( الگوریتم ریشه

uniroot هاي منحصر به  ریشه]. الگوریتم بسط 19[ به دست آوردیم که براي یک تابع یک متغیره نوشته شده است
در دو نقطـه   معادلـه بـرآورد کننـده   کند بـه طـوري کـه مقـادیر      ایی ایجاد می براي هر پارامتر مجهول یک بازه فرد

در این صورت ریشه معادله براي آن پارامتر در آن بازه به دسـت   .هاي مختلف باشند انتهایی این بازه داراي علامت
βتابعی از سه مجهول  ) 6معادله برآورد کننده  (که ملاحظه کردیم  طور همان]. 19آید [ می



، β1 معادله ؛ و σ2و  
βتابعی از سه مجهول  )10برآورد کننده (



، β1 بـرآورد کننـده   لذا از آنجایی که هـر دو معادلـه    .باشد می ∏x|zو 
براي یافتن سه ریشه مناسب بـراي سـه    هاي منحصر به فرد ریشهتوابعی سه متغیره هستند، الگوریتم بسط ) 10) و (6(

یـک عـدد    σ2دانـیم  که میطور همانکند.  پارامتر در هر معادله سه بازه با توجه به دامنه تغییرات پارامترها ایجاد می
هـا بـا تعـداد تکـرار      ا انجام این الگوریتم بعد از تعیین بازهباشد. در نتیجه ب عددي بین صفر و یک می ∏x|zمثبت و

. مراحـل انجـام الگـوریتم بسـط     آینـد  در صورت وجود به دسـت مـی   )10) و (6(دو معادله هاي  تمام ریشهمناسب، 
 باشد: به صورت زیر می هاي منحصر به فرد ریشه

تعیین سه بازه براي سه پارامتر به طوري که هر بازه مقادیر مجاز ریشه را براي هر پارامتر (با توجه به دامنه  )1
β تابعی از ) 6معادله  (تغییرات آن پارامتر)  در بر داشته باشد. 



، β1 بازه اولیه بـراي ایـن   بوده که    σ2و 
β تـابعی از  ) 10معادلـه ( باشـند.   ) مـی  + ،∞و ( )-20،   +20()، -∞،  +∞پارامترهـا بـه ترتیـب (   



، β1 و  

x|z∏   1 ) و (-5+ ، 5)، (-∞،  +∞پارامترها به ترتیب (بازه اولیه براي این  بوده که ،باشند. ) می 
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) 6معادله برآورد کننـده ( با تکرار مناسب تا زمانی که مقدار هاي مرحله اول  در بازه iیافتن اعدادي مانند  )2
  معادلهکه علامت  یدآ به دست  j  ها برابر صفر شود، در غیر این صورت عددي مانند به ازاي آن  )10یا  (

 به ازاي نقطه انتهایی (یا اولیه) باشد.  معادلهبه ازاي آن مخالف علامت 

به ازاي آن برابر صـفر   معادلهتا زمانی که مقدار به دست آمده از مرحله دوم  از بازه  kد اعدادي ماننعیین ت )3
 شود.

با توجـه بـه دامنـه تغییـرات      قابل قبول براي هر پارامتر  شوند تا ریشه مراحل اول، دوم و سوم آنقدر تکرار  )4
 به دست آید. ها آن

ه ) ب ـ10و () 6( هـاي  پارامترهـاي معـادلادت برآوردکننـده    قابـل قبـول   هاي بهینه جواب بالا با اجراي الگوریتم
 آیند. دست می

 
 کاربردهاي عملی 5

ات متغیر مستقل در این بخش به بیان دو مثال عملـی در دو   روي مشاهده براي نشان دادن نقش خطاهاي تصادفی بر
سـازي بـا اسـتفاده از الگـوریتم بسـط       پردازیم. در این دو مثال با روش بهینـه  حالت متغیر مستقل پیوسته وگسسته می

روي  بـر تصـادفی  ) و بـا لحـاظ کـردن خطاهـاي     10) و (6با حل معادلات برآوردکننـده (  هاي منحصر به فرد ریشه
برآوردهـاي  کنیم. همچنین  ) را برآورد می7غیرخطی ( مدل ) و3خطی (  متغیر مستقل، پارامترهاي مدل ات مشاهده

بـرروي  خطاهـاي تصـادفی    نادیـده گـرفتن   هـاي  بـا حالـت  تصـادفی را   وجود خطاهاي هاي حالتدست آمده از ه ب
 کنیم. مقایسه می ات متغیر مستقل مشاهده

 
 متغیر مستقل پیوستهات  وي مشاهدهخطاهاي تصادفی برر 5-1

ها داروي لوزارتان تجویز شده اسـت کـه    نفرکه به یک کلینیک  مراجعه کردند، به آن 152براي کنترل فشار خون 
]. بر اساس پروتکل،کلینیک  بعد از سه هفتـه  8گرمی)  مصرف کنند [ 100به مدت سه هفته روزي دو عدد قرص (

هـا   ها را بعد از مصـرف دارو انـدازه بگیـرد. در بررسـی     تماس گرفته تا فشار خون آنبا بیماران براي مراجعه مجدد 
و میـزان واقعـی    ي تجویز شدهلذا بین میزان دارو اران داروها را کامل مصرف نکردند.ملاحظه شد که بعضی از بیم

مسـتقیم معادلـه   ) و حـل  4( سـاده  خطـی   د. مـا ابتـدا بـا اعمـال مـدل     شده توسط بیماران تفـاوت وجـود دار   مصرف
) 1یم. نتـایج در جـدول (  ردک ـ بـرآورد   اثر داروي لوزارتان تجویز شـده را بـر روي فشـار خـون     ،)5برآوردکننده (

 اند. آمده
 

 بیمار  152میزان پایین آمدن فشار خون  درصد 95فاصله اطمینان  برآورد ضرایب و .1 جدول
 تصادفیداروي لوزارتان با نادیده گرفتن خطاهاي  در اثر مصرف

 ضرایب برآورد درصد 95فاصله اطمینان 
)-43/16؛  -23/5(  83/10- θ



  
  θ1 -15/6 )-24/12؛   -07/0(
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باشـد. بـا لحـاظ کـردن خطاهـاي تصـادفی        ] می8) [2005) همان نتایج هوتهوبور و وانستیلانت (1نتایج در جدول (
بـا بـرازش یـک مـدل رگرسـیون خطـی سـاده بـا همـان           را هـا  ات مصرف داروي لوزارتـان ایـن داده   مشاهدهي رو

)  نتایج متفاوتی به دسـت آوردیـم   6( برآوردکننده و با حل معادله .دوباره تحلیل کردیم متغیرهاي کمکی در مدل
ات  روي مشـاهده  ي تصـادفی دهـد کـه  بـا لحـاظ کـردن خطاهـا       )  نشان مـی 2اند. جدول ( ) آمده2که در جدول (

درصدي  95فاصله اطمینان  و -28/4  با برابر آمدن فشار خون بیماران  متوسط میزان پایین مصرف داروي لوزارتان
 )  بوده است.-69/8؛  -13/0میزان پایین آمدن فشار خون برابر  با (

 
 بیمار در اثر مصرف 152میزان پایین آمدن فشار خون  درصد 95فاصله اطمینان  برآورد ضرایب و. 2 جدول

 داروي لوزارتان با لحاظ کردن خطاهاي تصادفی
 ضرایب برآورد درصد  95فاصله اطمینان 

β -76/12 )-56/17؛   -96/7( 


 
 β1 -28/4 )-69/8؛   -13/0(

σ2
 = 25/0  

 
 متغیر مستقل گسستهات  خطاهاي تصادفی برروي مشاهده 5-2

تـر از دو و نـیم    دانی بـا وزن کـم (وزن کـم   ابه دنیـا آمـدن نـوز    میزان ریسک مصرف سیگار روي آورد اثربراي بر
نفـر    74]. از گزارش خود اظهـاري مـادران دریافتنـد کـه     11مادر مورد مطالعه قرار گرفتند [ 189کیلوگرم)، تعداد 

مادران گزارش شـده اسـت،   که اطلاعات مصرف سیگار توسط خود  کنند. از آنجا درصد) سیگار مصرف می 39(
دهنـد. بـه عبـارت دیگـر مـادري گـزارش داده کـه سـیگار          که بعضی از مادران اطلاعات نادرست مـی  مشاهده شد

دهـد کـه    سشـنامه گـزارش مـی   کنـد بـه اشـتباه در پر    کند، یا مصرف نمـی  میمصرف کند درحالی که  مصرف نمی
Xکه مصرف واقعی سیگار ( Xکند. در نتیجه متغیر مصرف می = X) یا عدم مصرف سیگار (1 = باشد به  ) می
باشـد و ایـن خطاهـا بـا احتمـالات شـرطی        خطاي تصادفی مـی داراي Xبنابراین متغیربندي شده است.  خطا کلاس

Zادیر (عـدم مصـرف سـیگار)   ف سیگار گزارش (مشاهده) شـده بـا مق ـ  مصر Z) که در آن  متغیر2معادله ( =  و
Z(مصرف سیگار)  = وزن نوزدان، یک متغیر دوتایی است، که در آن بـراي وزن   ؛Yشود. متغیر پاسخ بیان می 1

Y تر از دو و نیم کیلوگرم کم = Yدو نیم کیلـوگرم  تر و مساوي با ، و براي وزن بیش1 =  بنـابراین بـا    .دباش ـ مـی
) و حـل معادلـه   9) و (8هـاي غیرخطـی (   باشـد، بـا اعمـال مـدل     توجه به متغیـر پاسـخ کـه یـک متغیـر دوتـایی مـی       

رم توسـط  گتـر از دو و نـیم کیلـو    توانیم  میزان ریسک به دنیا آوردن یک نوزاد بـا وزن کـم   ) می10برآوردکننده (
)، بدون در نظرگرفتن اثرخطا میزان ریسک بـه دنیـا آوردن   8برآورد کنیم. ابتدا با برازش مدل ( سیگاري را مادران

]. نتـایج در  11) برآورد شـده اسـت [  09/1؛  78/3(  درصد 95اصله اطمینان و ف 02/2یک نوزاد با وزن کم برابر با 
 اند. ) آمده3جدول (
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 مادر با 189 اثر مصرف سیگارتر از دو و نیم کیلوگرم در  نوزادان با وزن کمبرآورد ریسک به دنیا آمدن  .3 جدول
 نادیده گرفتن اثرات خطاهاي تصادفی

 ضرایب برآورد درصد 95فاصله اطمینان 
θ 34/0 )22/0 ؛ 51/0(



  
  θ1 02/2 )09/1؛  78/3( 

 

روش ) به 10ها را دوباره تحلیل کردیم. با حل معادله برآورد کننده ( ما با لحاظ کردن خطاهاي تصادفی، این داده
تر  یسک متولد شدن یک نوزاد با وزن کممیزان ر هاي منحصر به فرد ریشهسازي با استفاده از الگوریتم بسط  بهینه

) به 01/1 ؛ 43/3( فاصله اطمینان برابر بادرصد  95و با  85/1با  مادر سیگاري برابریک براي  از دو و نیم کیلوگرم
 اند. ) آمده4دست آمده است. نتایج در جدول (

 
 مادر با 189 تر از دو و نیم کیلوگرم در اثر مصرف سیگار کمبرآورد ریسک به دنیا آمدن نوزادان با وزن  .4جدول

 اثرات خطاهاي تصادفیلحاظ کردن 
 ضرایب برآورد درصد  95فاصله اطمینان 

β 32/0 ) 10/0؛ 01/1(


  
  β1 85/1 )01/1 ؛ 43/3(

|∏
 

= 85/0 ; |∏1 = 45/0 ; |∏ 1  = 03/0 ; |∏11 =0/92 

 
 بندينتیجه و جمع 6

هاي یک متغیر امري اجتناب ناپذیر اسـت،   اگرچه مطالعات زیادي نشان دادندکه وجود خطاهاي تصادفی در اندازه
گیرند و توجهی بـه میـزان    ها وجود خطاهاي تصادفی را نادیده می حال محققان اغلب در تجزیه و تحلیل داده با این
بیان کردنـد کـه محققـان اغلـب آگاهانـه       مطالعات از پارامترها ندارند. همچنین بعضی در برآورد گذاري آنهاتاثیر

]. این ممکن است به ایـن دلیـل باشـدکه لحـاظ کـردن خطاهـاي       3-7گیرند [ ي تصادفی را نادیده میهاوجود خطا
ایی کـه اثـر    و بسته شوند و همچنین تاکنون الگوریتم ساده شدن فرایند برآورد پارامترها می تر تصادفی سبب پیچیده

]. بـراي مثـال اگـر مـدل     12و10کنـد وجـود نـدارد [    پارامترهاي خطاي تصادفی را در فرایند برآورد پارامترها حل
 Euniroot(آمیخته و یا غیر خطی آمیخته باشد، الگوریتم بکار رفته ما در این مقالـه   خطیدر نظر گرفته رگرسیون 

Algorithm(  و تـا   ،تري نیـاز اسـت    ه الگوریتم پیچیدهآوردکننده این مدل ها نبوده و بقادر به حل معادلات بر هم
ي تصـادفی بـر روي یـک    هـا ها پرداخته نشده است. ما در این مقاله اثر خطا حتی به آن دانیم تاکنون آنجا که ما می

چگونـه  متغیر مستقل در دو مدل رگرسیون خطـی و غیـر خطـی را مـورد بحـث قـرار دادیـم. مـا نشـان دادیـم کـه            
توان  پارامترهاي ایـن   شوند و چگونه می ها می هاي خطاهاي تصادفی وارد فرایند برآورد پارامترهاي این مدل اندازه
در حضور خطاهاي تصادفی برآورد کرد. همچنین با دو مثال عملی نشـان دادیـم کـه نادیـده گـرفتن اثـر        ها را مدل

شـوند. بـا    هاي رگرسیون خطی و غیر خطی  منجـر مـی   در مدل خطاي تصادفی چگونه به برآورد اریبی از پارامترها
تحقیـق بـا    علم به اینکه یک الگوریتم بسته براي حل اثرات خطاي تصادفی در تحلیل رگرسیونی وجود ندارد، این
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بـه   unirootالگـوریتم   بسـط کـه از   )Euniroot Algorithm( هاي منحصـر بـه فـرد    ریشهبسط استفاده از الگوریتم 
بـا بـه دسـت    توانسـت  سـازي   روش بهینـه  رآوردکننده با بیش از یـک متغیـر بـا   است، با حل معادلات ب دست آمده

خطاهـاي  در حضـور  دو مدل رگرسیون خطی و غیرخطی پارامترهاي تري از  آوردن جواب بهینه به استنباط صحیح
هـاي   ایـن اسـت کـه همـواره در حـل معـادلات بـرآورده کننـده مـدل          unirootپردازد. مزیت الگـوریتم  تصادفی ب

هـاي رگرسـیونی    زیرا همواره تعیین جـواب بهینـه بـراي پارامترهـاي مـدل      .شود رگرسیونی به جواب بهینه منجر می
شود که با در نظـر گـرفتن    می شاهده) م1) در مقایسه با جدول (2]. از نتایج جدول (18-20مورد بحث بوده است [

(میلی متر بر جیوه) به ازاي یک واحد مصـرف   28/4، فشار خون به میزان 25/0ي تصادفی با واریانسی برابر با خطا
نشان داد کـه فشـار خـون     رگرسیونی تحلیل که با نادیده گرفتن خطاي تصادفی لوزاتان پایین آمده است. در حالی

]. ایـن تفـاوت نشـان    8تـان پـایین آمـده اسـت [    (میلی متر بر جیوه) به ازاي یک واحـد مصـرف لوزا   15/6به میزان 
آیند که ممکـن اسـت بـا     ي تصادفی نادیده گرفته شوند تحلیل نادرستی از اثر دارو  به دست میهادهد اگر خطا می

) 3) در مقایسه با جـدول ( 4اعتماد به این تحلیل سلامت افراد در معرض خطر قرار گیرد. همچنین  از نتایج جدول (
تـر از دو و نـیم    کـم میزان ریسک بـدنیا آمـدن یـک نـوزاد بـا وزن       تصادفیبا در نظر گرفتن خطاي یابیم که  درمی

درصد برآورد شده است. در حالی که با نادیده گرفتن خطاي تصادفی،  85از یک مادر سیگاري برابر  با کیلوگرم 
تـر از دو و نـیم کیلـوگرم     زن کـم ودن یک نوزاد بـا  ان داد که میزان ریسک به دنیا آمها نش دادهرگرسیونی تحلیل 

تر از دو و نیم  دانیم که نوزادان با وزن کم می]. 11فولد برآورد شده است [ 02/2توسط یک مادر سیگاري برابر  با 
درصـد مـادران    35شـود کـه    ) ملاحظه مـی 4همچنین از نتایج جدول (کیلوگرم بیشتر در معرض مرگ قرار دارند. 

دهد که اگر خطاهاي کلاس بنـدي   اظهار داشتند که سیگاري نیستند. این نشان می  که سیگاري بودند، در صورتی
شدن یک متغیر را نادیده بگیریم تحلیل آماري نادرسـتی بـه دسـت خـواهیم آوریـم  و هـر چـه احتمـال خطاهـاي          

بسـط  همچنین لازم به ذکر است که الگـوریتم   تر خواهد بود. کلاس بندي شدن بیش تر باشد اریبی برآوردها بیش
هاي رگرسیون خطی آمیختـه   براي حل معادلات برآوردکننده مدلبکار رفته در این مقاله  هاي منحصر به فرد ریشه

الگوریتم دیگر بـراي    کارایی ندارد. در تحقیقات آینده  باید به دنبال یکو یا غیر خطی آمیخته با خطاي تصادفی 
 ها باشیم. اهاي تصادفی در این مدلخط اثر کنترل
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