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 بندي، مدل اي، بر روي شبکه ستارهتک تخصیصی له پوشش هاب امس
  و یافتن کران مناسب براي آن سازي خطی

 
 3، حسین کریمی*2، فروغ معین مقدس1سمیه سادات سجادي

 بجنورد، ایران ،ریاضیدانشگاه بجنورد، دانشکده علوم پایه ، گروه  ،کارشناسی ارشددانش آموخته  -1

 بجنورد، ایران دانشگاه بجنورد ، دانشکده علوم پایه ، گروه ریاضی ،  ،ستادیارا  -2

 بجنورد، ایران گروه مهندسی صنایع،دانشکده فنی و مهندسی ،  ،دانشگاه بجنورد  ،استادیار  -3

 
 1396تیر  13مقاله:  دیرس

 1396دي  20مقاله:  رشیپذ

 
 چکیده

ماکزیمم پوشش  مسالهاي که شامل دو  له پوشش هاب تک تخصیصی با ساختار ستارهادر این مقاله دو مس p هاب و -
است  اي  اي شبکه به گونه ساختار ستارهگیرد. پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان است، مورد بررسی قرار می

 مسالهدر شوند.  به هاب مرکزي متصل می ها به طور مستقیم که یک هاب مرکزي با مکان مشخص وجود دارد و سایر هاب
pاول هدف انتخاب مکان  هاب و تخصیص هر مشتري به حداکثر یک هاب است به طوري که کل تقاضاي انتقال یافته   

ها و هزینه انتقال جریان بین  سازي مجموع هزینه ثابت احداث هاب دوم حداقل مسالهبین مشتریان ماکزیمم شود. هدف 
اتصال مشتریان به مراکز هاب و  مسالههاي شبکه است به طوري که پوشش کامل در شبکه ایجاد شود. در هر دو  گره

تور تخفیف براي اتصال بین اي خواهد بود که فاصله مبادي تا مقاصد با در نظر گرفتن فاک ها به هاب مرکزي به گونه هاب
مدل ریاضی، به  ارایهپس از  مسالهدر هر دو تر یا مساوي است.  هاب و هاب مرکزي از مقدار از پیش تعیین شده کم

هاي مناسبی پرداخته شده است. علاوه بر این، در  یافتن کران اده از آزادسازي لاگرانژ برايها و سپس استف سازي آن خطی
هاي خطی،  ه شده است. در نهایت، نتایج حاصل از حل مدلیار مسالههاي معتبري معادل دو محدودیت  دوم نامساوي مساله

هاي  کارگیري آزادسازي لاگرانژ بررسی و مقایسه شده است. بررسی این نتایج بر روي مجموعه داده هغیرخطی و ب CAB 
هاي غیرخطی  تر از مدل م زمان اجرا بسیار مطلوبهاي خطی هم از لحاظ مقدار بهینه تابع هدف و ه بیانگر آن است که مدل

 مسایلدست آمده از الگوریتم آزادسازي لاگرانژ فاصله کمی با جواب بهینه ه هاي ب است. همچنین با توجه به نتایج، کران
 دارد.

  
 لاگرانژ.دسازي سازي، آزااي، خطیهاب، شبکه ستارهp–ماکزیمم پوشش  مسالهپوشش هاب،  مساله کلیدي:کلمات 
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 و مرور ادبیات مقدمه 1
اي هستند که جریان ارسالی از مبادي مختلف را جمع آوري و پس از سازماندهی مجدد،  ویژهها تسهیلاتی  هاب

 مشتریانها و تخصیص  یابی هاب شامل انتخاب مکان هاب مکان مساله. کنندها را به سمت مقاصد ارسال می آن
 باشد. هاي مبدأ و مقصد می تعیین مسیر جریان بین گره ها براي به آن

 3و مراکز مرتب کردن 2هاي حمل و نقل ، سیستم1در سه زمینه سوئیچینگ ایلمسکاربرد عمده این  
هایی که تعداد زیادي از نقاط عرضه و تقاضا وجود دارند، استفاده از مراکز هاب موجب  در شبکه.  ]1[است
از  مسایلهریک از این جویی فراوان در اتصلات مورد نیاز براي انتقال جریان (یا کالا) در شبکه خواهد شد. صرفه

ي تخصیصی هر مشترتک مسالهد. در شو تقسیم می 5تخصیصیو چند 4تخصیصیلحاظ تخصیص به دو دسته تک
د از بیش از یک هاب خدمات نتوان تخصیصی مشتریان میچند مسالهولی در  شود؛ حداکثر به یک هاب متصل می

  7و ناکامل 6به دو دسته، شبکه هاب کاملنیز ها  یابی هاب از لحاظ اتصال بین هاب مکان مسایل دریافت کنند.
ممکن در شبکه کامل بین هر جفت هاب اتصال و ارتباط برقرار است و در شبکه ناکامل  .دشو تقسیم بندي می
 . اولاشود لحاظ میاصلی هاب سه فرض  مسایلمعمولاً در  نباشد. رت هاب اتصال مستقیم برقرافاست بین یک ج

یاي امز این پارامتر. شود میلحاظ  8ها فاکتور تخفیف براي اتصالات بین هاب ثانیا .شود فرض میشبکه هاب کامل 
ایجاد باعث  آنکارگیري ه دهد و ب ها را نشان می ها از طریق نقل و انتقالات بین هاب اقتصادي و کاهش هزینه

یمی بین دو گره غیرهاب گونه ارتباط مستق هیچ شود. ثالثا می  مراکز هاباستفاده از  برايمشتریان  تر در رغبت بیش
ها در  البته لزومی ندارد که در تمام موارد، این سه فرض لحاظ شده باشد، زمانی که خلاف این فرض د؛وجود ندار

 .نظر گرفته شود  باید به آن اشاره کرد
نخستین  1987. او در سال ]2[معرفی شد 1986توسط اوکلی در سال نخستین بار  9یابی هاب مکان مساله

علاوه اینکه او نخستین بار مفهوم فاکتور تخفیف را در ه . ب ]3[نمود ارایه مسایلهاي ریاضی را براي این  مدل
-pبه صورت میانه  مسایلسه نوع اصلی از این  1994ل در سال کمب. کار برده مکان یابی هاب معرفی و ب مسایل

اي  پوشش مجموعه مسالهبه دو  پوشش هاب را مساله. او داد ارایهرا 12 و پوشش هاب 11هاب-p، مرکز 10هاب
 ارایهها  براي آن هاي درجه دوم بندي و مدل تقسیم (HMCP)  14ماکزیمم پوشش هاب و (HSCP)13هاب 

1 Switching 
2 Transportation system 
3 Sorting point 
4 Single assignment 
5 Multiple assignment 
6 Complete 
7 Incomplete 
8 Discount factor 
9 Hub location problem 
10 P-hub median 
11 P-hub center 
12 Hub covering 
13 Hub set covering problem 
14 Hub maximal covering problem 
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 ارایهپوشش هاب  مسالهکارا و تنسل، یک مدل ترکیبیاتی و یک مدل عدد صحیح براي  2003. در سال ]4[داد
و  ارایهسازي براي مدل خودشان  هاي موجود و یک روش خطی سازي براي مدل ها سه روش خطی دادند. آن

ارنست و همکارانش یک  2005. سپس در سال ]5[است NP-hard مسالهیک  HSCP مسالهنشان دادند که 
 و ارایهتخصیصی بودن چند و فرض با در نظر گرفتن مفهوم شعاع پوشش HSCP مسالهبندي جدید براي  فرمول
بندي جدید  یک فرمول 2006. ونگ و همکاران در سال ]6[حل نمودندیک روش شمارش ضمنی را با  مساله
براي حل مدل  2و جستجوي ممنوعه 1و روشی بر اساس الگوریتم ژنتیک ارایهتخصیصی چند HMCP مسالهبراي 
پوشش هاب را براي نمونه واقعی تحویل بار ترکیه مورد بررسی  مساله. تان و کارا کاربرد ]7[کار بردند هخود ب

. ]9 [کرد ارایهتخصیصی پوشش هاب تک و چند مسالههاي بهتري براي  مدل 2008. واگنر در سال ]8[قرار دادند
هاي احداث و انتقال کالا در شبکه  سازي کل هزینه پوشش هاب با فرض مینیمم مساله 2008ر و کارا در سال اآلوم

. کالیک و همکارانش یک ]10[در این مقاله شبکه ناکامل بودشده گرفته کردند. شبکه هاب در نظررا بررسی
و از روش جستجوي  ارایهکامل هاب غیرتخصیصی با شبکه پوشش هاب تک مسالهبندي جدید براي  فرمول

را براي 3. در همان سال کیو و ونگ یک روش اتصال مجدد مسیر]11[کردندممنوعه براي حل مدل خود استفاده
بندي عدد صحیح  یک مدل فرمول 2010. قدسی و همکارانش در سال ]12[کار بردنده ب HMCP مسالهحل 

و مدل خود را با روش فراابتکاري رقابت  ارایهتخصیصی پوشش هاب تک مسالهبراي  (MIP) 4آمیخته
 ارایه HMCPتک و چندتخصیصی  مسالههایی براي  مدل 2012. هوانگ و لی درسال ]13[حل کردند5 استعماري

تري از لحاظ تعداد متغیرها و  هاي موجود تا آن زمان داراي ابعادکوچک ها نسبت به مدل هاي آن کردند. مدل
ملی و همکارانش دو عا . در همان سال جبل]14[حل کردند6 هاي خود را با روش ابتکاري ها مدل بود. آنقیدها 

هاي خود را با روش  و مدل ارایهتخصیصی ماکزیمم پوشش هاب تک مسالهمدل ریاضی خطی جدید براي 
و  HSCP مسالههایی براي دو  مدل 2011سال  . کریمی و بشیري در]15[کردند حل (SA) 7سازي تبرید شبیه

HMCP  فاضل]16[هاي خود بکار بردند هاي ابتکاري براي حل مدل و روش ارایهبا نوع متفاوت شعاع پوشش .  
و فاصله  8با فرض تخصیص چندگانه و پوشش پشتیبان HSCP مساله 2012زرندي و همکارانش نیز در سال 

 . ]17[کردندلبندي و ح ها را مدل بین هاب اجباري
 مسایلیابی هاب خصوصاً  مکان مسایلرویکردهاي جدیدتري در  ،شده ارایههاي  با بهبود مدلبه تدریج 

هاي پر  پوشش هاب در سیستم مساله 2011شد. محمدي و همکارانش در سال  ارایهیابی پوشش هاب  مکان
و محدودیت طول صف ایجاد شده در ها  اي متصل کننده مشتریان به هابه ظرفیت محدود براي لینکبا  9ازدحام

1 Genetic algorithm 
2 Tabu search algorithm 
3 Path relinking 
4 Mixed integer programming 
5 Imperialist competitive 
6 Heuristic method 
7 Simulated annealing 
8 Backup coverage 
9 Busy systems 
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زارچ و  . اقبالی]18[ها مدل خود را با روش رقابت استعماري حل کردند . آنرا مورد بررسی قرار دادندها  هاب
 ان راش بندي و مدل سرویس را مدل 2و چند سطح 1پوشش هاب با چند نوع کالا مساله 2013همکارانش در سال 

  پوشش هاب چند مساله 2014نما و همکارانش در سال  . قدرت]19[کردند حل 3با الگوریتم تکاملی تفاضلی
ها و ظرفیت  بندي و مورد بررسی قراردادند. در این مقاله، تقاضاي مشتریان، ظرفیت هاب را فرمول4 اي دوره

سازي  هایی نیز براي باز کردن و فعال هزینههاي متفاوت ممکن است تغییر کند.  هاي انتقال کالا در دوره ماشین
استفاده شده  مسالهبراي حل 5 سازي استوار ها در نظر گرفته شده است. در این مقاله از رویکرد بهینه مجدد هاب

تر  پوشش هاب جدیدي را به منظور افزایش ایمنی بیش مساله 2015. صادقی و همکارانش در سال ]20[است
 )تصادفی(از نوع ها داراي ظرفیت  هاي بین مشتریان و هاب دادند. در این مقاله لینک رها مورد بررسی قرا لینک

افزوده  مسالهها به  قیدهاي احتمالی براي ظرفیت کالاي منتقل شده بین مشتریان و هاب ،افزایش ایمنی براي است و
یابی پوشش هاب را با فرض امکان تغییر  مکان مساله 2015االله تبار در سال  زاده و فضل . قلی]21[شده است

. ]22[ها را مورد بررسی قرار دادند ها با توجه به ظرفیت محدود آن تقاضاي مشتریان و تخصیص مشتریان به هاب
بندي و  مدل 6با در نظر گرفتن شعاع پوشش تدریجیماکزیمم پوشش هاب را  مساله 2015پیکر و کارا در سال 

عملکرد بهتري را  ]14[گ و لی  نو هوا ]4[ل هاي کمب ها به نسبت مدل که مدل آنها نشان دادند  حل کردند. آن
شده توسط پیکر  ارایهروش جستجوي ممنوعه را براي حل مدل  2017ها در سال  . سیلوا و کان]23[دهد نشان می

 هاي با ابعاد بالا ماکزیمم پوشش هاب را براي داده مسالهها توانستند براي نخستین بار  آن کار بردند.ه ب ]23[و کارا 
 پوشش هاب تک مساله 2016زاده و همکارانش در سال  . حسن]24[مورد بررسی قرار دهند AP 7)اي نقطه 200(

هاي نقل و انتقالات و  ها، استقرار سرورها، هزینه هاي احداث هاب کردن کل هزینهنیممهدف میتخصیصی با 
ها و تعداد سرورها در هر مرکز  تعداد هاب ها. در مدل آنرا مورد مطالعه قرار دادندهاي انتظار در صف  هزینه

ع پوشش هاب هایی براي طول صف در هر مرکز هاب و شعا است و محدودیت مسالههاب جز متغیرهاي تصمیم 
 .]25[دارد وجود

یابی هاب با  مکان مسایلیابی هاب، رویکرد  مکان مسایلشده در خصوص  ارایهمباحث دیگر از جمله 
که مشتریان با ترتیب باشند. به این  می 9داراي ساختار سه سطحی مسایلاست. اغلب این  8ساختار سلسله مراتبی

هایی به مراکز هاب که در سطح  سوم) قرار دارند و توسط لینکترین سطح (سطح  تقاضاي انتقال کالا در پایین
هایی  بلکه با اتصال به هاب ؛یکدیگر ندارند ها اتصال مستقیمی با شوند. هاب بالاتر (سطح دوم) هستند، متصل می

 کنند. هیچ لینک مستقیمی هاي مرکزي، با یکدیگر ارتباط برقرار می در سطح بالاتر (سطح اول) موسوم به هاب

1 Multi-product 
2 Multi-level 
3 Differential evolution algorithm 
4 Multi-period 
5 Robust optimazition 
6 Gradual coverage 
7 Australia Post 
8 Hierarchical 
9 Three levels 
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فرض  مسایلدر سطح دوم و همین طور بین مشتریان در سطح سوم وجود ندارد و در اغلب این  ها بین هاب
یک هاب مرکزي در سطح اول باشد تنها اي کامل است. اگر شبکه شامل  شود که شبکه هاب مرکزي، شبکه می

هاي حمل  در سیستم ها این شبکهترین کاربردهاي  از جمله مهم اي خواهد شد. ساختار ایجاد شده ساختاري ستاره
یابی هاب با  مکان مسایلبر  مروري 2016ترکستانی و همکارانش در سال ]. 26[و نقل و ارتباط از راه دور است

 .]27[اند ساختار سلسله مراتبی داشته
یابی هاب سلسله مراتبی، پژوهش انجام  مکان مسایلهاي صورت گرفته بر روي  از جمله نخستین پژوهش

طراحی شبکه ارتباط از راه دور با ساختار  مسالهها در مقاله خود  است. آن 2008شده توسط لیب و یامان در سال 
سازي  یابی هاب با هدف مینیمم مکان مسالهبندي براي  دو فرمول را مورد بررسی قرار دادند. همچنین اي ستاره
هاي  ها و هاب هاي نقل و انتقالات بین هاب ها و هزینه ها، تخصیص مشتریان به هاب ین مکان هابهاي تعی هزینه

. یامان در ]26[حل کردند 1تکاري بر اساس آزادسازي لاگرانژینهاي خود را با یک روش اب و مدل ارایهمرکزي 
را بر روي تحویل بارها  هایی و محدودیتمیانه هاب سلسله مراتبی با ساختار سه سطحی  مساله 2009سال 
مرکزي و تخصیص مشتریان به معمولی و هاي هاب مکانبندي و مورد بررسی قرار داد. هدف این مدل تعیین  مدل

دو  2012. یامان و الومی در سال ]28[هاي نقل و انتقالات در شبکه مینیمم شود اي که کل هزینه ست به گونهها آن
. در کردندبندي و بررسی  مدلرا اي با محدودیت بر روي طول مسیرها  هاب ستاره-pهاب و میانه -pمرکز  مساله
هاي  سازي کل هزینه دوم هدف مینیمم مسالهترین مسیر در شبکه و در  کردن طول طولانیاول هدف مینیمم مساله

ه هاي خود را با ب و کارایی مدل ارایههایی  بندي مدل مسالهباشد. نویسندگان براي هر دو  نقل و انتقالات می
پوشش  مساله 2012ر و همکارانش در سال ا. آلوم]29[مورد ارزیابی قرار دادند 2کارگیري روش شاخه و برش

تحلیل حساسیت با ها  بررسی کردند. آن ینی و هوایی) راهاب سلسله مراتبی با دو نوع هاب و لینک بین هابی (زم
 بکارگیريتوان با هزینه نه خیلی زیاد، کیفیت سرویس را با  نشان دادند که می ترکیههاي  بر روي پارامترهاي داده

پوشش هاب سلسله مراتبی با  مساله 2013. کورانی و صحرائیان در سال ]30[افزایش داد 3هاي چند مدي شبکه
روش ها همچنین یک  هایی براي شعاع پوشش و زمان تحویل کالا را مورد بررسی قرار دادند. آن محدودیت

. ارشدي خمسه و دوست محمدي در سال ]31[دادند ارایههاي پوشش براي تخصیص  جدید براي محاسبه شعاع
ها دو حالت جداگانه شبکه کامل و شبکه غیرکامل براي  مرکز هاب سه سطحی را بررسی کردند. آن مساله 2014
تخصیصه پوشش تک مساله 2014. کریمی و همکارانش در سال ]32[هاي مرکزي را مورد مطالعه قرار دادند هاب

با این  است ]28[ها مشابه مدل مقاله بندي و مورد مطالعه قرار دادند. مدل آن دار را مدل هاب سلسله مراتبی ظرفیت
ا براي مدل خود رعملکرد ها  . آنوجود داردهاي مرکزي  هاي معمولی و هاب براي هابظرفیت تفاوت که 

پوشش هاب  مساله 2015رجبی و آواخ دارستانی در سال . ]33[بررسی کردند 4(IAD) ي هواپیمایی ایران ها داده

1 Lagrangean ralaxation 
2 Branch and cut method 
3 Multi-mode 
4 Iranian airport data 
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هایی بر روي شعاع پوشش  و محدودیتهاي مرکزي  سلسله مراتبی با فرض وجود فاصله اجباري براي هاب
 .    ]34[را مورد بررسی قرار دادندها  هاب

بنا . دهیممورد بررسی قرار میسطحی را در  سهاي  ستارههاب با ساختار   طراحی شبکه مساله ،مقالهاین در  
تا کنون در مرجعی مورد مطالعه  مساله، این دو مسایلرغم کاربردي بودن این بر جستجوهاي صورت گرفته، علی

هاي هاب به طور  گره شود.مشخص و ظرفیتی براي آن لحاظ نمی (o) هاب مرکزي مکان قرار نگرفته است.
مشتریان که در ها وجود ندارند،  هیچ گونه ارتباط مستقیمی بین هاب وشوند  مستقیم به هاب مرکزي متصل می

طور مشابه لینک مستقیمی بین هیچ کدام از مشتریان وجود ه و ب شوند متصل می ها هاب به سطح سوم قرار دارند،
با در نظر  (HCLP)2 پوشش هاب مسالهو  (PHMCLP) 1 هاب-pماکزیمم پوشش  مسالهدو این مقاله . ندارد

طور  و همینافزایش عملکرد  براي. دهدمورد بررسی قرار میاي را  گرفتن هزینه انتقال جریان بر روي شبکه ستاره
و  ینه) انتقال کالا بین هر جفت مبدأ(یا زمان یا هزهایی نیز براي فاصله محدودیتمندي بیشتر مشتریان،  رضایت

به مراکز هاب به شود که تخصیص مشتریان  فرض می مسالهدر هر دو در نظر گرفته شده است.  مسالهمقصد در دو 
هاب است به  مشتریان به مراکزو تخصیص   هاب p اول، انتخاب مکان مسالههدف است. تخصیصی صورت تک

کل دوم تمایل داریم  مسالهمبدأ و مقصد ماکزیمم شود. در  هر جفت گرهطوري که کل تقاضاي انتقال یافته بین 
شامل هزینه  هزینهتابع  مسالهترین هزینه ممکن، پوشش دهیم. در این  را با کم صدو مق فت مبدأجبین هر تقاضاي 

 مسالهشود. در هر دو مینیمم است که بایستی هاي شبکه  ها و هزینه انتقال جریان بین گره احداث هاب هاي ثابت
ها  مقصد که کالا بین آن و جفت مبدأباشد که فاصله هر  اي باید ا به مراکز هاب به گونهنحوه اتصال نقاط تقاض

بین کالا چون در عمل اغلب هزینه انتقال  تر یا مساوي باشد. شود از مقدار از پیش تعیین شده کم منتقل می
، براي مسالهدر هر دو  هاب و گره غیرهاب است،ال بین گره تر از هزینه انتق هاب و هاب مرکزي کمهاي  گره

  ها و هاب مرکزي فاکتور تخفیف در نظر گرفته شده است. حرکت بین هاب
با توجه به  و ارایهاول  مسالهمدل ریاضی  2در بخش سازماندهی شده است: صورت این ادامه مقاله به 

 دوم و بعد روشی مسالهمدل ریاضی  3در بخش . شود می پیشنهادسازي آن  براي خطی روشی ،آن بودن غیرخطی
نحوه یافتن یک کران  4. در بخش شودمی ارایه مسالهاین هاي معتبري براي  ساوينامسازي و در ادامه  طیبراي خ

و  هاي خطی نتایج حاصل از حل مدل. کنیم میرا به کمک آزادسازي لاگرانژ تشریح  مسالههر دو مناسب براي 
 6در بخش  ،در نهایت و ارایه 5در بخش  GAMSافزار  در محیط نرمروش آزادسازي لاگرانژ  عملکردغیرخطی و 

 .  گرددمی ارایهبراي محققین  گیري و پیشنهادهایی نتیجه
 
 
 
 

1 p-hub maximal covering location problem 
2 Hub covering location  problem 
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 اي هاب بر روي شبکه ستاره-pماکزیمم پوشش  مساله 2
که با توجه به اي  گونهه است به مرکز هاب و تخصیص مشتریان به آن pهدف تعیین مکان  مسالهدر این 

را  مساله، میزان کل تقاضاي منتقل شده ماکزیمم مقدار شود. ابتدا مدل ریاضی مسالههاي  مفروضات و محدودیت
 خواهیم داد. ارایهسازي مدل  و سپس روشی براي خطی ارایه

 
 اي هاب بر روي شبکه ستاره-pماکزیمم پوشش  مسالهسازي  مدل2-1

دهیم. در ابتدا  می ارایهاي را  هاب بر روي شبکه ستاره-pماکزیمم پوشش  مسالهدر این بخش مدل ریاضی 
 کنیم. را بیان می مسالهمفروضات، پارامترها و متغیرهاي 

 مفروضات مدل: •
  در شبکه یک هاب مرکزي به نام  اي است. ستارهسه سطحی با ساختار شبکه مورد بررسی، شبکهo  با مکان

 مشخص وجود دارد.

  و مقصد   اگر جفت گره مبدأ به ساختار مذکور،با توجهi  وm به هاب یکسان j   گاه مسیر متصل شوند آن
iبه صورت  mبه گره مقصد  i انتقال کالا از گره مبدأ j m→   و i و مقصد است و اگر جفت گره مبدأ →

mهاي متفاوت به هاب j  وl  از گره مبدأگاه مسیر انتقال کالا متصل شوند، آن i  به گره مقصدm  به صورت
i j o l m→ → →  . است →

  .هر نقطه تقاضا یک مکان کاندید براي هاب شدن است 

 حداکثر توان می p  .هاب از میان نقاط کاندید انتخاب کرد 

 ) تک تخصیصیهر نقطه تقاضا حداکثر به یک مرکز هاب متصل است( 
  باشد که فاصله هر دو نقطه تقاضا از مقدار از پیش  اي باید هاي هاب به گونه گرهبه نحوه اتصال نقاط تقاضا

 تر یا مساوي شود. تعیین شده کم

 پارامترها: •
I مجموعه نقاط تقاضا : ( )I n=  
o هاب مرکزي : 

imw  مشترياز (کالا) درخواستی براي انتقال : مقدار جریان i I∈  مشتريبه m I∈ )شود  فرض میiiw = ( 

ijd: ي  گرهفاصله }{oIi oIj}{  تا گره ∋∪ jiijفرض می شود  .( ∋∪ dd  )iid=0و  =
β مقصد و: حداکثر فاصله مجاز براي اتصال هر جفت مبدأ 

αها و هاب مرکزي : فاکتور تخفیف بین هاب( )α< ≤1
  

pهاي انتخاب شده : تعداد هاب 

 متغیرهاي تصمیم: •
 : ijxیک است اگر گره Ii∈  به هابIj∈ متصل شود و در غیر این صورت صفر 
: jjx یک است اگر گره  Ij∈ هاب باشد و در غیر این صورت صفر 
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  به صورت زیر است: مسالهمدل ریاضی 
 

max im ij ml
i I m I j I l I

w x x
∈ ∈ ∈ ∈
∑∑∑∑                                         (1)

. . , ,ij
j I

s t x i I
∈

≤ ∀ ∈∑ 1                            (2)

,jj
j I

x p
∈

=∑                                      (3)

, , ; ,ij jjx x i j I i j≤ ∀ ∈ ≠                (4)  

, , , ; ,ij ij mj mjd x d x i m j I i m+ ≤ β ∀ ∈ <                (5)  

( ) ( ) , , , , ; , ,ij jo ij ol lm mld d x d d x i m j l I i m j l+α + α + ≤ β ∀ ∈ < ≠ )6(   

{ } , , .ijx i j I∈ ∀ ∈,1                                )7(  

کند هر گره تقاضا  بیان می )2( کند. محدودیت میزان کل کالاي منتقل شده را ماکزیمم می )1تابع هدف (
هاب باید انتخاب شود. با توجه به  pکند  تصریح می )3شود. محدودیت ( ل میحداکثر به یک هاب متص

فاصله دو گره ، مسالههاب باشد. با توجه به مفروضات   j شود اگر متصل می jبه گره  i، گره )4( محدودیت
تر یا مساوي است که این فرض در حالتی که دو گره تقاضا به  کمβاز مقدار از پیش تعیین شده  mو  i تقاضاي

متصل شوند  lو  jو در حالتی که دو گره تقاضا به دو هاب متمایز  )5(متصل شوند در محدودیت   jهاب یکسان 
  دهد. باینري بودن متغیرهاي تصمیم را نشان می )7(محدودیت  و در نهایت گنجانده شده است )6( در محدودیت

) غیرخطی و شاملو البته ریزي عدد صحیح  برنامه از نوع مسالهاین مدل ریاضی  )2O n  متغیر و( )4O n  
 pتعیین به صورت  مسالهمحدودیتی براي طول مسیر در نظر گرفته نشود،  فوق مسالهاگر در  محدودیت است.

به گونه اي که کل تقاضاي پوشش داده شده  خواهد شد ها مانده به هابمرکز هاب و تخصیص نقاط باقی
هاب  -pماکزیمم پوشش  مسالهیعنی  هاب است؛ -pماکزیمم پوشش  مسالهمعادل  مسالهماکزیمم شود. این 

 مسالههاب یک  -pماکزیمم پوشش  مسالهنشان دادند که  ]23[است. پیکر و کارا  فوق مسالهحالت خاصی از 
NP-hard   نیز مورد نظر مسالهاست، پسNP-hard  .سازي مدل  در ادامه این بخش یک روش براي خطی است

 .شودمی ارایه
 
 اي شبکه ستارههاب بر روي -pماکزیمم پوشش  مسالهمدل سازي  خطی 2-2
سازي  شده است. از جمله خطی ارایهپوشش هاب  مسایلهاي  سازي مدل هاي متفاوتی براي خطی تاکنون روش 

 ]35[زاده و همکاران  و ابراهیمی ]29[، یامان و الومی ]16[، کریمی و بشیري ]8[، تان و کار ]5[کارا و تنسل 
 ]35[کار رفته در ه ایده باي از  هاب بر روي شبکه ستاره-pماکزیمم پوشش  مسالهسازي  باشد. ما براي خطی می

وجود دارد اگر مبدأ و  mو مقصد  iکنیم. با توجه به تابع هدف امکان انتقال جریان بین دو گره مبدأ  استفاده می
) (به 6) یا (5پذیر است اگر محدودیت ( به طور همزمان به شبکه هاب متصل شوند و این امکان mو  iمقصد 
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بنابراین براي  ها برقرار باشد؛ صل شوند) براي آنیب در حالتی که مبدأ و مقصد به هاب یکسان یا متفاوتی متترت
 کنیم: را به صورت زیر تعریف می imyشده، متغیر باینري  ارایهسازي مدل غیرخطی  خطی

: imy   یک است اگر دو گره تقاضاي برابرi  وm  به طور همزمان به شبکه هاب متصل شوند و در غیر این
  می باشد.صورت صفر 

 شود: هاي زیر به مدل اضافه می محدودیت imyبا تعریف متغیر  

,2
∈ ∈

≤ + ∀ ∈∑ ∑im ij ml
j I l I

y x x i m I )8(                                                                    

{ } ,imy i m I∈ ∀ ∈,1  )9(                                                                    
یک باشد imyدهد. با توجه به این محدودیت، اگر  را نشان می مساله) ارتباط بین متغیرهاي 8محدودیت ( 

) سمت 2بنابراین با توجه به محدودیت ( شبکه هاب متصل هستند؛ر همزمان به به طو mو  iآن گاه  مبدأ و مقصد 
صفر باشد به دلیل این که سمت راست نامساوي imyاست. اگر  2 ) برابر سمت چپ آن و برابر8راست نامساوي (

) به 9) تا (5(هاي  ) در هر صورت بزرگتر مساوي صفر است، این نامساوي برقرار است. به طور کلی محدودیت8(
و افزودن  yبنابراین با تعریف متغیر  کنند؛ میتضمین را  مساله) از مفروضات اصلی 6طور همزمان فرض (

 شود: ، تابع هدف به صورت زیر خطی میمسالههاي  ) به محدودیت9) و (8محدودیت (

∑∑
∈ ∈Ii Im

imim yw                                                                                        )10(  

  mو iوجود دارد اگر مبدأ و مقصد  mو مقصد  i)، امکان انتقال جریان بین دو گره مبدأ 10با توجه به رابطه (
) برقرار باشد. در  8) و (6) یا (5پذیر است اگر محدودیت ( به طور همزمان به شبکه هاب متصل شوند و این امکان

 نامیم. می P1هاب به صورت زیر است که آن را -pماکزیمم پوشش  مسالهسازي شده  نهایت مدل خطی

∑∑
∈ ∈Ii Im

imim ywP max:1 

          s.t )9(-)2(           
 

 اي پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان بر روي شبکه ستاره مساله 3
هاي  ها و هزینه انتقال جریان (یا کالا) بین گره هاي احداث هابنیمم سازي مجموع هزینهمی، هدف مسالهدر این 

این ایجاد شود. در  مسالههاي  نظر گرفتن مفروضات و محدودیت شبکه است به طوري که پوشش کامل با در
 هاي معتبر براي مدل خواهیم پرداخت.  نامساوي ارایهسازي آن و  به خطی مسالهمدل ریاضی  ارایهبخش پس از 

 
 اي پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان بر روي شبکه ستاره مسالهسازي  مدل  3-1

جز مفروضات این  4هاب است به جز این که فرض -pماکزیمم پوشش  مسالههمان مفروضات  مسالهمفروضات 
پارامترها و  کند. نیز به صورت هر نقطه تقاضا دقیقاً به یک هاب متصل است، تغییر می 5باشد و فرض  نمی مساله

علاوه بر  . است ) 1-2بخش (هاب -pماکزیمم پوشش  مسالههمان پارامترها و متغیرهاي ، مسالهاصلی متغیرهاي 
 کنیم: پارامتر زیر را تعریف میدو ها  آن

ijc:   واحد جریان (یا کالا) از گره  هرهزینه انتقال}{oIi oIj}{به گره  ∋∪ ∪∈ 
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jf هزینه ثابت احداث هاب در گره  :Ij∈ 

 به صورت زیر است: مسالهبنابراین مدل ریاضی 

)11(                                  
( )

\{ }

\{ }

min

( )1α
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

 + + + 
 

+ −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑∑ ∑

j jj ij im ji mi ij
j I i I j I i m I m I

jo im oj mi ij mj
j I i I m I i

f x c w c w x

c w c w x x
 

)12(                                                     . . , ,ij
j I

s t x i I
∈

= ∀ ∈∑ 1 

    . )7(-)4(                   

است که خود شامل سه جمله  در شبکهنقل و انتقالات هاي هزینه هاي ثابت احداث و  هزینهتابع هدف کل 
هاي انتقال  )، کل هزینه11جمله دوم در عبارت (هاست . ن عبارت، کل هزینه احداث هاباست: جمله اول در ای

متصل شود، آن گاه مجموع   jبه هاب  iست. اگر گره ها هاب متصل به آن  و گره iضا مانند گره تقاجریان بین هر 
∑( iبرابر با کل جریان خروجی از   jبه  iجریان منتقل شده از 

∈Im
imw است که با در نظرگرفتن هزینه هر واحد (

∑برابر   jبه هاب  iانتقال جریان، کل هزینه جریان خارج شده از 
∈Im

imij wc شود. به طور مشابه براي جریان  می

 (o)و هاب مرکزي   jشود. جمله سوم، مجموع هزینه انتقال جریان بین هر هاب  همین بحث انجام می iورودي به 
به هاب مرکزي برابر   jبا در نظر گرفتن فاکتور تخفیف است به طوري که مجموع جریان منتقل شده از هاب 

اند یعنی  هاي دیگر متصل هایی که به هاب تا گره  jهاي متصل به هاب  است با مجموع جریان از همه گره

\{ }
( )1

∈ ∈

−∑ ∑ im ij mj
i I m I i

w x x . به طور مشابه جریان منتقل شده از هاب مرکزي به هابj  برابر

\{ }
( )1

∈ ∈

−∑ ∑ mi ij mj
i I m I i

w x x که در نهایت با در نظر گرفتن هزینه هر واحد انتقال جریان از هاب  .استj   به

کند هر گره دقیقاً به یک  ) بیان می12شود. محدودیت ( م تابع هدف نتیجه میهاب مرکزي و برعکس، جمله سو
نیز به  مسالهاین  است. )1-2(بخش هاب-pماکزیمم پوشش  مسالهها مشابه  هاب اختصاص دارد. سایر محدودیت

)ریزي عدد صحیح غیرخطی و شامل  برنامه مسالهواسطه غیرخطی بودن جمله سوم تابع هدف، یک  )2O n  متغیر
)و  )4O n  .محدودیتی براي طول مسیر و هزینه هاي بین هاب ها و  فوق مسالهمجددا اگر در محدودیت است

اط مرکز هاب و تخصیص نق pمعادل تعیین  مسالهرا ببینید)،  ]29[هاب هاي مرکزي در نظر گرفته نشود (مقاله 
پوشش  مسالهمعادل  مسالهاي که کل هزینه هاي احداث و تخصیص مینیمم شود. این  هاب ها به گونه باقی مانده به

-NPنیز  فوق مسالهبنابراین است ؛ NP-hard مسالهیک  HSCP مسالهکه نشان دادند ]5[هاب است. کارا و تنسل

hard .است 

jiبراي هر  ع هدفسازي جمله سوم تاب توان با ساده میتوجه داشته باشید که  jiو  = ، آن را به ≠
 صورت زیر نوشت:

\{ } \{ , } \{ }

\{ } \{ , } \{ }

( ) ( )

( ) ( )

jo im oj mi ij jo ji oj ij jj
j I i I j m I i j j I i I j

jo im oj mi ij mj jo ji oj ij jj ij
j I i I j m I i j j I i I j

c w c w x c w c w x

c w c w x x c w c w x x

α α

α α
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

+ + + −

+ − +

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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 توان به صورت زیر بازنویسی کرد: سازي، تابع هدف را می پس از ساده

\{ }

\{ , } \{ }

\{ } { , }

min (( ) ( )

( )) ( )

( )

j jj ij im ji mi jo ji oj ij
j I i I j I i m I m I

jo im oj mi ij jo ji oj ij jj
m I i j j I i I i

jo im oj mi ij mj
j I i I j m i j

f x c w c w c w c w

c w c w x c w c w x

c w c w x x

α

α α

α

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

+ + − + +

+ + + −

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

            )13(   

بنابراین مدل  ماند؛ ) غیرخطی باقی می13عبارت ( جمله آخرشود که  سازي، ملاحظه می اکنون پس از ساده
  ریزي عدد صحیح غیرخطی است. برنامه مسایلهمچنان از نوع 

 
پوشش هاب با درنظر گرفتن هزینه انتقال جریان بر روي شبکه  مسالهمدل سازي  خطی 3-2

 اي ستاره
کنیم. براي هر  استفاده می ]29[ شده در ارایهاز تکنیک مرسوم تغییر متغیر جدید،  مسالهسازي مدل خطی براي

Ij∈  و}{\, jImi mjijimjمتغیر باینري  ∋ xxz کنیم. با این جایگزینی تابع هدف به صورت  تعریف می =
 شود: زیر خطی می

\{ }

\{ , } \{ }

\{ } { , }

min (( ) ( )

( )) ( )

( )

j jj ij im ji mi jo ji oj ij
j I i I j I i m I m I

jo im oj mi ij jo ji oj ij jj
m I i j j I i I i

jo im oj mi imj
j I i I j m i j

f x c w c w c w c w

c w c w x c w c w x

c w c w z

α

α α

α

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

+ + − + +

+ + + −

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

            )14(  

 مسالهها، دو محدودیت زیر را به ijxبا  imjzبرقراري ارتباط صحیح بین متغیر جدید  علاوه بر این براي
 کنیم: اضافه می

jmjimiIjmixz ijimj ≠≠<∈∀≤ ,,:,,                                       
)15(  

jmjimiIjmixz mjimj ≠≠<∈∀≤ ,,:,, )16(                                                 

 نیازي به دو محدودیت  مسالهتوجه کنید که در این 
, ,1≥ + − ∀ ∈imj ij mjz x x i m j I )17(                                                             

, ,≥ ∀ ∈imjz i m j I                                                                             )18(     

Ijiزیرا براي هر نیست؛ ]29[ذکر شده در  =، اگر ,∋ ijx یا= mjx  و یا هر دو برابر صفر باشند، آن
imjz ، بایدimjzگاه بنا به تعریف  = داریم 16) و (15اما با توجه به قیدهاي ( باشد؛  (≤ imjz  و با توجه به

=، imjzساختار تابع هدف و منهاي پشت عبارت شامل  imjz خواهد شد.  همچنین برايIji داشته اگر ، ,∋
mjx=و  ijx=1باشیم  . imjz≥1) داریم 16) و (15که از قیدهاي (باشد. imjz=1 گاه بنا به تعریف باید ، آن1

دار ترین مق به سمت بیش imjz، مقدار imjzبا توجه به مینیمم سازي بودن تابع هدف و منهاي پشت عبارت شامل 
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 )17بنابراین در هر دو حالت محدودیت ( خواهد شد؛ imjz=1یعنی مقدار  رود؛ ممکن خود یعنی یک پیش می
 کنیم. خودداري میدر مدل خطی ها  د بودن از آوردن آن) برقرار است و به دلیل زای18و (

 
 پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان مسالهنامساوي معتبر براي  ارایه   3-3

هاي مورد بررسی  بهبود مدل و کاهش تعداد محدودیت داریم محدودیت معتبري را برايدر این قسمت در نظر 
استفاده  ]9 [کار گرفته شده دره منظور از ایده بکنیم. براي این  مساله) 6) و (5هاي ( جایگزین محدودیت

و ساختار  )12((با توجه به محدودیت  شودمی، بین هر دو گره ارتباط برقرار  مسالهکنیم. با توجه به مفروضات  می
تر یا مساوي مقدار از پیش تعیین شده  کم بایدها)  (با در نظر گرفتن مسیر اتصال آن) و فاصله بین هر دو گره شبکه
βبنابراین مجموعه )؛)6(و  )5(هاي  باشد (محدودیتVA 1  هاي معتبر را به صورت  تخصیصمجموعه به عنوان

 کنیم: زیر تعریف می













≤++

≤∈
=

≠ βα

β

)(max

,|),(

okjojkij

ij

ddd
Ijijiوdو

VA 

VAlmji) برقرار نباشند آن گاه براي هر 6) و (5هاي ( ، اگر محدودیتVAبا توجه به مجموعه  ∈),(),,( 

هاي ناسازگار  شامل مجموعه چهارتایی IA2بنابراین مجموعه  برابر یک شوند؛ mlxو  ijxبه طور همزمان نباید 
 کنیم: را به صورت زیر تعریف می

( , , , ) | ( , ), ( , ) ,

( )
ij mj

ij jo ol ml

i j m l i j m l VA i m
IA d d if l j

d d d d else
β

α β

 ∈ <
 

= + > = 
 + + + > 

 

 معتبر است: مسالهبراي نامساوي زیر  VAو  IAبا تعریف دو مجموعه   

( , , , )1+ ≤ ∀ ∈ij mlx x i j m l IA )19(                                                        

),,,(، هر چهارتایی IAو  VAهاي تعریف شده  با توجه به مجموعهزیرا  lmji ) صدق 19که در نامساوي (
جایگزین ) را 19توان نامساوي ( بنابراین می است؛سیر نظیر آن چهارتایی برقرار نکند محدودیت طول مسیر براي م

پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان به  مسالهبنابراین مدل نهایی   ؛د) کر6) و (5دو محدودیت (
 نامیم. می P2صورت زیر است این مدل را 

\{ }

\{ , } \{ }

\{ } { , }

2 : min (( ) ( )

( )) ( )

( )

j jj ij im ji mi jo ji oj ij
j I i I j I i m I m I

jo im oj mi ij jo ji oj ij jj
m I i j j I i I i

jo im oj mi imj
j I i I j m i j

P f x c w c w c w c w

c w c w x c w c w x

c w c w z

α

α α

α

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

+ + − + +

+ + + −

+

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

        . . , ( , , , ) ,ij mls t x x i j m l IA+ ≤ ∀ ∈1 )19(                              

1 Valid assignment 
2 Incompatible assignment41 
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:( , )

, ,ij
j i j VA

x i I
∈

= ∀ ∈∑ 1          )20(         

                              , , ; ,ij jjx x i j VA i j≤ ∀ ∈ ≠ )21(                                                                   

 , , , : ( , ), ( , ) , , ,imj ijz x i m j I i j m j VA i j m j≤ ∀ ∈ ∈ ≠ ≠    )22(  
                          , , , : ( , ), ( , ) , , ,imj mj i m j I i j m j VA i j m jz x ∀ ∈ ∈ ≠ ≠≤     )23 (  
                          { } , ( , ) ,ijx i j VA∈ ∀ ∈,1                                              )24(  
                          { } , ( , ), ( , ) .imjz i j m j VA∈ ∀ ∈,1 )25(                  

نظر  پوشش هاب با در مسالهشده در  ارایههاي  ) همان محدودیت25) تا (20هاي ( به طور کلی محدودیت
توانند یک  هرگز نمی ijxکه بعضی از متغیرهاي با این تفاوت است، ) 2-3(بخش گرفتن هزینه انتقال جریان 

هایی  ها از بین جفت گره هاي غیرهاب به هاب هاي هاب و تخصیص گره شوند. به عبارت دیگر انتخاب گره
 وجود دارند. VAپذیر است که در مجموعه  امکان
 

 روش آزادسازي لاگرانژ 4
سازي است. این روش اغلب  بهینه مسایلل هاي ابتکاري پرکاربرد در ح روش آزادسازي لاگرانژ یکی از روش

هاي قابل  روش آزادسازي لاگرانژ جواب .]26[ گیرد یابی و طراحی مورد استفاده قرار می مکان مسایلبراي حل 
در سازي) یا کران پایین ( ماکزیمم مسالهدر ها به عنوان یک کران  بالا ( کند که عمدتاً این جواب قبولی ایجاد می

دوگان لاگرانژ را حل  مسالهدست آوردن بهترین کران، ه اصلی است. براي ب مساله برايسازي)  مینیمم مساله
 . ]36[است 1الگوریتم زیرگرادیاندوگان لاگرانژ استفاده از  مسالههاي کارآمد براي حل  کنیم. یکی از روش می

یابی هاب با ساختار  مکان مسایلروش ابتکاري بر اساس آزادسازي لاگرانژ براي  2008لیب و یامان در سال 
با  2008ها را در سال  اي با ظرفیت محدود براي کمان هاب ستاره-pمیانه  مسالهیامان . ]26[دادند ارایهاي  ستاره

این روش را  2009ایوان کانتررز و همکاران در سال  . ]37[روش ابتکاري بر اساس آزادسازي لاگرانژ حل نمود
از  2013کریمی و ستاك در سال  .]38[به کار بردند دار یابی هاب تک تخصیصی ظرفیت مکان مسالهبراي حل 

 . ]39[هاي ناکامل استفاده کردند هاب در شبکه مسالهاین روش براي حل 
 

 هاب به کمک آزادسازي لاگرانژ-pماکزیمم پوشش  مسالهیافتن کران بالا براي   4-1
 کنیم؛ آزاد می imδ) را با ضریب لاگرانژ 8محدودیت ( مساله) را در نظر بگیرید. در این 2-2بخش ( P1 مساله 

 شود: بنابراین مدل آزادسازي شده به صورت زیر می

( ) max ( ) ( )2
∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

δ = − δ + δ +∑∑ ∑∑ ∑ ∑im im im im ij ml
i I m I i I m I j I l I

k w y x x                        )26(  

            .s t )2(-)7)و(9(                               

1 Subgradient algorithm 
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0δازاي ه ب )مفروض،  ≤ )K δ  مسالهیک کران بالا براي P1 دست آوردن بهترین ه دهد. براي ب به ما می
 کنیم:  محاسبه می به صورت زیر را 45لاگرانژدوگان کران بالا 

)(min:)1 0 δδ kD ≥                                                                          )27(  

0δکنیم. فرض کنیم بازاي  سازي زیرگرادیان استفاده می بهینهروش از  D1 مسالهبراي حل  مفروض،  ≤
( )x δ  و( )y δ  جواب بهینه( )k δ  باشد. آنگاه زیرگرادیان)(δk شود: به صورت زیر محاسبه می 

,

( ) ( ) ( ) ( )2γ δ δ δ δ
∈ ∈

 
= − − − 

 
∑ ∑im ij ml
j I l I i m

y x x )28                                                                (  

 
هاب با -pماکزیمم پوشش  مسالهیافتن بهترین کران بالا  براي  الگوریتم زیرگرادیان براي  4-2

 اي ساختار ستاره
 هاي زیر است: گامهاب شامل -pماکزیمم پوشش  مسالهالگوریتم زیرگرادیان براي  

نامیم. سپس یک  می LBکنیم و آن را  : یک کران پایین (جواب شدنی) به طور تصادفی تعیین می1گام
 θپارامتر   نامیم. می  UB*کنیم و آن را  ) به عنوان جواب بهینه اولیه انتخاب می+∞مقدار بسیار بزرگ (مثلاً

دهنده تعداد تکرارهاي متوالی  که نشان mپارامتر . دهیم قرار می  2است برابر  براي محاسبه طول گام که پارامتري
یک کران بالا عنوان ه برا  rدهیم. پارامتر  قرار می  دست آمده ایجاد نشده، برابر ه دي در کران ببهبو است که 

دهیم. همچنین ضرایب لاگرانژ اولیه را با محاسبه دوگان لاگرانژ متناظر با محدودیت آزاد  قرار می 2برابر  mبراي 
 رویم.  می 2کنیم. سپس به گام  شده محاسبه می

کنیم و به  را محاسبه می  x*دهیم سپس  قرار میUB دار آن راکنیم و مق آزاد شده را حل می مساله: 2گام
 رویم. می 3گام 

UB*: اگر 3گام UB<  آن گاه𝑈𝐵∗ ≔ 𝑈𝐵1دهیم قرار می . در غیر این صورت= +m m .  اگر
m r=  آن گاه پارامترθدهیم قرار می کنیم و را نصف میm =  .  رویم.  می 4سپس به گام 

)طول گام  :4گام )k  38[و  ]26[(کنیم را به صورت زیر محاسبه می[  ( : 

( ( ) ( ) ( ))22

∗

∈ ∈ ∈ ∈

−
= θ

δ − δ − δ∑∑ ∑ ∑im ij ml
i I m I j I l I

UB LBk
y x x

)29(                                                                 

سپس  .x∗ازاي ه هاي آزاد شده ب در محاسبه طول گام مخرج کسر برابر است با مجموع مجذور محدودیت
 رویم. می 5کنیم و به گام  ضرایب لاگرانژ را به صورت زیر بروزرسانی می

( ) ( ) ( )max ,
∈ ∈

  
δ = δ + δ − δ − δ     

∑ ∑im im im ij ml
j I l I

k y x x  2                               )30(  

رجوع کنید. (در این  2غیراین صورت به گام گاه توقف کنید در  آن بود : اگر شرط توقف برقرار5گام
یعنی ماکزیمم اختلاف ضریب لاگرانژ در دو تکرار  ؛شرط توقف به صورت زیر در نظر گرفته شده است مساله

 )باشد. 100از  تر متوالی کم
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,max( )i m im+ +δ − δ <1 1 1 )31(                                                                                            

 
پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان به کمک  مسالهیافتن کران پایین براي  4-3

 آزادسازي لاگرانژ
)  را  براي هر23) و (22هاي ( محدودیت مساله) را در نظر بگیرید. در این 2-3بخش( P2 مساله 

VAjmji بنابراین مدل آزادسازي شده  کنیم؛ آزاد میimjµو  imjλنامنفی  لاگرانژ ضرایب با ترتیببه  ),,(),(∋
 شود: به صورت زیر می

\{ }

\{ , } \{ }

\{ } { , } \{ }

( , ) min (( ) ( )

( )) ( )

( ) ( )

j jj ij im ji mi jo ji oj ij
j I i I j I i m I m I

jo im oj mi ij jo ji oj ij jj
m I i j j I i I i

jo im oj mi imj imj imj ij
j I i I j m i j m I j

L f x c w c w c w c w

c w c w x c w c w x

c w c w z z x

∈ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈

= + + − + +

+ + + −

+ + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

λ µ α

α α

α λ
\{ }

\{ } \{ }
( )

j I i I j

imj imj mj
j I i I j m I j

z x
∈ ∈

∈ ∈ ∈

+

−

∑ ∑

∑ ∑ ∑ (32)µ

          

. .s t )19(-)21) ، (24)و (25(   
λبازاي  ≥   وµ ≥  ،مفروض),( µλL  مسالهیک کران پایین براي P2 دست آوردن ه دهد. براي ب می

 کنیم: را محاسبه می 1بهترین کران پایین دو گان لاگرانژ

,: max ( , )D Lλ≥ µ≥ λ µ0 02                                                                         )34(  
),(کنیم. فرض کنیم  سازي زیرگرادیان استفاده می مشابه بخش قبلی از بهینه D2 مسالهبراي حل  µλx  و

),( µλz  جواب بهینه),( µλL  باشد. آنگاه زیرگرادیان),( µλL شود: به صورت زیر محاسبه می 

( )
, ,

( , ) ( ) ( ) , ( ) ( )imj ij imj mj i m j
z x z xξ λ µ = λ − λ µ − µ )35(                                          

 شود: در الگوریتم زیرگرادیان به صورت زیر محاسبه می مسالهطول گام براي این 

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))2 2

∗

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ ∈

−
= θ

λ − λ + µ − µ∑∑∑ ∑∑∑imj ij imj mj
i I m I j I i I m I j I

LB UBk
h x h x

)36(                               

شود.  و به طور تصادفی انتخاب می اصلی است مسالهیک کران بالا (جواب شدنی) از  UBکه درآن
*LB در این الگوریتم ضریب لاگرانژ به  دست آمده در هر تکرار الگوریتم زیرگرادیان است.ه نیز جواب بهینه ب

 شود: می رسانی روزه صورت زیر ب

( ) ( )( )( )max ,λ = λ + λ − λimj imj imj ijk h x                                                               )37(  

( ) ( )( )( )max ,µ = µ + µ − µimj imj imj mjk h x                                                        )38(        
       

310θ-و شرط توقف   در نظر گرفته شده است. >

1 Duality lagrangean 
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 نتایج محاسباتی 5

شده  ارایههاي  در این بخش، نتایج محاسباتی را مورد بررسی قرار خواهیم داد. ابتدا نتایج حاصل از حل مدل
شود. سپس براي سنجش عملکرد این  می ارایه GAMSافزار  نرمبه کمک در این مقاله  )P2و P1هاي  مدل(

هاي  حاصل از حل مدلو با نتایج  ارایه) 1-3و  1-2(بخش هاي هاي غیرخطی  ها، نتایج حاصل از حل مدل مدل
سازي شده مورد  هاي خطی در پایان کارکرد روش آزادسازي لاگرانژ براي حل مدلشود.  خطی مقایسه می
و مدل هاي غیر خطی  CPLEXکه حل کننده مدل هاي خطی لازم به ذکر است گیرد.  بررسی قرار می

BONMIN کلیه محاسبات عددي به وسیله یک رایانه شخصی با مشخصات می باشد وRAM 6 GB و CPU 2.4 

GHz core i5 .انجام شده است  
ها بر  این داده. ]3[کنیم مربوط به تحقیقات اوکلی استفاده می CAB 1يها ها از مجموعه داده اي حل مدلبر

شده که شامل میزان  ارایهگره  25براي  CABهاي  است. داده 1970هاي هوایی در آمریکا در سال  اساس مسافرت
ها  باشد، ماتریس مربوط به آن جریان (تقاضا یا کالا)، فاصله (زمان پیمودن مسیر یا هزینه) بین هر دو گره می

.یعنی؛ گیریم  ها در نظر می ا برابر فواصل میان آنهزینه بین نقاط ر نمونهدر این  متقارن است. ijij dc به دلیل  =
 ]40[ ، این پارامتر به صورت آنچه درCABهاي  در داده  j هاي ثابت احداث هاب در گره در اختیار نداشتن هزینه

)یعنی  آمده محاسبه شده است؛ )( )
( )j

dem j
f

qq j
×

=
81 که در آن( ) ij

i
dem j w=∑  و( ) max i jiqq j c=  باشد.  می

تر است به همین دلیل به عنوان  هایی است که به مرکز نزدیک از جمله گره 8گره  CABهاي  گره داده 25از میان 
تر یا مساوي مقدار  فاصله بین هر دو گره کمفرض شده است که  مسالههر دو هاب مرکزي انتخاب شده است. در 

با در  ]29[اي  هاب ستاره-pمرکز  مسالهاز حل βدست آوردن پارامتره باشد. براي ب باید βاز پیش تعیین شده 
مکان هاب و تخصیص هر گره به یک  pانتخاب  مسالهکنیم. هدف این  استفاده می αنظر گرفتن مقادیر مختلف 

ترین مقدار ممکن شود. نتایج حاصل از حل این  ترین فاصله بین دو گره شبکه، کم هاب است به طوري که بیش
 آورده شده است.  1در جدول  مساله

 
 pو  αازاي مقادیر مختلف  هاي ب هاب ستاره-pمرکز  مسالهنتایج حاصل از حل . 1جدول

p=5 p=4 p=3 p=2 α 
986/1373  001/1575  160/1775  490/2049  2/0  

807/1819  213/1975  657/2077  237/2455  4/0  

909/2148  599/2248  683/2400  756/2754  6/0  

013/2510  919/2511  170/2619  007/2862  8/0  

158/2827  158/2827  409/2934  245/3010  1 

) βمقدار تابع هدف ( pبا افزایش α ، همان گونه که انتظار داریم براي مقادیر ثابت 1با توجه به جدول  
 یابد. می) افزایش βمقدار تابع هدف ( αبا افزایش pیابد و بازاي مقادیر ثابت  کاهش می

1 Civil aeronautics board 
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در βو  α) با مقادیر مختلف P1هاب خطی شده (مدل -pماکزیمم پوشش  مسالهنتایج حاصل از حل 
مقدار بهینه تابع هدف  optzقرار داده شده است.  1مطابق جدول  βآمده است. در این جدول مقادیر  2جدول 

زمان اجرا به  CPUآورده شده و  hubاند در ستون  عنوان هاب انتخاب شده ه هایی که ب است. گره P1 مساله
 ثانیه است.

 
 βو αازاي مقادیر مختلف  هب ) P1(مدل  هاب-pسازي ماکزیمم پوشش  خطی مسالهنتایج حاصل ازحل  .2جدول

CPU hub 
optz p β α 

035/4  

822/3  

650/3  

025/5  

5,22 

9,16,22 

12,13,17,232 

12,17,21,24,25 

7811940 
8124352 
8124352 
7811940 

2 
3 
4 
5 

490/2049  
160/1775  

001/1575  
986/1373  

2/0  

380/5  

035/5  

005/5  

010/5  

21,22 

5,12,23 

1,12,22,23 

11,12,18,23,24 

8124352 
8124352 
7888584 
8124352 

2 
3 
4 
5 

237/2455  
657/2077  
213/1975  
807/1819  

4/0  

700/6  

065/6  

650/5  

002/6  

11,12 

12,21,23 

19,21,22,23 

7,12,19,21,22 

8124352 
8124352 
8124352 

7811940 

2 
3 
4 
5 

756/2754  
683/2400  
599/2248  

909/2148  

6/0  

630/5  
760/4  
710/4  
718/4  

11,22 

11,22,23 

11,12,22,23 

12,19,21,22,23 

8124352 
8124352 
8124352 
8124352 

2 
3 
4 
5 

007/2862  

170/2619  

919/2511  

013/2510  

 
8/0  

 

660/5  
695/4  
720/4  
755/4  

11,13 
11,22,23 

11,19,22,23 

11,12,21,22,23 

8124352 
8124352 
8124352 
8124352 

2 
3 
4 
5 

245/3010  

409/2934  
158/2827  
158/2827  

 
1 

  

 نتایج زیر را داریم: 2با توجه به جدول   
)، به جز چند مورد مقدار تابع βها (و در نتیجه کاهش با افزایش تعداد هاب αازاي مقادیر ثابت ه ب -

هاي شبکه  ماکزیمم جریان بین گره،  βو α متفاوت موارد بازاي مقادیرتر  هدف ثابت است. یعنی در بیش
 شود. منتقل می

در اکثر مواقع مقدار تابع هدف )، βها (و در نتیجه کاهش با افزایش تعداد هابαازاي مقادیر ثابته ب -
 د، متفاوتند.شو یی که به عنوان هاب انتخاب میها ولی در هر حالت گره ؛ثابت است
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)، زمان اجرا در اکثر مواقع کاهش βها (و در نتیجه کاهش و افزایش تعداد هاب αازاي مقادیر ثابت ه ب -
 یابد. می

شود و  هاي شبکه منتقل می ، در اکثر موارد ماکزیمم جریان بین گرهαبا افزایش pازاي مقادیر ثابت ه ب -
 یابد. زمان اجرا در اکثر موارد افزایش می

هاي تعیین شده و نحوه  ها، به عنوان نمونه روند تغییر مکان هاب درك بهتر نتایج محاسباتی و تحلیل آن براي
/0براي ها را  هاي غیرهاب به هاب تخصیص گره 2α  1در شکل  CABهاي  براي داده pو مقادیر متفاوت  =

/0ها براي  و محدود شدن تخصیص βبه دلیل کاهش 1ایم. با توجه به شکل  آورده 2α جریان منتقل شده  =
به هیچ هابی متصل  23، گره  5و  2برابر  pکاهش یافته است. یعنی براي   p=4و p=3نسبت به  p=5براي 

امکان  p=4و  p=3اما براي ؛پذیر نیست  اي امکان گرهبه هیچ  23نیست به همین دلیل امکان انتقال جریان از 
پوشش هاب با در نظر گرفتن  مسالهپذیر است. در ادامه به بررسی  هاي شبکه امکان انتقال جریان بین همه گره

 آمده است. 3در جدول  مسالهپردازیم. نتایج حاصل از حل این  هزینه انتقال جریان می
 

 
/0ازاي   هها ب ها به هاب هاي هاب انتخاب شده و تخصیص سایر گره : گره1شکل  2α  pو مقادیر مختلف  =
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وαازاي مقادیر مختلف هب )P2(مدل سازي شده پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان خطی مسالهنتایج حاصل از حل  .3جدول

β 

CPU hub 
optz β α 

675/5  
550/4  
355/4  
850/4  

5,19,23 
2,13,19,23,24 
2,11,19,23,24 

5,11,16,18,19,23,24 

66371/2 e 10+  
59555/3 e 10+  
17808/4 e 10+  

14998/6 e 10+  

490/2049  
160/1775  

001/1575  
986/1373  

 
2/0  

000/6  

250/6  

160/5  

760/4  

5,19,23 
2,13,19,23,24 
2,11,19,23,24 

11,18,19,23,24 

72796/2 e 10+  
82396/3 e 10+  
38876/4 e 10+  
04155/5 e 10+  

237/2455  
657/2077  
213/1975  
807/1819  

 
4/0  

210/6  

420/5  
255/5  
405/5  

5,19,23 
5,19,22,23 

19,21,22,23 

2,3,5,11,14,19,23,24 

79220/2 e 10+  
36867/4 e 10+  
29933/5 e 10+  
06501/9 e 10+  

756/2754  
683/2400  
599/2248  

909/2148  

 
6/0  

 

515/6  
505/5  
350/5  
295/5  

11,19,23 
11,22,23 

11,12,22,23 

12,19,21,22,23 

66562/3 e 10+  
75174/4 e 10+  
10138/7 e 10+  
75178/7 e 10+  

007/2862  

170/2619  

919/2511  

013/2510  

 
8/0  

 

520/6  
505/5  
490/5  
490/5  

11 

11,22,23 

11,19,22,23 

11,19,22,23 

58976/2 e 10+  
78504/4 e 10+  
30983/5 e 10+  
30983/5 e 10+  

245/3010  

409/2934  
158/2827  
158/2827  

 
1 

 
 شود: نتایج زیر حاصل می 3از جدول 

 یابد. ، مقدار بهینه تابع هدف افزایش میβبا کاهش  αبراي مقادیر ثابت  -
یابد و در اکثر مواقع زمان حل کاهش  ، تعداد مراکز هاب افزایش میβبا کاهش  αبراي مقادیر ثابت  -

 یابد. می
اند، هاب باقی  انتخاب شده هایی که به عنوان هاب ، در اکثر مواقع گرهβبا کاهش  αبراي مقادیر ثابت  -

 مانند. می
/0به طور مشابه براي  2α اند و همچنین  هایی که به عنوان هاب انتخاب شده ، گرهβو مقادیر مختلف  =

ها براي  ها و تخصیص آورده شده است. هاب 2در شکل  CABهاي  ها براي داده ها به هاب تخصیص سایر گره
2049 / 490β 1775)، براي aدر شکل ( = /160β 1575)، براي bدر شکل ( = /001β ) و براي cدر شکل ( =
1373 / 986β ایجاد پوشش  براي، βبا کاهش مقدار  2) نشان داده شده است. با توجه به شکلdدر شکل ( =
ها افزایش  شود مقدار کل هزینه شوند و این باعث می تري لازم است به عنوان هاب انتخاب  هاي بیش کامل، گره

 یابد. 
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/0ازاي  ه ها ب ها به هاب هاي هاب و تخصیص سایر گره گره .2شکل  2α = 

حل  GAMSافزار  هاي غیرخطی را نیز به کمک نرم سازي شده، مدل هاي خطی بررسی عملکرد مدل براي
هاب -pماکزیمم پوشش  مسالهها استفاده کرده است. در  براي حل مدل BONMINکننده  از حل GAMSکردیم. 

ازاي مقادیر ه متوقف شد و این حل کننده ب ثانیه 1000بعد از گذشت حدود  GAMSافزار  به طور میانگین نرم
در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان،  پوشش هاب با مسالهدست آورد. در ه ، جواب شدنی صفر بβو  αمتفاوت

 GAMSافزار  درصد باقیمانده نرم 40تر از یک ساعت حاصل شد و در  درصد موارد جواب شدنی در کم 60در 
دست نیاورد. با ه هیچ جواب شدنی ب BONMINکننده  بعد از گذشت بیش از سه ساعت متوقف شد ولی حل

هاي خطی هم از  ، عملکرد مدلمسالههاي خطی و غیرخطی در هر دو  دست آمده از حل مدله توجه به نتایج ب
 هاي غیرخطی است. تر از مدل نه تابع هدف و هم زمان اجرا بسیار مطلوبلحاظ مقدار بهی

نتایج  4در جدول دهیم.  با روش آزادسازي لاگرانژ مورد بررسی قرار می مسایلدر ادامه نتایج حاصل از حل 
شرط  الگوریتماین در سازي لاگرانژ آمده است. هاب به کمک آزاد-pپوشش ماکزیمم  مسالهحاصل از حل 

)max,توقف   )i m im+ +δ − δ <1 1 بهترین  به ترتیب CPUو  UB  ،Itr ،gap∗است. ستون هاي قرار داده شده  100
دست آمده تا ه فاصله بین کران ب، دست آمده، تعداد تکرارها براي رسیدن به بهترین کران بالاه کران بالاي ب

 به صورت زیر محاسبه می شود:نیز  gapمقدار  .استو زمان اجرا به ثانیه  مقدار بهینه بر حسب درصد

( )opt

opt

UB z
gap

z

∗ −
= ×100 

 
 βوαازاي مقادیر مختلفه آزادسازي لاگرانژ ببا ) P1(مدل هاب -pماکزیمم پوشش  مسالهنتایج حاصل از حل  .4جدول
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CPU gap Itr ∗UB p β α 
298/52  

375/0  
420/0  

014/126  

2,02 
0 

0 

2,03 

24 

1 

1 

42 

781/7970213  
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994/7971267  

2 
3 
4 
5 

490/2049  
160/1775  

001/1575  
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2/0  
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355/0  

0 

0 

1,56 
0 

1 

1 

41 

1 
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4 
5 
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0 

0 

0 

2,02 

1 

1 

1 

31 
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2 
3 
4 
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909/2148  
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0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 
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2 
3 
4 
5 

007/2862  
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013/2510  

 
8/0  
 

375/0  

375/0  
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0 
0 

0 

0 

1 
1 

1 

1 
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2 
3 
4 
5 
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158/2827  
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1 

 

تري نسبت به مدل خطی  اول جواب بهینه در زمان کمچند مورد، در تکرار در ، به جز 4با توجه به جدول 
تر، می تواند تاییدي بر نتایج حاصل  دست آوردن جواب بهینه در زمان اجرایی کمه که علاوه بر بشود  حاصل می

ولی جواب هاي حاصل  ؛رد  نیز هر چند زمان اجرا بالا رفته است مواسایر ) باشد. در 2از حل مدل خطی (جدول 
 باشد. اتی بسیار پایین و قابل قبولی میحاسبم gapداراي 

پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان به کمک  مسالهنیز نتایج حاصل از حل  5در جدول 
ه به ترتیب بهترین کران پایین ب CPUو   LB ،Itr  ،gap∗در این جدول نیز شده است.  ارایهآزادسازي لاگرانژ 

 مسالهاب بهینه دست آمده و جوه ، فاصله بین کران ببراي رسیدن به بهترین کران پایین، تعداد تکرارها آمدهدست 
)شرط توقف   مسالهاین براي  به ثانیه است. و زمان اجرا )-310θ  است.  قرار داده شده >

 
 βو  αازاي مقادیر مختلف هبه کمک آزادسازي لاگرانژ ب P2 مسالهنتایج حاصل از حل  .5جدول

CPU gap Itr ∗LB β α 

781/117  
568/163  

297/82  

0 
0 

0 

36 

46 

24 

66371/2 e 10+  
59555/3 e 10+  
17808/4 e 10+  
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2/0  
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562/82  0 22 14998/6 e 10+  986/1373  
031/322  
926/209  

 906/215  
310/35  

0 
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35 
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40 
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12 

10 
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063/32  
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0 
0 

0 

0 

6 
18 

8 

8 
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 نتیجه گیري 6

هاب و پوشش هاب با در نظر گرفتن هزینه انتقال جریان مورد -pي ماکزیمم پوشش مسالهدر این مقاله، دو 
هایی به  به کمک تکنیک مدل ها،نظر به غیر خطی بودن بندي شدند.  مدل مسالهبررسی قرار گرفت. ابتدا هر دو 

براي هر چگونگی یافتن کران مناسب به کمک آزادسازي لاگرانژ را در نهایت و  سازي هر یک پرداختیم خطی
بر روي مجموعه  GAMSافزار  هاي خطی و غیرخطی در نرم . نتایج حاصل از حل مدلتوضیح دادیم مساله
از لحاظ مقدار بهینه تابع هدف و هم زمان اجرا بسیار  هاي خطی هم بیانگر آن است که مدل CABهاي  داده

دست آمده از روش آزادسازي ه هاي ب همچنین با توجه به نتایج، کران هاي غیرخطی است. تر از مدل مطلوب
هایی با کیفیت بالا در  دست آوردن جوابه تري براي ب مناسب هاي روش ارایه هاي مناسبی است. لاگرانژ کران

به عنوان موضوعی براي تحقیقات آتی مد نظر تواند  هاي دقیق، ابتکاري و فراابتکاري می ظیر روش، نکوتاه زمان
ها با  دست آمده از آن روشه هاي دیگر و مقایسه نتایج ب قرار گیرد. همچنین حل دوگان لاگرانژ به کمک روش

شده از  ارایههاي  سازي مدل هاي کاراتر براي خطی تکنیک ارایهشده در این پژوهش و  ارایهروش زیرگرادیان 
 ن در آینده است. جمله پیشنهادها براي محققا
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