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در تحلیل پذیري ضعیف اصل دسترسی نقباضیفاکتورهاي اي تاثیر مطالعه
 هاي نامطلوببا خروجی ايهاي شبکهپوششی داده
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 1396تیر  10مقاله:  دیرس

 1396بهمن  14مقاله:  رشیپذ

 
 چکیده

ها روشی متداول در پذیري ضعیف براي تمام خروجیاستفاده از اصل دسترسی هاي نامطلوب،در مواجهه با خروجی
دگاه متفاوت وجود دارد که پذیري ضعیف دو دیدر مورد چگونگی استفاده از اصل دسترسی .ستهاتحلیل پوششی داده

ساخته شده با  مجموعه امکان تولیدباعث به وجود آمدن دو نوع متفاوت از مجموعه امکان تولید شده است. این مقاله 
ساخته شده با فاکتورهاي انقباضی  مجموعه امکان تولید گیري وفاکتورهاي انقباضی یکسان براي تمام واحدهاي تصمیم

ها مورد بررسی قرار داده است و با استفاده از اي تحلیل پوششی دادهگیري را در ساختار شبکهیممجزا براي هر واحد تصم
تور انقباضی در مقایسه با مدل مشابه آن که با فاککتور انقباضی مجزا با فا شده که مدلی است هاي عددي نشان دادهمثال

 است.تري  داراي قدرت تشخیص ناکارایی بیش، یکسان تعریف شده است
 

پذیري ضعیف ، مجموعه امکان هاي نامطلوب ، دسترسیاي ، خروجیهاي شبکهتحلیل پوششی داده کلمات کلیدي:
 .تولید

 
 

 مقدمه 1
است ) DMU(گیري اي ارزیابی عملکرد واحدهاي تصمیمپارامتري برغیر یروش) DEA(ها تحلیل پوششی داده

هدف .  دنماینمیهاي مشابه استفاده سایر واحدها از ورودي ي مشابه باهاواحدها براي تولید خروجی اینکه 
ترین مقدار از  کردن کمترین مقدار خروجی به ازاي مصرف آوردن بیشدسته اصلی در صنایع تولیدي، ب

د. مانند شوهاي نامطلوب نیز تولید میهاي مطلوب، خروجیاما اغلب درکنار تولید خروجی ؛ ستهاورودي
هاي برخلاف مدلها گونه سیستم در اینبنابراین  ؛هاي برق و امثال آنشده توسط نیروگاه دگازهاي مضر تولی

 نظر نخواهد بود .ها موردگونه خروجیتر این تولید بیش  ، DEAکلاسیک 

 دار مکاتباتعهده ∗
  rkmatin@kiau.ac.ir  رس الکترونیکی:آد
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ها در ساخت مجموعه امکان پذیري ضعیف براي خروجیاستفاده از اصل دسترسی هاداده یتحلیل پوششدر 
پذیري دسترسی ]11[دیدگاه شفرداز هاي نامطلوب است . متداول براي مواجهه با خروجی یشرو) PPS(تولید 

د اگر هر نپذیردسترسیصورت ضعیف ه ها بخروجی" شود :ها به این صورت بیان میضعیف براي خروجی
ري پذییدسترسها در اصل . در مورد چگونگی انقباض خروجی"دها شدنی باشانقباض متناسب از خروجی

 براي تمامیکسان  یفاکتور انقباض استفاده از ]2[ 3گراسکف و 2ضعیف دو دیدگاه متفاوت وجود دارد . فار
DMU  که دلیلی براي استفاده از فاکتورهاي انقباضی  مدعی شد ]3[ 4سماننادر حالی که ک؛ها را پیشنهاد دادند
با یک مثال نشان دادند که  ]4[ 5وسکیها وجود ندارد. همچنین، کاسمانن و پودین DMUبراي تمام  یکسان

آورد و ثابت  وجود میه ب شدن مجموعه امکان تولید را بمحدفاکتور انقباضی یکسان امکان غیر استفاده از
ترین  کوچک بیایددست ه اکتورهاي انقباضی مجزا بگرفتن فکه با در نظر يمجموعه امکان تولید کردند

هاي مطلوب ها و خروجیپذیري قوي براي وروديدسترسی ،بتحدهاي عهضومولواي است که در اصمجموعه
 ها صدق می کند .پذیري ضعیف براي تمام خروجیدسترسی نیز و

گیرند . به این معنی که در نظر می "جعبه سیاه  "ا مانند گیري رواحدهاي تصمیم DEAهاي سنتی مدل
هاي شده و مقادیر خروجیهاي مصرفمقادیر ورودي د تنها شاملشواستفاده میها  آن اطلاعاتی که در ارزیابی

نظر قرار دادن ساختار و با تحت .دها ندار ا تاثیري در عملکرد آنه DMUشده است و عملیات داخلی تولید
بلکه ؛ طور مجزا مورد بررسی قرار داد ه توان عملکرد زیرواحدها را بمیرغم اینکه  علیها  DMUروابط داخلی 

رو . از این معین کرد DMUدر وجود آمدن آن ناکارایی را ه تري از ناکارایی و محل ب یشمنابع بتوان می
به مراتب اطلاعات سودمندتري را در مقایسه ها درنظر گرفته شده باشد  DMUداخلی  ساختار اي که در آن مطالعه

ورد تاثیر ساختار داخلی در دو دهه گذشته مطالعات زیادي در م دهد.کلاسیک در اختیار قرار می هايروشبا 
DMU هاي داده یپوشش، ه از مطالعات به تحلیل که این دستها انجام شده است  آنو کارایی در عملکرد  ها

بندي کرده تقریبا تمام این مطالعات را دستهخود در مقاله  ]5[ 6کائو .معروف شده است  )NDEA( ايشبکه
 .است

ي ، موازي و سرهاي توان به حالترا می NDEA،ها  DMU هاي عملیاتیبراساس ساختار داخلی مولفه
و محصولات میانی  هاتواند وروديمی زیرواحد سري هر بندي کرد. در ساختار نوعترکیبی یا جامع دسته

. ساختار یگري را تولید کندها و محصولات میانی دقبلی را مصرف کند و خروجی زیرواحد شده توسطتولید
حالت خاصی از شده را به خود اختصاص داده است ،  هیمقالات ارا که تعداد زیادي ازاي اي دومرحلهشبکه

شود. در بین زیرواحدهاي آن تقسیم می DMU بهها در ساختار نوع موازي تمام ورودي .نوع سري استساختار 
موع کند. درنهایت مجلید میهایی را توها، خروجیطور مجزا با مصرف بعضی وروديه هر زیرواحد ب

دهد. در این نوع ساختار هیچ را تشکیل می DMUهاي هاي تولیدشده توسط تمام زیرواحدها، خروجی خروجی

1 Shephard 
2 Fare 
3 Grosskopf 
4 Kuosmanen 
5 Podinovski 
6 Kao 
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 زیرواحداست . به بیان دیگر هر  . ساختار جامع شبکه ترکیبی از دو نوع سري و موازيمحصول میانی وجود ندارد
ها و محصولات ها را مصرف کند  وخروجیدزیرواحبقیه شده توسط ها و محصولات میانی تولیدتواند وروديمی

 میانی دیگري را تولید کند .
رستمی و امیر کرددر چند مقاله مورد بررسی قرار گرفته است .  NDEA هاي نامطلوب درحضور خروجی

توانست نامطلوب در نظر گرفتند که در آن محصول میانی می اي را در نظرسیستمی چند مرحله ]6[تیموري 
 ]7[ 2و وبر 1فوکویاما و مدلی مضربی را براي ارزیابی عملکرد واحدها در این حالت ارائه دادند . گرفته شود

ها  اي شبکه بررسی کردند . آنهمرحلهاي بد با استفاده از یک مدل دوها را در حضور خروجی DMUعملکرد 
را براي ساختن یک اندازه ) DDF(ار دو تابع فاصله جهت  )SBI( مبتنی بر کمکیاندازه ناکارایی هایی مانند مدل

جامع شبکه را در حضور ساختار  ]8[و همکارانش  3لوزانو . استفاده کردند NDEAساختار جامع کارایی در 
ها و خروجیبراي پذیري ضعیف یو با در نظر گرفتن اصل دسترس مورد مطالعه قرار دادههاي نامطلوب خروجی

 معرفی را براي ساختار جامع شبکه مجموعه امکان تولید ،راي تمام واحدهاانقباضی یکسان ب استفاده از فاکتور
ه ول با يهمرحلا در حالتی که خروجی نامطلوب راي شبکه ساختار دومرحله ]9[مقبولی و همکارانش  کردند.

ر ساختن ها د . آننددمورد بررسی قرار دا ، گرفتمیدوم مورد استفاده قرار  يمرحلهعنوان ورودي نامطلوب در 
ها و از خروجی براي پذیري ضعیفیهاي نامطلوب از اصل دسترسخروجیحضور  در مجموعه امکان تولید

اي را که شامل فاکتورهاي یک مدل دومرحله ]10[و همکارانش  4بیان .رهاي انقباضی مجزا استفاده کردندفاکتو
ارایی را محاسبه و آن را به کارایی تولیدي و اندازه ک SBMنامطلوب بود را درنظر گرفتند و با استفاده از مدل 

هاي پذیري آزاد مدلبا درنظر گرفتن اصل دسترسی ]11[و همکارانش  5کارایی کاهشی تجزیه کردند. لیو
 6"وو" بررسی کردند.، توانست نامطلوب باشد ورودي، محصول میانی یا خروجی می ها که در آنرا اي دومرحله

کار بردند ه اي با درنظر گرفتن محصول میانی نامطلوب بعی را براي ساختار دومرحلهلی جممد ]12[و همکارانش 
هاي نامطلوب با در ساختار مدل جامع شبکه با دادهنیز  ]13[و سپس یک تجزیه کارایی معرفی کردند. لوزانو 

یک اندازه ا از فاکتورهاي انقباضی مجزاستفاده ها و پذیري ضعیف براي خروجییاصل دسترسدرنظرگرفتن 
ها و محصولات میانی معرفی ها، خروجیفاده از آن اهدافی را براي وروديمعرفی کرد و با است SBIناکارایی 

 کرد.
هاي در حضور دادهها  DMUتا به حال استفاده از فاکتورهاي انقباضی مجزا براي با توجه به اینکه 

-در این مقاله مجموعه امکان تولیدلذا  ه است؛ر نگرفتبه تفصیل مورد بررسی قرانامطلوب در ساختار جامع شبکه 

اي تحلیل اختار شبکهرا در س انقباضی مجزاهاي انقباضی یکسان و فاکتورهاي هاي ساخته شده به وسیله فاکتور
با فاکتور  کهرا . سپس با استفاده از مثال عددي عملکرد بهتر مدلی گیردمورد بررسی قرار می هاپوششی داده

در مقایسه با مدل مشابه آن که با فاکتور انقباضی یکسان تعریف شده است نشان   هدمجزا تعریف ش انقباضی

1 Fukuyama 
2 Weber 
3 Lozano 
4 Bian 
5 Liu 
6 Wu 
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ساختار جامع شبکه در  را براي در بخش بعدي مجموعه امکان تولید :اي زیر استهاین مقاله شامل بخش .دهد می
 3. در بخش  شود ه مییارا آن زیتنامطلوب معرفی کرده و یک مثال ساده براي نشان دادن مهاي حضور خروجی

ز آن براي محاسبه کارایی و ا معرفی شده است بر روي این مجموعه امکان تولید داریک تابع فاصله جهت
لوزانو و آمده در مقاله دسته نتایج ب با آمدهدسته نتایج جدید ب سپسگردیده است. استفاده هاي اسپانیا فرودگاه

 .استآمده 4گیري در بخش در پایان نتیجه .گرفته استمورد مقایسه قرار ]8[همکارانش 
 

 هاي نامطلوبشبکه در حضور خروجی براي ساختار جامع تعریف مجموعه امکان تولید 2
هایی است که  DMUتعداد  دهندهنشان Jکه در آن است  گرفته شدهه، حالت جامع شبکه را در نظر در این مقال

 B وky خروجی مطلوب  Kکند ومیرا مصرف  ixورودي DMU ،I هستند . هر زیرواحد Pشامل کدام هر
و  گذاري لوزانویز وجود دارد . به تبعیت از نمادن rzمحصول میانی  Rکند . را تولید میbuخروجی نامطلوب 

 p ،  O(p) زیرواحدشده توسط مصرفهاي مجموعه ورودي  I(p): هاي زیر را داریمتعریف ]8[ همکارانش
شده توسط هاي نامطلوب تولیدمجموعه خروجی p   ،U(p) زیرواحدشده توسط هاي مطلوب تولیدمجموعه خروجی

مجموعه محصولات  Rout(p)و  p زیرواحدشده توسط صولات میانی مصرفعه محمجمو p   ،Rin(p) زیرواحد
مجموعه  PO(k)کنند ، را مصرف می iهایی که ورودي زیرواحدمجموعه  p  ،PI(i) زیرواحدشده توسط میانی تولید

را  b هایی که خروجی نامطلوبزیرواحدمجموعه  PU(b) ،کند را تولید می k طلوبهایی که خروجی مزیرواحد
مجموعه  Pout(r)کنند، میرا مصرف  rهایی که محصول میانی زیرواحدمجموعه  Pin(r)کند، می تولید

pکند ،را تولید می rهایی که محصول میانی  زیرواحد
ijx  مقدار وروديi  زیرواحدام که در p  ام ازDMUj   مصرف

،شود می
( )I

p
ij ij

p P i
x x

∈
= DMUj ، pام به  iمقدار ورودي   ∑

kjy  مقدار خروجی مطلوبk  زیرواحدام که در p 

  ،شود تولید می DMUjام از 
(k)

p
kj kj

p Po
y y

∈
= DMUj ،p ام ازk مقدار خروجی مطلوب  ∑

bju  مقدار خروجی

 ،شودتولید می  DMUjاز  p زیرواحدکه در  ام  bنامطلوب 
(b)U

p
bj bj

p P
u u

∈
= ام از   bمقدار خروجی نامطلوب  ∑

DMUj ، p
rjz  مقدار محصول میانیr  زیرواحدام که در p از  امDMUj همچنین فرض .  شودمی تولید و یا مصرف
 یعنی .مصرف شود DMU همان توسط DMU هرتوسط شده که تمام محصولات میانی تولید بر این است

( ) ( )out in

p p
rj rj

p P r p P r
z z

∈ ∈
=∑ ∑ : ∀r ∀j .  توان میگذاري نمادبا اینDMUj  با شکل  در ساختار جامع شبکه را

 ش داد.ینما 1
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 DMUساختار جامع شبکه براي یک . 1شکل 

 
تعریف زیر  صورته بمجموعه امکان تولید  دشوگرفته میدر نظر  "به سیاهجع"صورت ه ب  DMUزمانی که 

 :شود می
}  XبتواندY  و U  را تولید کندT ={(X,Y,U)| 

مجموعه ها در تعریف یپذیري ضعیف براي خروجیهاي نامطلوب استفاده از اصل دسترسدر حضور خروجی
صورت ه ب ]1[رد ا از دیدگاه شفهضعیف براي خروجی پذیريدسترسیریاضی . تعریف رایج استامکان تولید 

  زیر است:
)پذیري ضعیف دارند اگرسترسیها دخروجی" ), , & ( , , )  X Y U T X Y U Tθθ θ≤ ≤∀ ∈ ⇒ ∈0 1" 

 کار بردند:ه صورت زیر به ب مجموعه امکان تولیدرا در تعریف  θ فاکتور انقباضی ]2[ گراسکف و فار

  pزیرواحد 
Zj

p 

p∈Rin(p) 

Zj

p
 

p∈R
out

(p) 

z١j

p
 z١j

p
 

z٢j

p
 z٢j

p
 

zRj

p
 zRj

p
 

Xj

p
 

Uj

p
 Yj

p
 

x1j

p
 x2j

p
 xIj

p
 

u٢j

p
 uBj

p
 Y  ٢ j

p
 yKj

p
 u١j

p
 Y١j

p
 

DMUj 

. . . . . . 
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 مجموعه امکان تولیدرا در تعریف  DMUبراي هر مجزا  jθ فاکتورهاي انقباضی ]3[ی که کاسمانن درحال

  :برد کاره زیر ب صورته ب
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شود . سپس با یف میتعرمجزا  مجموعه امکان تولیدیک  p زیرواحدابتدا براي هر  ،شبکه جامع در ساختار 

و  لوزانو شود.براي کل ساختار تعریف می مجموعه امکان تولیدشده، یک تعریف يمجموعه Pاستفاده از 
 ؛ددنام از فاکتور انقباضی یکسان استفاده کر p زیرواحدبراي  مجموعه امکان تولیددر تعریف  ]8[همکارانش

مجموعه ام  p زیرواحدپس براي  .ستها DMUام تمام  p زیرواحدر انقباضی براي فاکتو pθ ددنیعنی فرض کر
 :ندزیر را تعریف کرد امکان تولید
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ها، از  DMUام تمام  pبراي زیرواحد pθ یکسان از فاکتورهاي انقباضیجاي استفاده ه ب )3(اگر در 

θjيانقباضی مجزا هايفاکتور
p  بر این باشد کهیعنی فرض  ؛شوداستفاده  p

jθ زیرواحدضی براي انقبافاکتور p  ام
 شود : صورت زیر تعریف میه ام ب p زیرواحدبراي  مجموعه امکان تولیدصورت  در این ،باشد  DMUjاز 
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  :شودصورت زیر تعریف میه شبکه بجامع ساختار  براي مجموعه امکان تولیدنهایت و در 
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:دادن که با قرار ستواضح ا ...p p p
qp θ θ θ∀ = = =1 پس  . شوندبرابر می TKKو   TLهاي مجموعه 2

 است . TKKزیر مجموعه  TLاست . در نتیجه  TKKاز  یحالت خاص TLمجموعه 
را با  TKK توانجام داد میان ]3[اما مشابه با آنچه کاسمانن  ؛خطی هستند هر دو غیر TKKو  TL هايمجموعه  

pدادنقرار  p p
j j jλ µ ν= pو  + p p

j j jµ θ λ= در حالی که صورت زیر خطی کرده ب TL ه توان برا نمی
 صورت خطی نوشت.
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فاکتور  که انتخاب داده شده استنشان هاي آن ساختگی است، که داده ساده یک مثال استفاده از با در ادامه
و در حالت و تعیین کارایی گیري در ارزیابی عملکرد واحدهاي تصمیمتواند نقباضی یکسان و یا مجزا چگونه میا

 .هاي چشمگیري را داشته باشدتفاوت تر ایجاد مجموعه امکان تولیدکلی
 

ودي را براي ها یک ور که هر کدام از آن وجود دارند C و A ، Bگیريواحد تصمیمسه  .توضیحی مثال 2-1
نشان  2طور که در شکل  کند . همچنین همانطلوب و یک خروجی نامطلوب مصرف میم تولید یک خروجی

تولید   z، محصولی میانی xداده شده است هر واحد شامل دو مرحله است که در مرحله اول با مصرف ورودي 
خروجی یک و   yخروجی مطلوبیک عنوان ورودي مصرف شده و ه در مرحله دوم محصول میانی ب وشود می

  است . آمده 1گیري در جدول تصمیم اطلاعات مربوط به واحدهاي شود .تولید می  uنامطلوب
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 1گیري در مثال ساختار یک واحد تصمیم .2شکل 

 
 1هاي مثال داده . 1جدول

 x z u y 
A 4 2 2 4 

B 1 1 4 2 

C 4 2 1 2 

 

اینکه  براي در حالت کلی غیرخطی است TLهاي این مثال و با توجه به اینکه  DMUبه شکل درونی  با توجه
د. براي توضیح کر محور استفادهناچار باید از یک مدل شعاعی ورودي ارائه داد به TLبتوان یک مدل خطی را با 

هاي قید مربوط به خروجی گاهاستفاده شده باشد آن  TLمحور روي خروجی تر، اگر فرض شود که یک مدل بیش

(k) صورته مطلوب ب ; ,...,
O

J p pp
kj kjp P j y y k Kθ λ β∈ = ≥ =∑ ∑ 1 دلیل وجود ه ب که خواهد بود 1

pو pθمتغیرهاي 
jλ محور استفاده شده باشد در این قید غیرخطی است. درحالی که وقتی از مدل ورودي این قید

pتغییرمتغیر  با توانمی خواهد داشت ووجود ن β متغیر
pθ

θ
= جا کردن آن به سمت راست نامعادله، ه و جاب  1

(k) صورت خطیه باین قید را  ; ,...,
O

J p p p
kj kjp P j y y k Kλ θ∈ = ≥ =∑ ∑ 1 براي  بنابراین ؛تبدیل کرد 1

محور استفاده اندازه کارایی شعاعی ورودي از براي هر دو ،را مقایسه کرد  TLو  KKTطور منصفانه ه اینکه بتوان ب
  .شودمیارائه  TLو  KKT به ترتیب متناظر با )9) و (8( ریزي خطیهاي برنامهمدلشود. می

 

 

 

 2مرحله 

١رحلهم  
x 

z 

u 

y 
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 است .آمده 2ل ودر جد )9(و  )8(هاي حل مدل نتایج حاصل از
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 9و  8هاي نتایج حاصل از حل مدل.  2جدول  

  )8مدل (    )9مدل (   

 
*β 

*θ * , ,( )λ λ λ λ=1 1 1 1
1 2 3 * , ,( )λ λ λ λ=2 2 2 2

1 2 3  
*β  * , ,( )µ µ µ µ=1 1 1 1

1 2 3 * , ,( )µ µ µ µ=2 2 2 2
1 2 3  * , ,( )ν ν ν ν=2 2 2 3

1 2 2  

A 1 1 )00و0و0( )1و0و0( )1و0و0( 1 )1و0و0( )1و0و( 

B 1 1 )00و0و0( )0و1و0( )0و1و0( 1 )0و1و0( )0و1و( 

C 1 1 )00,5/0,0( )5/0و0و0( )5/0و5/0و0( 625/0 )0و0و1( )1و0و( 

است در حالی که این واحد در هدمعرفی ش آناکار )8(وسیله مدل ه بدر ارزیابی  Cکه واحد شود مشاهده می
) است و در 8شود که جواب صحیح مربوط به ارزیابی مدل (در زیر ثابت می است .رکا )9(وسیله مدل ه ارزیابی ب

 معرفی کرده است. ه صورت نادرست کارارا ب C) واحد 9این مثال خاص مدل (
 :کندصورت زیر معین میه برا  روي مرز کارایی C، تصویر واحد  )8(مدل 

( ) ( )* * * * * * * * *, , ,  ,   ,  , /  , /  ,  , c c c c j j j j j j j j
j j j j

C x z u y x z u yµ µ µ µ
 
 = = =
 
 
∑ ∑ ∑ ∑1 1 2 2 2 5 1 5 1 2

 

 این نقطه متعلق به مجموعه امکان تولید است . که شوددر ادامه نشان داده می
هاي هاي مطلوب و خروجیها ، خروجیضعیف براي خروجیپذیري با در نظر گرفتن اصل دسترسی

بنابراین نقطه  ؛صورت متناسب به سمت صفر کوچک شونده توانند بمی Bواحد  وممرحله د نامطلوب
( , , , )B ′ = 1 1 0 و قراردادن  تحدبگرفتن اصل ان تولید است . همچنین با در نظرمتعلق به مجموعه امک  0

 /λ = 0 ) و واحد مجازي  که معادل با Aب واحد حدترکیب م 5 ) ( / , / , , ) *  -   ′+ = =BA Cλ λ 2 5 1 5 1 21 
مجموعه امکان تولیدي است که متعلق به  Cدرنتیجه تصویر واحد  .است است نیز متعلق به مجموعه امکان تولید 

    ساخته شده است. پذیري ضعیف براي خروجی هااصول موضوعه هاي تحدب  و دسترسی با

* یم داشترا بکار ببریم خواه )9(مدل  *Cاگر براي واحد مجازي  از سوي دیگر
* /Cβ = 1 این یعنی  .6

-باشد. به بیان دقیقمجموعه اي محدب ن TL  پس این امکان وجود دارد که نیست . TL متعلق به  *Cواحد مجازي 

هاي موضوعهتوان گفت که با درنظر گرفتن اصولبنابراین می ؛) غیرمحدب باشد3( تر، ممکن است مجموعه
 است.  KKTها، مجموعه امکان تولید صحیح براي ساختار شبکه ضعیف براي خروجی پذیريتحدب و دسترسی

 
 مثال کاربردي 3

بر  ]8[و همکارانش  لوزانواست که در آن  ه شدهآورد ]8[و همکارانش  لوزانودر این بخش یک مثال از مقاله 
هاي کشور اسپانیا را مورد بررسی قرار دادند. عملکرد فرودگاه کار بردند وه دار را بیک تابع فاصله جهت TLروي 

ه با نتایج ب دست آمده از این مدله و نتایج ب هتعریف شد KKTدار بر روي در این مقاله یک تابع فاصله جهت
 .شودمقایسه می ]8[و همکارانش  لوزانودست آمده از مدل 
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نظر اي درصورت دومرحلهه ب 3ت داخلی آن مطابق شکل ملکرد هر فرودگاه و عملیادر این مثال ، سیستم ع
x وروديکه سه گرفته شده است . براي هر فرودگاه پنج ورودي وجود دارد  1،x xو2 دو در مرحله اول و  3

در مرحله اول و دو خروجی  u2و u1 . دو خروجی نامطلوبشودمرحله دوم مصرف میدر   5xو  4xورودي 
ه ب شود کهدر مرحله اول تولید می z شود. همچنین یک محصول میانیدر مرحله دوم تولید می 2y و 1y مطلوب

را  فرودگاه 39هاي و جدول داده تر توضیحات بیش .شود صرف میعنوان ورودي مه دوم بطور کامل در مرحله 
 مشاهده کرد . ]8[و همکارانشتوان در مقاله لوزانو می

 

 داخلی آن سیستم عملکرد هر فرودگاه و عملیات . 3شکل 

)بردار جهت بهبود ]8[و همکارانش  لوزانودر این مثال  ) ( ), ,  , ,  x y u r bg g g g y u= = را براي تابع فاصله  0
دلیل  اما ؛ها معرفی کردندها دلیل انتخاب این بردار را غیرقابل کنترل بودن ورودي استفاده کردند. آن دارجهت

صورت مدل دي غیرصفر باشد در اینها عددیگر انتخاب این بردار این است که اگر جهت بهبود براي ورودي
  شد.خطی نخواهد  TL ساخته شده توسط 

 ]8[و همکارانش  لوزانو هاي یکسان براي مدل جدید و مدلمقایسه منصفانه از بردار جهت پس براي
 با بردار جهت بهبوددار تابع فاصله جهتهاي مدل TLو  KKTبنابراین متناظر با  ؛ استفاده شده است

( ) ( ), ,  , ,  x y u r bg g g g y u= =   د .خواهد بو )11(و )10(هاي صورت مدله ببه ترتیب  
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)صورت ه ب )10(جواب بهینه مدل  اگر )* * * *, ,  ,s s s
j j jβ µ ν µ1 1 صورت ه ب )11(و جواب بهینه مدل   2

( )* * * *, ,  ,s s s
j jβ θ λ λ1 1 هاي مطلوب ، خروجیناهاي خروجی ها ،ورودي در این صورت تصویر ،د باش 2

  خواهد بود . )13(و  )12(صورت ه به ترتیب ب بر روي مرز کارایی و محصولات میانی مطلوب
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ها و محصولات و تصاویر خروجی )11(و  )10(هاي  دست آمده از مدله ب هاي بهینهجواب مقادیر 3جدول 

 دهد .نشان میمحاسبه شده است  )13(و  )12(میانی را که توسط 
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k با درنظر گرفتن جهت 11و  10هاي  مقادیر جواب بهینه مدل .3جدول   b, )y( ,u و تصاویر خروجی ها و محصولات میانی 

∆Y2
* ∆Y1

* ∆U2
* ∆U1

* ∆Z* Y2
* Y1

* U2
* U1

* Z* 𝛃𝛃* فرودگاه مدل 
8/249 9/760 3/15401- 789- 7/0 3/533 8/1935 1/8382 429 5/18 648/0 )10( 1 
8/249 9/760 3/15401- 789- 7/0 3/533 8/1935 1/8382 429 5/18 648/0 )11(  

9/6 8/14 5/1604- 9/44- 2/0 8/15 1/34 1/312 1/13 3/2 773/0 )10( 2 
0 0 0 0 0 9/8 3/19 5/1376 58 1/2 000/0 )11(  

6/2695 131 1948- 105- 4 9/8677 3/9707 8/140497 7537 1/85 014/0 )10( 3 
6/2695 131 1948- 105- 4 9/8677 3/9707 8/140497 7537 1/85 014/0 )11(  
9/1512 2/805 2/15838- 876- 3/2- 2/1534 5/1829 9/4310 238 16 786/0 )10( 4 
9/1512 2/805 2/15838- 876- 3/2- 2/1534 5/1829 9/4310 238 16 786/0 )11(  

1/242 7/957 5/14953- 820- 5 5/381 9/2487 8940 490 4/23 626/0 )10( 5 
1/242 7/957 5/14953- 820- 5 5/381 9/2487 8940 490 4/23 626/0 )11(  

6/11 16 7/466- 27- 8/0- 6/11 97 7/1898 110 2/3 197/0 )10( 6 
6/11 16 7/466- 27- 8/0- 6/11 97 7/1898 110 2/3 197/0 )11(  

0 0 0 0 0 5/103996 1/30272 6/645924 33036 7/321 0 )10( 7 
0 0 0 0 0 5/103996 1/30272 6/645924 33036 7/321 0 )11(  

4/2147 2819 7/54616- 3102- 2/2- 2/5326 9/6991 5/26231 1490 5/59 676/0 )10( 8 
4/2147 2819 7/54616- 3102- 2/2- 2/5326 9/6991 5/26231 1490 5/59 676/0 )11(  

0 0 0 0 0 0 2/22 4/254 14 6/9 0 )10( 9 
0 0 0 0 0 0 2/22 4/254 14 6/9 0 )11(  

9/13 8/15 9/51- 2- 4/0- 6/185 2/211 7/589 25 4/4 081/0 )10( 10 

9/13 8/15 9/51- 2- 4/0- 6/185 2/211 7/589 25 4/4 081/0 )11(  
6/1811 3/2537 8/40769- 2214- 1/15 3/4534 3/7029 9/31409 1706 6/59 565/0 )10( 11 

6/1811 3/2537 8/40769- 2214- 1/15 3/4534 3/7029 9/31409 1706 6/59 565/0 )11(  
0 0 0 0 0 1/184 5511 6/100305 4992 9/49 0 )10( 12 

0 0 0 0 0 1/184 5511 6/100305 4992 9/49 0 )11(  
8/5765 5/1747 9/23336- 1277- 6/11- 1/39461 6/11959 8/113043 6186 7/104 171/0 )10( 13 

8/5765 5/1747 9/23336- 1277- 6/11- 1/39461 6/11959 8/113043 6186 7/104 171/0 )11(  
7/1053 6/751 2/9444- 503- 8/0 6/1120 6/2173 6/8424 448 1/20 529/0 )10( 14 

7/1053 6/751 2/9444- 503- 8/0 6/1120 6/2173 6/8424 448 1/20 529/0 )11(  
3/875 5/1034 4/34056- 1380- 12- 7/4803 9/5682 7/118783 4813 2/45 223/0 )10( 15 

3/875 5/1034 4/34056- 1380- 12- 7/4803 9/5682 7/118783 4813 2/45 223/0 )11(  
1297 3/877 3/12981- 790- 7/30- 4/1387 1/2181 9/6310 384 9/19 673/0 )10( 16 

1297 3/877 3/12981- 790- 7/30- 4/1387 1/2181 9/6310 384 9/19 673/0 )11(  
1,2 1/11 9/110- 4- 9/0- 9/9 9/52 7/309 13 5/2 264/0 )10( 17 

1,2 1/11 9/110- 4- 9/0- 9/9 9/52 7/309 13 5/2 264/0 )11(  
6/419 2/378 1/2722- 139- 2/5- 9/1696 6/1529 9/5563 284 9/14 329/0 )10( 18 

6/419 2/378 1/2722- 139- 2/5- 9/1696 6/1529 9/5563 284 9/14 329/0 )11(  
3/2223 8/2226 9/41637- 2090- 9/10 9/7652 7665 7/60047 3014 3/64 409/0 )10( 19 

3/2223 8/2226 9/41637- 2090- 9/10 9/7652 7665 7/60047 3014 3/64 409/0 )11(  
8/12 4/98 2/5745- 353- 6/1 7/28 6/221 3/1446 89 3/7 799/0 )10( 20 

8/12 4/98 2/5745- 353- 6/1 7/28 6/221 3/1446 89 3/7 799/0 )11(  
0 0 0 0 0 6/329186 5/50846 908360 52526 7/469 0 )10( 21 

0 0 0 0 0 6/329186 5/50846 908360 52526 7/469 0 )11(  
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5/8691 6/763 7/16547- 927- 3/2- 8/13491 1/13577 1/261116 14621 5/117 060/0 )10( 22 

5/8691 6/763 7/16547- 927- 3/2- 8/13491 1/13577 1/261116 14621 5/117 060/0 )11(  
7/108 5/88 4/838- 61- 1/3- 495 2/403 2/2141 157 9/7 281/0 )10( 23 

7/108 5/88 4/838- 61- 1/3- 495 2/403 2/2141 157 9/7 281/0 )11(  
4/1963 7/978 3/12573- 701- 7/5 1/1966 2855 9/11529 643 25 522/0 )10( 24 

4/1963 7/978 3/12573- 701- 7/5 1/1966 2855 9/11529 643 25 522/0 )11(  
0 0 0 0 0 8/21395 9/22832 501486 26038 4/193 0 )10( 25 

0 0 0 0 0 8/21395 9/22832 501486 26038 4/193 0 )11(  
8/23 5/195 1/5261- 300- 2- 8/76 630 7/6430 366 11 450/0 )10( 26 

8/23 5/195 1/5261- 300- 2- 8/76 630 7/6430 366 11 450/0 )11(  
7/61 9/657 9389- 485- 9/5- 5/181 9/1935 9/8851 458 8/20 515/0 )10( 27 

7/61 9/657 9389- 485- 9/5- 5/181 9/1935 9/8851 458 8/20 515/0 )11(  
8/12 5/56 5/6231- 6/401- 9- 8/12 6/116 6/394 4/25 5/3 940/0 )10( 28 

7/12 7/54 5/6029- 389- 389- 7/12 8/114 6/596 38 5/3 910/0 )11(  
6/53 9/338 9/9399- 599- 9/3- 4/117 1/742 1/1784 114 4/8 840/0 )10( 29 

6/53 9/338 9/9399- 599- 9/3- 4/117 1/742 1/1784 114 4/8 840/0 )11(  
4/118 5/637 4/13277- 747- 3/4- 9/155 1/1494 7/4564 257 9/14 744/0 )10( 30 

4/118 5/637 4/13277- 747- 3/4- 9/155 1/1494 7/4564 257 9/14 744/0 )11(  
9/1709 5/1355 7/24262- 1419- 2/7 7/4128 9/3272 7/10059 588 2/29 707/0 )10( 31 

9/1709 5/1355 7/24262- 1419- 2/7 7/4128 9/3272 7/10059 588 2/29 707/0 )11(  
0 0 0 0 0 9/21348 595 6/19547 1095 6/14 0 )10( 32 

0 0 0 0 0 9/21348 595 6/19547 1095 6/14 0 )11(  
4/2186 7/1573 7/18303- 920- 6/13- 7/8288 9/5965 1/32781 1647 5/51 358/0 )10( 33 

4/2186 7/1573 7/18303- 920- 6/13- 7/8288 9/5965 1/32781 1647 5/51 358/0 )11(  
9/5450 2/1111 5/8560- 468- 6/15- 6/26232 8/5347 6/24076 1315 2/52 262/0 )10( 34 

9/5450 2/1111 5/8560- 468- 6/15- 6/26232 8/5347 6/24076 1315 2/52 262/0 )11(  
4/2004 7/1930 1/25928- 1229- 20 5/10571 7/10162 9/84890 4025 8/80 234/0 )10( 35 

4/2004 7/1930 1/25928- 1229- 20 5/10571 7/10162 9/84890 4025 8/80 234/0 )11(  
9/5383 1335 9/41500- 2019- 4/24- 7/18709 3/8114 3/61218 2979 4/72 404/0 )10( 36 

9/5383 1335 9/41500- 2019- 4/24- 7/18709 3/8114 3/61218 2979 4/72 404/0 )11(  
556 3/413 5/12718- 726- 8/3- 7/590 893 1/2042 117 2/9 862/0 )10( 37 

556 3/413 5/12718- 726- 8/3- 7/590 893 1/2042 117 2/9 862/0 )11(  
8/1083 2/935 1/18717- 1123- 3 7/2565 9/2213 5/6876 412 9/20 731/0 )10( 38 

8/1083 2/935 1/18717- 1123- 3 7/2565 9/2213 5/6876 412 9/20 731/0 )11(  
0 0 0 0 0 7/34989 8/67 8/11585 669 2/12 0 )10( 39 

0 0 0 0 0 7/34989 8/67 8/11585 669 2/12 0 )11(  

 

است . آمده مشابه دسته در تمامی موارد دیگر نتایج ب ، 28و  2هاي فرودگاهبجز  شودمشاهده میطور که  انهم
) 10ست. مدل (نتایج کاملاً متفاوت ا 2ی است در حالی که براي فرودگاه یبسیار جز تفاوت 28ر مورد فرودگاه د

  است.این فرودگاه ناکار )11مدل ( یابیدر ارز معرفی کرده است در حالی که این فرودگاه را کارا
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)صورته ب )11(و )10(دار جهت بهبود را در توابع فاصله جهت ،تر براي مقایسه بیش ), ,  =   bg u تغییر
 4در جدول  کند کهمیتفاوت به پنج مورد افزایش پیدا مدر این حالت در جدول نتایج تعداد موارد . دهیم می

 . آمده است
 

)با درنظر گرفتن جهت  11و  10هاي مقادیر جواب بهینه مدل . 4لجدو ),  ,  =   bg uها و محصولات میانیو تصاویر خروجی 

∆Y2
* ∆Y1

* ∆U2
* ∆U1

* ∆Z* Y2
* Y1

* U2
* U1

* Z* 𝛃𝛃* فرودگاه مدل 

0 0 8/1099-  3/46-  0 9/8  2/19  7/276  7/11  1/2  799/0  )10(  2 

0 0 0 0 0 9/8  2/19  5/1376  58 1/2  000/0  )11(   
0 0 8/6227-  8/382-  0 0/16  2/123  7/963  2/59  7/5  866/0  )10(  20 

0 0 3/6216-  8/382-  0 0/16  2/123  2/975  9/59  7/5  864/0  )11(   
5/10  0 3/6427-  2/429-  8/9-  5/10  1/60  8/198  8/12  7/2  970/0  )10(  28 

5/10  0 3/6162-  1/397-  2/11-  5/10  1/60  8/463  9/29  2/1  930/0  )11(   
2/217  0 7/10378-  7/661-  1/7-  0/281  2/403  2/805  3/51  2/5  928/0  )10(  29 

2/217  0 6/10311-  4/654-  8/7-  0/281  2/403  3/872  6/55  5/4  922/0  )11(   
3/409  0 6/14081-  2/804-  5/7-  0/444  7/479  0/679  8/38  5/5  954/0  )10(  37 

3/409  0 9/14066-  4/803-  5/7-  0/444  7/479  7/693  6/39  5/5  953/0  )11(   

 

حالی که  کند درمعرفی می رارا کا 2فرودگاه  )11(مدل  حالت،در هر دو  ،شودمی مشاهده طور که همان
 )10( دست آمده از مدله رد مقدار بهینه بدر تمامی مواهمچنین .  معرفی کرده است رااین واحد را ناکا )10(مدل 

 توانایی پیدا کردن منابع ناکارایی بیش )10(است و این یعنی مدل  )11(مقدار بهینه مدل  با مساوي یا تر بزرگ
 دارد . )11(تري را نسبت به مدل 

 
 نتیجه 4

ها روشی مفید است. خروجیپذیري ضعیف براي تمام نامطلوب استفاده از اصل دسترسی هايخروجیدرحضور 
دست آمده متفاوت ه هاي امکان تولید بهاي مجموعهشکل ، هاباض خروجیکرد با توجه به نوع انقدر این روی

ها  DMUدر این مقاله به بررسی تاثیر استفاده از فاکتورهاي انقباضی مجزا براي زیرواحدهاي مختلف خواهد بود. 
ا براي انقباضی مجزاستفاده از فاکتورهاي پرداخته شده است. مشاهده شد که  DEAاي در حالت ساختار شبکه

-رنامهبه صورت مساله ببا آن هاي تعریف شده مدلداراي این برتري باشد که تواند میگیري واحدهاي تصمیم

از هایی که ها در مقایسه با مدلبا استفاده از دو مثال نشان داده شد که این مدل همچنین ریزي خطی خواهد شد.
ي تري خواهند بود و نتیجه بیش ت تشخیص ناکاراییداراي قدر کننداستفاده میفاکتورهاي انقباضی یکسان 

در صورت استفاده از فاکتور انقباضی یکسان، امکان غیرمحدب شدن مجموعه امکان تولید تر این است که مهم
 زیرواحدها وجود دارد.
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