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سازي  ها براي بهینه مدل میانگین انحراف مطلق با عدم قطعیت روي بازده

 سبد سهام
 

 3یسمیه لطف، 2یمازیار صلاح، 1مهتاب شاهمرادي

 دانشگاه گیلان، رشت، ایران گروه ریاضی کاربردي، دانشکده علوم ریاضی، ،وي کارشناسی ارشددانشج -1
 ستاد، گروه ریاضی کاربردي، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه گیلان، رشت، ایرانا -2

 ، قبرسدانشگاه قبرس، سابداري و مالیحدانشکده ، دانشجوي دکتري -3
 

 1395اسفند  28مقاله:  دیرس

 1396مهر  20 مقاله: رشیپذ

 
 چکیده 

ر مـی گیـرد. نظـر بـه عـدم قطعیـت       مطالعـه قـرا  در این مقاله مدل میانگین انحراف مطلق براي انتخاب سبد سهام بهینه مورد 
ن بـر مبنـاي استوارسـازي برتسـیماس و سـیم ارایـه       آهاي مشاهده شده در بازارهاي مالی، یک نسخه بهبودیافته استوار  بازده

عدم قطعیت همبسته مطالعه و مدل معادل آن ارایه مـی شـود. در پایـان نیـز     شود. سپس مدل استوار مساله تحت مجموعه  می
از بازارهـاي مـالی مقایسـه     در مقایسه بـا مـدل قطعـی روي داده هـاي واقعـی      هاي استوار بهبود یافته و همبسته عملکرد مدل

 .شوند می
 

سازي استوار، ریسک، چندوجهی  بهینه، ریزي خطی سبد سهام، برنامه، مدل میانگین انحراف مطلق :کلمات کلیدي
 .همبسته

 
 

 مقدمه  1
هـاي درون آن اسـت. مسـاله     سازي سبد سهام، فرآینـد تجزیـه و تحلیـل یـک سـبد سـهام و مـدیریت دارایـی         بهینه
گـذار دو هـدف دارد: بـازده     کند که سـرمایه  ] بنا نهاده شد، فرض می1سازي سبد سهام که توسط مارکوییتز [ بهینه

ریـزي درجـه    سازي سبدسهام مارکوییتز یک مسـاله برنامـه   اما مدل بهینه مورد انتظار و حداقل سطح ریسک؛بالاي 
هاي خطـی هزینـه محاسـباتی بـالایی دارد. همچنـین بـراي بازارهـاي واقعـی انـدازه           دوم است که در مقایسه با مدل

و براي تخمین دشوار اسـت. ایـن قبیـل    ها براي حل مدل انتخاب سبد سهام بسیار بزرگ  ماتریس کوواریانس بازده
ي غلبـه بـر ایـن مشـکلات، پیشـنهادهاي      بـرا لذا ؛ کند کاربردتر می مشکلات، مدل مارکوییتر را در  بازار واقعی کم
] از انحراف مطلق به عنوان مقیاس ریسک استفاده و مدل میانگین 2متعددي ارایه گردیده است. کونو و یامازاکی [

 دار مکاتباتعهده* 
 salahi.maziar@gmail.com آدرس الکترونیکی:
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 سازي سبد سهام ها براي بهینه روي بازده عدم قطعیت انحراف مطلق بامدل میانگین ، شاهمرادي و همکاران 

هـاي مشـابه روي مقیـاس     پیشـنهاد کردنـد. ایـده    جـایگزین  ریزي خطـی  وان یک مدل برنامهانحراف مطلق را به عن
] و 3هـایی همچـون  مـدل هـاي کلـر و همکـاران [       ریزي خطی منجر به توسعه مدل بندي برنامه ریسک براي فرمول

وه بـر ایـن، بـراي    ] شده است. عـلا 6] و پاپاریستودولو و دوتزائور [5] و چیودي و همکاران [4مانسینی و همکاران [
] 9] و کــیم [8] ، چانــگ و همکــاران [3] ، کلــر و همکــاران [7کـاهش دشــواري محاســباتی، مانســینی و اســپرانزا [ 

ها در دنیاي واقعی، تحقیقات گسـترده اي در   هاي ابتکاري را توسعه دادند. با توجه به غیر قطعی بودن داده الگوریتم
 ــ ــر در خصــوص در نظــر گــرفتن  ای ــه اســت [ دو دهــه اخی ــه 13-10و 3ن فــرض در مــدل صــورت گرفت ]. از جمل

سـازي اسـتوار    سازي استوار بوده است. ایده در بهینـه  رویکردهاي بسیار موثر و مورد استفاده در این خصوص، بهینه
در نظر گرفتن بدترین سناریو مستقل از توزیع احتمالی خاصی روي داده ها است. این رویکرد ابتدا توسط سویستر 

کـاهش    بـراي ] 10تـال و نمیروفسـکی [  -ارایه گردید که بسیار محافظه کارانـه بـود. سـپس بـن     1971در سال  ]14[
محافظه کاري آن با تعریف مجموعه عدم قطعیت بیضوي مدلی ارایه کردند که به صورت یک مساله برنامه ریزي 

ترل و در عـین حـال حفـظ خطـی     مخروطی بود. این مشکلات منجر به معرفی مدلی با سطح محافظه کاري قابل کن
بودن مدل هاي استوار توسط برتسیماس و سیم شد که در سال هاي اخیـر در کاربردهـاي متعـددي مـورد اسـتفاده      

] مدل استوار میانگین انحراف مطلق را با استفاده از رویکـرد  13] . به عنوان مثال، مون و یائو [11قرار گرفته است  [
قرار دادند. در ادامه برخی از تحقیقات مـرتبط بـا عـدم قطعیـت در داده هـاي مسـاله       برتسیماس و سیم مورد مطالعه 

] روشی را براي مساله انتخاب سبد سرمایه غیرقطعـی معرفـی کـرد    12بهینه سازي سبد سهام را ارایه می دهیم.  لیو [
سـازد و   و سـطحی مـی  ریـزي د  شـوند و یـک جفـت مـدل برنامـه      ها بیان مـی  ي بازه هاي غیرقطعی به وسیله که بازده

] یـک مـدل اسـتوار سـبد     15آورد. ال قائویی و همکاران [ ها را به دست می هاي بالا و پایین بازده براساس آن کران
ریزي نیمـه معـین توسـعه داده شـده      سهام تحت ماتریس کوواریانس عدم قطعیت پیشنهاد کردند که به وسیله برنامه

ها نشان دادند که مدل استوار به طور قابل توجهی بهتـر   گیرد. آن ر میاست و بدترین حالت مقدار ریسک را در نظ
مـدل کلاسـیک    ،هـاي واقعـی و شـبیه سـازي شـده      ] بـا اسـتفاده از داده  16از مدل اسمی است. گلدفارب و اینگر [

مقایسه نمودند  ،ریزي مخروطی درجه دو به دست آمده است مارکوییتز را با مدل استوارشان که با استفاده از برنامه
] 17و به این نتیجه رسیدند که با داده واقعی همواره مدل استوار بهتر از مدل کلاسیک نیست. توتونچو و کونیـگ [ 

هـاي واقعـی بـه ایـن      ریزي درجـه دو و بـا اسـتفاده از داده    سازي سبد سهام در قالب برنامه با توسعه مدل استوار بهینه
مـدل اسـتوار در مقایسـه بـا مـدل اسـمی در مصـرف کمتـر هزینـه بـازده            ،ازدهنتیجه رسیدند که در بدترین حالت ب

] از افت سـرمایه در معـرض خطـر مشـروط بـه عنـوان       18پیشرفت قابل توجهی دارد. همچنین رضایی و همکاران [
ا بـه  ه ـ ها را رفع نمودنـد. آن  عدم قطعیت داده ،مقیاس ریسک استفاده و با استفاده از استوارسازي برتسیماس و سیم
دهـد و در صـورت افـزایش سـطح      ها ارایه مـی  مدلی رسیدند که بهترین سبد سهام را در بدترین حالت نوسان داده

  .یابد مقدار تابع هدف نیز افزایش می ،کاري محافظه
از رویکرد استوارسازي برتسیماس و سیم براي توسعه مدل انتخاب سبد سهام کونـو و یامـازاکی   در این مقاله 

ارایـه خواهـد شـد. همچنـین     ]  13[ تر در مقایسه با مدل استوار مون و یائو  شود و یک مدل استوار ساده یاستفاده م
معرفـی  ] 19[مدل استوار دیگري با مجموعه عدم قطعیت چندوجهی همبسـته کـه توسـط جلیلونـدنژاد و همکـاران      
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نـو و یامـازاکی ارایـه خواهـد شـد.      شده است و با استفاده از رویکرد استوارسازي برتسیماس و سیم براي مـدل کو 
ادامه مقاله به صورت زیر سازماندهی شده است: ابتدا در بخش بعدي نسخه اسـتوار مـدل میـانگین انحـراف مطلـق      

کنـیم. سـپس بـا    ] ارایه شـده اسـت  معرفـی مـی    13[ کونو و یامازاکی را بر مبناي رویکرد برتسیماس و سیم که در 
ها و متغیرهـاي   ] محدودیت13بهبودیافته آن که در مقایسه با مدل ارایه شده در [توجه به ساختار مساله، یک نسخه 

] 19مدل اسـتوار مسـاله را تحـت مجموعـه عـدم قطعیـت همبسـته کـه در [         3شود.  در بخش  کمتري دارد ارایه می
هـاي   سـهام، مـدل  هـاي واقعـی  بـازار     دهیم. در پایان نیز روي داده معرفی شده است بررسی و معادل آن را ارایه می

 .شوند استوار و مدل قطعی  با یکدیگر مقایسه می
 

 مطلق مدل میانگین انحراف بندي استوار بهبود یافته فرمول 2
 :مدل میانگین انحراف مطلق کونو و یامازاکی به صورت زیر است
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 که در آن: 

jx   ام در سبد سهام jمیزان دارایی   

ty  tانحراف تحت مقدار میانگین بازده در طول زمان   

T  طول بازه زمانی  

t ,هر دوره از بازه زمانی،    , ,t T= …1 2 
ρ  گذار حداقل بازده مورد انتظار سرمایه  

jR  ي مقدار بازده دارایی دهنده متغیر تصادفی نشان  

jr jEبازده مورد انتظار (   R    مربوط به دارایی (j ام 

jtr  tام در طول دوره  jي دارایی  بازده مشاهده شده  

ju  ام jماکزیمم مقدار دارایی   

C  کل دارایی در دسترس  

n  تعداد کل سهام  
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 به صورت خطی زیر بیان کرد:  tyه قبل را با استفاده از متغیرهاي کمکی مسالراحتی می توان ه ب 
 

min
T

t
t

y
T =
∑

1

1
 

. .s t  

 

( ) ,
n

t jt j j
j

y r r x
=

+ − ≥∑
1

0                               ,, ,...,Tt = 1 2  
 

( ) ,
n

t jt j j
j

y r r x
=

− − ≥∑
1

0                               ,, ,...,Tt = 1 2   
 

,
j

j j

n

r x Cρ
=

≥∑
1

 
)1(  

,
n

j
j

x C
=

=∑
1

   

,j jx u≤ ≤0                                , ,..., .j n= 1 2   

  
) براساس مدل میانگین واریانس مارکوییتز بنا نهاده شده است و فواید ایـن مـدل در مقایسـه بـا مـدل      1مدل (

) حـل  2لذا نیاز به محاسبه آن نیست، (؛ کند  ) این مدل از ماتریس کوواریانس استفاده نمی1مارکوییتز عبارتند از (
حداکثر شـامل  nبد سهام بهینه صرف نظر از سایز) س3تر از حل مدل درجه دو است، ( این مدل خطی بسیار آسان

T +2 ,دارایی است اگر 2 ,...,j n= 1 2 ,ju = ∞ دارایـی   nی که مدل مارکوییتز ممکن است شاملدر حال  
 .]20ها در سبد بهینه استفاده شود [ تواند به عنوان متغیر کنترل براي محدود کردن تعداد دارایی می T)4باشد، (

jEتوسـط   j، از دارایـی jr)، بازده مورد انتظار1در مدل ( R     یعنـی بـازده واقعـی    شـود؛   تقریـب زده مـی
، فرض کنیـد در بـردار   این پارامتر  دست آید و داراي عدم قطعیت است.  براي بیان عدم قطعیته تواند دقیق ب نمی

}، jrهر عنصر   rبازده واقعی  }, ,...,j J n∈ ⊆ 1 ˆ، مقادیري در 20 ˆ,j j j jr r r r − +       اختیـار مـی کنـد، کـه

ĵr انحراف از ضریب میانگین اسمی تخمین زده شده  jr دهـد و   را نشان میJ0    انـدیس   مجموعـه  نشـان دهنـده
 .پارامترهاي غیر قطعی است

استوار مساله میانگین انحراف مطلق با در نظـر گـرفتن عـدم قطعیـت روي بـازده بـا اسـتفاده از رویکـرد          مدل
 :] به صورت زیر است11برتسیماس و سیم [
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 :) ارایه شده است2]، مدل زیر به عنوان مدل معادل با (11] با استفاده از رویکرد ارایه شده در [13ر [د
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) بدون در نظر گرفتن نامنفی بـودن متغیرهـا، صـرفا مـدل اسـتوار بـا اسـتفاده از قالـب کلـی مـدل           2در مدل (

 متغیر nبرتسیماس و سیم  نوشته شده است که منجر به معرفی
, ,..., ,j n= 1 2 ,jw ≥ 0 

 قید n2و
   , ,..., ,j n= 1 2 ,j j jw x w− ≤ ≤ 

5 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 سازي سبد سهام ها براي بهینه روي بازده عدم قطعیت انحراف مطلق بامدل میانگین ، شاهمرادي و همکاران 

,ي)  شده است. در ادامه با در نظر گرفتن نامنفی بودن متغیرها، این قیود و متغیرها3در مساله ( ,...,,jw nj = 1 2 
 .داز مساله حذف می شو

در نظـر بگیریـد کـه     jrرا مجموعـه ضـرایب   J0) را در نظر می گیریم. 1بندي ( اولین محدودیت در فرمول
}، jrداراي عدم قطعیت هستند. فرض کنید هر عنصـر   }, ,...,j J n∈ ⊆0 1 ˆ، مقـادیري در 2 ˆ,j j j jr r r r − +  

براي کنترل سطح اسـتواري   دهد. را نشان می jr، یب میانگین اسمی تخمین زده شدهانحراف از ضر ĵrبگیرد، که 
Γ+ هــا، پــارامتر در محــدودیت ∈0 کنــیم کــه مقــداري در را تعریــف مــی , J  00  اســت. بــرايΓ0  ،انتخــابی

Sي  زیرمجموعه Sرا درنظر بگیرید که در شرایط  0 J⊆0 Sو  0 = Γ  0 هـدف مـا حفاظـت     کنـد.  صـدق مـی   0
)طوري که یک ضریب حداکثر بـه انـدازه    ه تحت هر شرایطی است ب ) v̂rΓ − Γ  0 Γو  0  0    از ضـرایب قابـل

 .تغییر باشند
 :ها باید تضمین شود، شرط زیر باید برقرار باشد همچنین، چون شدنی بودن جواب

 

( ) .ˆ ˆ
n n

t jt j j j j j v v
j j j S

y r x r x r x r x
= = ∈

 
− − + + + Γ − Γ ≤   

 
∑ ∑ ∑

1 1
0 0

0
0  

 

 
داده شده اسـتوار باشـند؛    Γ0براي  v̂rو  S0جواب باید در مقابل تمام سناریوهاي متفاوت   علاوه بر این، مجموعه

 :لذا همتاي استوار به صورت زیر خواهد بود
 

{ }{ }
( )

, , \
ˆ ˆ .max

n n

t jt j j j j j v v
S v S J S v J Sj j j S

y r x r x r x r x
∪ ⊆ = Γ ∈  = = ∈

  − − + + + Γ − Γ ≤   
  

∑ ∑ ∑
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0
1 1

0  
 

 :) به صورت زیر است2طور مشابه براي سایر قیدهاي داراي پارامتر بازده غیر قطعی،   مدل استوار (ه با عمل ب

min
T

t
t

y
T =
∑

1

1
 

. .s t  

 
 
 
 
 
 
 
 

)4(  

{ }{ }
( )

, , \
ˆ ˆmax ,

n n

t jt j j j j j v v
S v S J S v J Sj j j S

y r x r x r x r x
∪ ⊆ = Γ ∈ = = ∈ 

  − − + + + Γ − Γ ≤   
  

∑ ∑ ∑
1 1

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0  

                                                                                                                   ,, ,...,Tt = 1 2  

{ }{ }
( )

, , \
ˆ ˆmax ,

n n

t jt j j j j j v v
S v S J S v J Sj j j S

y r x r x r x r x
∪ ⊆ = Γ ∈ = = ∈ 

  − + − + + Γ − Γ ≤   
  

∑ ∑ ∑
1 1

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0  

                                                                                                                                                               ,, ,...,Tt = 1 2   

{ }{ }
( )

, , \

ˆ ,ˆmax
n

j j j j v v
S v S J S v J Sj j S

r x r x r x Cρ
 ∪ ⊆ = Γ ∈= ∈ 

  − + + Γ − Γ ≤ −   
  

∑ ∑
1

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

 

,
n

j
j

x C
=

=∑
1
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,j jx u≤ ≤0                                                           , ,..., .j n= 1 2   

 
 .]11[کنیم  بندي از لم زیر استفاده می سازي این فرمول ) همچنان داراي عبارات غیرخطی است. براي خطی4دل (م

) فرض کنید: 1لم  )* * * *, ,..., nx x x x= 1  ظباشد، تابع محاف )4(  جواب بهینه مساله  2
 

( )
{ }{ }

( )*

, , \

ˆ ˆ, max j j v v
S v S J S v J S j S

x r x r xβ
 ∪ ⊆ = Γ ∈ ∈ 

  Γ = + Γ − Γ   
  
∑0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
 

 

 
 :سازي خطی زیر است معادل  مساله بهینه

 
*ˆmax j j j

j J
r x z

∈
∑

0

 

. .s t  

 

,j
j J

z
∈

≤ Γ∑ 0
0

 )5(  

,jz≤ ≤0 1                  .j J∀ ∈ 0   

 
Γ) شامل 5ي مساله ( اثبات: واضح است  جواب بهینه  0    و یـک متغیـر بـا مقـدار      1متغیر بـا مقـدارΓ − Γ  0 0  

}ي  است، که بـا انتخـاب زیرمجموعـه    }{ }, , \S v S J S J v J S∪ ⊆ = ∈  0 0 0 0 0 0 ي نظیـر   بـا تـابع هزینـه     0

( )* *ˆ ˆj j v v
j S

r x r x
∈

+ Γ − Γ  ∑ 0 0
0

              .معادل است 

 :گیریم ) را درنظر می5حال دوگان مساله (
 

min j
j J

p z
∈

+ Γ∑ 0 0
0

 

. .s t  

 

*ˆ ,j j jz p r x+ ≥0  ,j J∀ ∈ 0  )6(  
,jp ≥ 0                 ,j J∀ ∈ 0  

.z ≥ 00  
 

کند که مقادیر توابـع هـدف بهینـه مسـاله      لذا قضیه دوگانی قوي تضمین می ) خطی و شدنی هستند؛6) و (5چون  (

)) که همان 5) و مساله (6دوگان ( )*,xβ Γ0 بـا مسـاله زیـر معـادل     4بنـابراین مسـاله (    باشد، برابـر هسـتند؛   می  (

 :خواهد بود
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min
T

t
t

y
T =
∑

1

1
 

. .s t  

 

,
n n

t jt j j j j
j j j J

y r x r x p z
= = ∈

− − + + +Γ ≤∑ ∑ ∑
1 1

0 0 0
0

              ,, ,...,Tt = 1 2  
 

,
n n

t jt j j j j
j j j J

y r x r x p z
= = ∈

− + − + +Γ ≤∑ ∑ ∑
1 1

00 0
0

                                                               

,, ,...,Tt = 1 2   

 

,
n

j j j
j j J

r x p z Cρ
= ∈

+ Γ +− + ≤∑ ∑
1

00 0
0

 
)7(  

ˆ ,j j jz p r x+ ≥0           ,j J∀ ∈ 0  

,
n

j
j

x C
=

=∑
1

 

,jp ≥ 0     ,j J∀ ∈ 0   

,z ≥ 00    
,j jx u≤ ≤0                                                          , ,..., .j n= 1 2   

 
   .تر دارد متغیر کم nقید و n2) 3) در مقایسه با مدل (7شود مدل ( طور که ملاحظه می همان

 
 هاي همبسته استوار تحت مجموعه عدم قطعیت چندوجهیمدل  3

ها مستعد عدم قطعیت هستند و این عدم قطعیت ممکن است ناشی از عوامـل کـلان اقتصـادي     در دنیاي واقعی بازده
هاي دولت، عوامل فرهنگی، وضعیت صنعت و ...)، عوامل خرد اقتصـادي (میـزان تقاضـا، وضـعیت مـالی       (سیاست

]. برخی از این منابع عـدم  21ل غیراقتصادي (تمایل به ریسک، نرخ بازده مطلوب و ...) باشد [شرکت و ...) و عوام
معمـولاً  هـا همبسـتگی وجـود دارد.     انـد؛ لـذا بـین بـازده     هـاي غیرقطعـی عمـومی    ي بازده قطعیت براي برخی یا همه

ي ضـرایب موجـود    زده شدهي منابع عدم قطعیت غیرعملی است، اما وقتی ماتریس همبستگی تخمین  شناسایی همه
آیـد. در ایـن بخـش ابتـدا ایـن       باشد، یک مدل استوار جایگزین تحت یک مجموعه عدم قطعیت جدید پدیـد مـی  

) را 1کنیم و سپس مدل اسـتوار مسـاله (   معرفی میارایه شده است  به اختصار  ] 19که در [مجموعه عدم قطعیت را 
 .  ن مجموعه عدم قطعیت ارایه می دهیمتحت ای

ــه ــی  1ســازي ( مســاله بهین ــا دو ضــریب غیرقطع ) jr) را ب ),j = 1  ــ 2 ــد، ب در  jrکــه  طــوريه درنظــر بگیری
ˆ ˆ,j j j jr r r r − +  کند و  تغییر میjr  مقدار اسمیjr  وĵr     ،انحراف از ضریب میانگین اسـمی تخمـین زده شـده

jr  .استjrصورت زیر تعریف کرده توان ب را می: 
 

,ˆj j j jr r rζ= +     .jζ− ≤ ≤1 1   
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یرقطعی، تعـدادي  هاي تغییرات در یک فضاي غ است. براي دستیابی به طرح jζتابعی از متغیر تصادفی  jrلذا 
)جفت متغیر تصادفی ),ζ ζ1 )جفت متغیـر تصـادفی   1000ایج تولید ) نت1( کنیم. شکل را تولید می 2 ),ζ ζ1 را بـا   2

)هـر نقطـه یـک جفـت    دهد. در این شـکل   توجه به مقادیر مختلف همبستگی نشان می ),ζ ζ1 دهـد.   را نشـان مـی   2
) نشان داده شده است، وقتی هیچ همبستگی بین متغیرهاي تصـادفی نیسـت، نقـاط کـاملاً     1طور که در شکل ( همان

یابد، نقاط به ترتیـب   میطور منفی کاهش ه طور مثبت افزایش و یا ب هها ب کنند و وقتی همبستگی یک مربع را پر می
yاطراف خط x= یاy x=  .]19[متمرکز هستند  −

 
 ]19[نقاط پراکنده اختلالات با توجه به مقادیر مختلف همبستگی  .1شکل 

 
ظهـور تعـدادي نـواحی خـالی درون مجموعـه عـدم قطعیـت        افزایش همبستگی بین ضرایب غیرقطعی، باعث 

لـذا مرزهـاي     ؛انـد  شود. با توجه به وجود همبستگی بین ضـرایب، نقـاط تصـادفی حـول یـک قطـر جمـع شـده         می
طوري که نواحی اطراف قطرها بهتر از نقـاط دور از آن پوشـش داده شـوند، هماننـد     ه کنیم ب چندوجهی را خم می

ن خم شدن مرزها بـراي سـاخت مجموعـه عـدم قطعیـت جدیـد تـابعی از همبسـتگی بـین          ). به علاوه، میزا2شکل (
 شود. تر شدن مرزها می تر اطراف قطرها و لذا خمیده تر منجر به تمرکز بیش ضرایب است و همبستگی بیش
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 ]19[هاي همبسته در مقایسه با مجموعه عدم قطعیت چندوجهی  مجموعه عدم قطعیت چندوجهی .2شکل

 
هاي همبسـته بـراي حـالتی کـه دو ضـریب غیرقطعـی        بندي مجموعه عدم قطعیت چندوجهی  یجه  فرمولدر نت

 :صورت زیر خواهد شده داریم، ب
 

( )
( )( )

( )( )
,

ˆ , .A
j j j jU r r r j

ρ ζ ζ
ζ

ζ ρ ζ

 − −Γ + ≤ Γ = = + = 
+ − −Γ ≤ Γ  



1 2

2 1

1 2
1 2

1 2                                                       

          

)8(  

ρتوجه کنید  وقتی  =  :) همان مجموعه چندوجهی زیر است8مجموعه عدم قطعیت (، 0
 

( ){ }ˆ , .A
j j j jU r r r jζ ζ ζ= = + = + ≤ Γ 1 21 2                                                                 )9(  

 
Tوقتی مساله داراي +2 ضریب مستعد عدم قطعیت باشد، مجموعـه   J0محدودیت و هر محدودیت شامل 2
صـورت زیـر   ه بندي اسـتوار ب ـ  هاي همبسته براي در نظر گرفتن همبستگی در ساختار فرمول عدم قطعیت چندوجهی

 :شود نمایش داده می
 

ˆ , ,A
j j j j j jk k

k J
k j

J
U r r r j J

J
ζ ζ ρ ζ

∈
≠

 
   −Γ 

= = + ∀ ∈ +  −  ≤ Γ     −     
 

∑
0

010 10
                             

                                    

)10(  

}که }, ,...,j J n∈ ⊆0 1 و  jrهمبستگی بین ضـرایب   jkρدهد. همچنین  را نشان می jrاندیس ضرایب غیرقطعی2

kr دهد که مقادیري در را نشان می[ ],−1 jkρگیرد. بـدیهی اسـت هرگـاه    می 1 = kو jي (بـراي همـه   0 j≠  ،(
 ) معادل مجموعه عدم قطعیت چندوجهی10هاي همبسته ( مجموعه عدم قطعیت چندوجهی
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ˆ ,A
j j j j j

j J
U r r r j Jζ ζ

∈

  = = + ∀ ∈ ≤ Γ 
  

∑0
0

   

 
jkρاست. همچنین در حالت همبستگی کامل،  = ي قطرهـاي فضـاي عـدم     ) همـه 10مجموعـه عـدم قطعیـت (    ،1

 .پوشاند قطعیت را می
هـاي همبسـته معرفـی شـده را توسـعه       ) تحت مجموعه عـدم قطعیـت چنـدوجهی   1ال همتاي استوار مساله (ح

ضـرایب غیرقطعـی بـه فـرم      jr)، 1سـازي غیرقطعـی (   له بهینـه طـور کـه قـبلاً گفتـه شـد، در مسـا       دهـیم.   همـان   می
ˆj j j jr r rζ= +  یعنـی (بـه ترتیـب)    ؛ است. چنین فرمی شامل دو مقدار است: مقدار اسمی و اختلالjrوˆj jrζ در .

سـازي   شان است. هدف مـدل بهینـه   ) هم شامل مقادیر اسمی ضرایب و اختلالات1مساله (نتیجه، اولین محدودیت 
استوار، ماکزیمم کردن مقدار تابع هدف با توجه به بدترین حالت تغییرات تحـت مجموعـه عـدم قطعیـت انتخـابی      

تلالات تحـت  ) باید جـواب را در مقابـل بـدترین شـرایط اخ ـ    1است. لذا دومین عبارت از اولین محدودیت مساله (
ه هـاي همبسـته ب ـ   ) تحت مجموعه عدم قطعیت چندوجهی1) حفظ کند. درنتیجه همتاي استوار مساله (10مجموعه (

 :خواهد بود زیر صورت
 

min
T

t
t

y
T =
∑

1

1
 

. .s t  

 

ˆ , ,.., ,.,Tmax

j j jk k
k J
k j

n n

t jt j j j j j j
j j j J

J
J

y r x r x r x t

ζ ζ ρ ζ

ζ

∈
≠

 = = ∈    −Γ   + − ≤Γ    −     
  

  − − + + ≤ = 
  

∑

∑ ∑ ∑
0

00

1 1
1

1

0 1 2
0

 
 

ˆ , ,.., ,.,Tmax

j j jk k
k J
k j

n n

t jt j j j j j j
j j j J

J
J

y r x r x r x t

ζ ζ ρ ζ

ζ

∈
≠

 = = ∈    −Γ   + − ≤Γ    −     
  

  − + − + ≤ = 
  

∑

∑ ∑ ∑
0

0

00

1 1
1

1

0 1 2  
)11(  

ˆm ,ax

j j jk k
k J
k j

n

j j j j j
j j J

J
J

r x r x C

ζ ζ ρ ζ

ρζ

∈
≠

 = ∈    −Γ   + − ≤Γ    −     
  

  − + ≤ − 
  

∑

∑ ∑
0

0

00

1
1

1

 

,
n

j
j

x C
=

=∑
1

   

,j jx u≤ ≤0           , ,..., .j n= 1 2   

 
 کنـیم.   ر ادامـه معـادل خطـی آن را بیـان مـی     لـذا د  در شکل فعلی یک مساله غیرخطی است؛) 11واضح است که (
 :کنیم  تعریف میصورت زیر ه ) باشد، تابع محافظ را ب11ي مساله ( جواب بهینه x*فرض کنیم بردار
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( )* *ˆ, .max

j j jk k
k J
k j

j j j
j J

J
J

x r x

ζ ζ ρ ζ

β ζ

∈
≠

  ∈    −Γ   + − ≤Γ    −     
  

Γ =

∑

∑
0

0

00
1

1

 
)12(  

 
 :بندي کرد ریزي خطی زیر فرمول توان بصورت مساله برنامه این تابع را می

 
( )* *ˆ, max j j j

j J
x r xβ ζ

∈

Γ = ∑
0

 

. .s t  

 

,j jk k
k J
k j

J
J

ζ ρ ζ
∈
≠

   −Γ
+  −  ≤ Γ    −    
∑

0

0

0

1
1

                          ,j J∀ ∈ 0  
)13(  

,jζ≤ ≤0 1     .j J∀ ∈ 0   

 
 هاي اول و را به ترتیب براي محدودیت jpو jzگیریم. متغیرهاي دوگان درنظر می حال مساله دوگان نظیر آن را

 :صورت زیر خواهد بوده دوگان ب مساله   بنابراین گیریم؛  ) درنظر می13دوم مساله  (
 

min j j
j J j J

z p
∈ ∈

Γ +∑ ∑
0 0

 

. .s t  

 

*ˆ ,j jjk k
k J

j j

k j

z p
J

z x
J

rρ
∈
≠

  −Γ
− +  + ≥ −  

∑
0

0

0

1
1                                          ,j J∀ ∈ 0  

 
)14(  

,jz ≥ 0                                                        ,j J∀ ∈ 0  

.jp ≥ 0                                                                                                                                .j J∀ ∈ 0  

 
 .)  شدنی و کراندار است13( له: مسا2لم 

)بردار اثبات: ), ,..., T1 1  چون ) است13(یک جواب شدنی براي مساله  1
 

,j J j jk k jk
k J k J
k j k j

J J
J

J J
ζ ρ ζ ρ∀ ∈

∈ ∈
≠ ≠

      −Γ −Γ  
+  −  = −         − −          

∑ ∑0 0
0 0

0 00 0
1

1 1
 

( ) .
J

J J
J

− Γ
≤ − − = Γ

−

 
 
 

0 10 010
  

 

 
jهر  براياز طرفی با توجه به اینکه  J∈ 0 ، jζ ≤  :داریملذا   ؛1
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* *ˆ ˆ .j j j j j
j J j J

r x r xζ
∈ ∈

≤∑ ∑
0 0

  

 
)) برابـر هسـتند. پـس   14) و (13بهینـه  مسـایل (   توابـع هـدف    ،قـوي در نتیجه طبـق قضـیه دوگـانی     )*,xβ Γ  در

) تحـت مجموعـه   1لذا همتاي استوار خطی مساله ( ) عوض شود؛14با تابع هدف مساله ( تواند ) می11بندي ( فرمول
 :شود صورت زیر بیان میه هاي همبسته ب عدم قطعیت چندوجهی

 

min
T

t
t

y
T =
∑

1

1
 

. .s t  

 

,
n n

t jt j j j j j
j j j J j J

y r x r x z p
= = ∈ ∈

− − + + Γ + ≤∑ ∑ ∑ ∑
1 1 0 0

                         ,, ,...,Tt = 1 2  
 

,
n n

t jt j j j j j
j j j J j J

y r x r x z p
= = ∈ ∈

− + − + Γ + ≤∑ ∑ ∑ ∑
1 1

0
0 0

                               ,, ,...,Tt = 1 2   
 

,
n

j j j j
j j J j J

r x z Cp ρ
= ∈ ∈

+ +− + Γ ≤∑ ∑ ∑
1 0 0

0  
)15(  

ˆ ,j jk k j j j
k J
k j

J
z z p r x

J
ρ

∈
≠

  −Γ
+ − + ≥    −  
∑ 0

0
1

10                              ,j J∀ ∈ 0  

,
n

j
j

x C
=

=∑
1

 

,jz ≥ 0                        ,j J∀ ∈ 0   

,jp ≥ 0                          ,j J∀ ∈ 0  

,j jx u≤ ≤0                              , ,..., .j n= 1 2   

 
ریـزي خطـی    طور که ملاحظه می شود مدل میانگین انحراف مطلق همبسته به وسـیله چـارچوب برنامـه    همان

دهد در حالی که در این زمـان پارامترهـاي غیـر قطعـی      ه شده است که میزان پیچیدگی محاسباتی را کاهش مییارا
Jگیرد. این همتاي استوار داراي میهمبسته را نیز در نظر  و در  همتاي استوار بهبود یافته اسـت  متغیر بیشتر از  10−

jkρشرایطی که همبستگی بین ضرایب غیرقطعی صفر باشد، =  ،با تعریف متغیر جدیدj
j J

z z
∈

= ∑
0

در همتـاي   

 .استوار همبسته، دو همتاي استوار بهبودیافته و همبسته کاملا یکسان خواهند بود
 

 نتایج تجربی 4
 استوار ارایه شده روي داده هاي واقعی از بازار سهام با هم مقایسه می شـوند. دراین بخش رفتار مدل هاي قطعی و 

هـا   شرکت آمریکایی به طور تصادفی انتخاب شده اسـت. ایـن مجموعـه داده    29بدین منظور، سهام هاي مربوط به 
) 3( شـکل  شرکت در 29باشد که شاخص این    می 2012تا آوریل  2008هاي اوراق بهادار از آوریل  شامل قیمت
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 .آمده است

 
 شاخص داده تاریخی .3شکل

 
جهـت ارزیـابی عملکـرد همتـاي     هدف دستیابی به حداقل ریسک براي رسیدن به ماکزیمم بـازده مطلـوب اسـت.    

گیـریم. جزئیـات در    بازه زمانی مختلـف در نظـر مـی    4) را براي 1استوار بهبودیافته و همتاي استوار همبسته، مدل (
 .آمده است 1جدول 

 
 ل نمونهیاندازه مسا. 1جدول

 شماره مساله 1 2 3 4

تا  1/4/2011
1/4/2012  

تا  1/11/2009
1/4/2011  

تا  1/11/2008
1/11/2009  

تا  2008/ 1/4
1/11/2008  

 هاي مربوط سال

84و  166 77و  152  72و  142  67و  132   تعداد متغیرها  و معادلات مدل بهبودیافته 

84و  194 77و  180  72و  170  67و  160   و معادلات مدل همبسته تعداد متغیرها 

 
،دلار و حداقل بـازده مـورد انتظـار    1000شرکت را  29گذاري در این  میزان دارایی اولیه براي شروع سرمایه

ρهاي مشـاهده   بازدهگیریم. همچنین فرض می شود انحراف  هاي مشاهده شده در نظر می ، را برابر ماکزیمم بازده
 .کند تغییر می 29تا  0درصد  و  سطح حفاظت نیز بین  10هاي اسمی  شده از بازده

ي عملکـرد همتـاي اسـتوار بهبودیافتـه و همبسـته بـه ازاي سـطوح مختلـف          آتی، مقایسه هدف آزمایش هاي
ي بین سطح حفاظت در مقابل عدم قطعیت و مقدار تـابع هـدف را بـا عنـوان       حفاظت است. برسیماس و سیم رابطه

، از تخمین میزان تغییـر  Γتند که بهاي تغییر در سطح حفاظت،ها اذعان داش ]. آن11بهاي استواري پیشنهاد نمودند [
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AXP MMM BA CAT CVX CSCO KO DIS

DD XOM GE GS HD IBM INTC JNJ

JPM MCD MRK MSFT NKE PFE PG TRV

UTX UNH VZ WMT V
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را به ترتیب مقادیر هدف مدل اسـتوار و مـدل اسـمی     DFو RFآید.  دست میه ب Γهدف به علت همین تغییرتابع 
 :شود رت زیر تعریف میدر نظر بگیرید. در این صورت بهاي استواري به صو

.D R

D

F F
F
 = بهاي استواري   −

لذا از بهاي استواري به عنوان مقیاس ارزیابی عملکرد مدل استوار بهبودیافته و مـدل اسـتوار همبسـته اسـتفاده     
خـاص   تر است و براي یک سطح حفاظـت  تر باشد، مدل مطلوب کنیم. به این معنا که هر چه بهاي استواري کم می

 .ایم به مقدار هدف بهتري رسیده
کنـیم. در   ل نمونه به ازاي همبستگی ضعیف، متوسـط و قـوي اسـتفاده مـی    یمقیاس بهاي استواري را براي مسا

تر شود عملکرد مدل همبسته  کند، و هرچه همبستگی بیش اکثر موارد مدل همبسته بهتر از مدل بهبودیافته عمل می
دست آمـده از مـدل بهبودیافتـه و مـدل همبسـته در      ه هاي ب ستواري وابسته به جواب) بهاي ا4بهتر است. در شکل (

سطوح مختلف حفاظت نشان داده شده است. در حالت همبستگی ضعیف و متوسط عملکرد دو مدل مشابه اسـت؛  
ت تـري از مـدل بهبودیافتـه دارد. همچنـین در حال ـ     اما در حالت همبستگی قوي، مدل همبسته هزینه اسـتواري کـم  

 .سطح بالاي حفاظت، دو مدل بهبودیافته و همبسته داراي نتایجی مشابه هستند
 

 
هاي استوار بهبودیافته و همبسته در حالت همبستگی ضعیف (نمودار سمت راست) و همبستگی قوي (نمودار سمت  هاي استواري مدلب .4شکل
 چپ)

 
طور که مشاهده می شود با توجـه بـه    دهد. همان نشان می) نیز مرز کاراي دو مدل بهبود یافته و همبسته را 5شکل (

 .تر است پذیري بیش نمودار مرز کارا تنها راه رسیدن به بازده مورد انتظار بالاتر، ریسک
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 همبسته و افتهی بهبود میانگین انحراف مطلق مدل يکارا مرز .5شکل

 
 و نتیجه گیري بحث 5

ه شـد.  سـپس بـا معرفـی     ی ـیک مدل استوار بهبود یافتـه بـراي مـدل میـانگین انحـراف مطلـق ارا       ابتدا در این مقاله،
ه ی ـمجموعه عدم قطعیت همبسته، همتاي استوار  مدل میانگین انحراف مطلق تحت این مجموعـه عـدم قطعیـت  ارا   

ر گرفت. نتایج اسـتفاده  سپس عملکرد دو مدل میانگین انحراف مطلق بهبود یافته و همبسته مورد مطالعه قراگردید. 
از دو مدل بهبود یافته و همبسته نشان داد که وقتی بین ضرایب غیرقطعی همبستگی قابل توجهی وجود داشته باشد، 

هاي بهتري خواهد داشت. علاوه بر این نتـایج نشـان    مدل استوار همبسته در مقایسه با مدل استوار بهبود یافته جواب
ین ضرایب افزایش یابد، مدل اسـتوار همبسـته عملکـرد بهتـري دارد. بـه طـور کلـی        داد که وقتی میزان همبستگی ب

  توار همبسته یک مدل تاثیرگذار است.اند، مدل اس هاي غیر قطعی همبسته تحت شرایطی که داده
 

 قدردانی 6
 .کنند دانی میگیلان به دلیل حمایت مالی قدرنویسندگان از داور محترم بدلیل ارایه نظرات سازنده و دانشگاه 
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