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میانه پشتیبان با تغییر در مختصات  -2 اي نوع محدودیت بودجهله معکوس مسا

  نقاط
 

 *2جعفر فتحعلی، 1مرتضی نظري

 ، ایرانشاهرود  ،دانشکده علوم ریاضیشگاه صنعتی شاهرود، ي، داندانشجوي دکتر -1
 ، ایرانشاهرود، دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه صنعتی شاهرود ،دانشیار -2

 
 1396فروردین  12مقاله:  دیرس

 1396مهر  15 مقاله: رشیپذ

 
 چکیده 

مختصات نقاط را در  ییر درتغیانه پشتیبان همراه با م -2 مکانیابی لهامسي ا بودجه یتمعکوس نوع محدود مقاله، ینما در ا
 ییربا تغ خواهیم یم اند و فرض بر این است که تعدادي نقاط داده شده لهامس یندر ا .دهیم میقرار  یبررسمورد  kRفضاي

یانه پشتیبان م -2در مختصات نقاط، دو نقطه از پیش تعیین شده را با صرف یک مقدار بودجه مشخص و محدود، تبدیل به 
فراابتکاري فرهنگی به حل حالت   کرده و سپس با استفاده از الگوریتم ارایهله ابتدا یک مدل ریاضی براي این مسا .نماییم

 . پردازیم خاصی از آن می
 

  .میانه پشتیبان، ، فراابتکاري -2اي،  محدودیت بودجه معکوس نوع مکانیابی، :کلمات کلیدي
 
 

 مقدمه  1
هاي  بشري  ریزي طور مداوم در تمام سطوح برنامه مفاهیم مکانیابی به دلیل اینکه اولاً، بهسازي مرتبط با  بهینه مسایل

هاي مکانی ماهیت  گیري اند. و دوماً، به دلیل اینکه تصمیم از صنعت و انبارداري تا نهادهاي دولتی حضور داشته

ها بلند مدت  ند و تاثیرات اقتصادي آنها با منابع عظیمی از سرمایه سروکار دار یعنی اغلب آن ؛استراتژیک دارند

مکانیابی به دلیل کاربردها و اهمیت  مسایلبنابراین امروزه اند ؛  اي را به خود اختصاص داده است، توجه ویژه

 است.   هاي تئوري مورد توجه بسیاري از محققان قرار گرفته هاي عملی و چه در زمینه ها چه در زمینه فراوان آن

مکانیابی کلاسیک فرض  بر این است که تعدادي مشتري (سرویس گیرنده، نقطه ثابت، نقطه له در یک مسا

اي بیابیم که  گونه خواهیم  بهترین مکان براي استقرار سرویس دهندگان جدید را به باشند و می تقاضا) موجود می

بهینه شوند. از  مسالهشرایط  دهی، سود و غیره بسته به هزینه حمل و نقل، تاثیرات محیطی نامطلوب، زمان سرویس

 دار مکاتباتعهده* 
 fathali@shahroodut.ac.ir    :آدرس الکترونیکی
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 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

 nمیانه -pلهباشند. در یک مسا میانه می -p مسایلمهم مکانیابی که بسیار پرکاربرد نیز هستند  مسایلجمله 

i,...,، به ازاي iXنقطه n= باشند. در این نوع  می iwداده شده است. هر یک از این نقاط داراي یک وزن 1

}میانه) مانند -pنقطه ( pبه دنبال پیدا کردن یک مجموعه شامل مسایل ,..., }pv vΛ = که  طوري هستیم به 1

عبارت دیگر به دنبال کمینه کردن تابع هدف زیر  کمینه گردد.  به  نقطه تا کل نقاط داده شده pمجموع وزنی این

 باشیم: می

)1( 
       

( )min{ ( , )} .
n

i i jj pi
w d X v

≤ ≤
=
∑ 11

 

)که , )i jd X v فاصله بین نقاطiX وjv باشد. می 

هـا،   هـا، ظرفیـت   له ماننـد هزینـه  با فرض معلوم بودن پارامترهاي مساله مکانیابی کلاسیک بنابراین در یک مسا
اما بر خـلاف   باشیم؛ ها) می هاي بهینه براي سرویس دهنده ها و ... به دنبال پیدا کردن یک جواب بهین (مکان فاصله
له تحت مطالعه مفروض بـوده  معکوس مکانیابی، یک جواب شدنی مساله سازي کلاسیک در یک مسا بهینه مسایل

ترین روش ممکن هستیم،  له به ارزانید براي پارامترهاي تاثیرگذار مسا(انتخاب شده) و به دنبال تعیین مقادیري جد
را بسـته بـه    مسـایل گونـه از   بهینه گشته یـا بهبـود یابـد. ایـن     که جواب شدنی مفروض با پارامترهاي جدید طوري به

هـا بـا اسـتفاده از یـک      دهنـده  ها با کمترین هزینه ممکن و یا بهبود سرویس اینکه به دنبال بهینه شدن سرویس دهنده
معکـوس نـوع    مسـایل ) و Inverse Problemمعکوس نوع حداقل هزینه ( مسایلترتیب،  بودجه محدود باشیم را به

له مکانیـابی معکـوس نـوع    مند. باید توجه داشت که در یک مسـا نا ) میReverse Problemاي ( حدودیت بودجهم
له معکوس نوع حداقل هزینه) هدف این نیست که یک جـواب مفـروض   اي (بر خلاف یک مسا محدودیت بودجه

له کلاسـیک را بـا توجـه بـه محـدودیت      ف مساخواهیم مقدار تابع هد بلکه می ا تبدیل به یک جواب بهینه نماییم؛ر
 اي است. معکوس نوع محدودیت بودجه مسایلبودجه تا حد ممکن بهبود دهیم. تمرکز این مقاله بر روي 

اي، فرض کنید یـک شـبکه ارتبـاطی و تعـدادي       له معکوس نوع محدودیت بودجهعنوان مثالی از یک مسا  به
تري مفروض باشند. این مراکز خریـد نیـز از قبـل در یـک ناحیـه      (مانند مراکز خرید) و تعدادي مش  سرویس دهنده

جایی مجدد براي این مراکـز خریـد وجـود نـدارد و بـا      ه مستقر( انتخاب شده) شده باشند. با فرض اینکه امکان جاب
توجه به استقرار این مراکز خرید از قبل و از دسـت دادن کـارایی خـود بـه دلیـل قـرار نگـرفتن در مکـان مناسـب،          

خواهیم با استفاده از یک بودجه محدود و مشخص و با تغییر در پارامترهایی همچون طول مسـیرهاي منتهـی بـه     می
هاي ترافیکی و ... تا حد امکان مجموع فواصل طی شده مشتریان به ایـن مراکـز    این مراکز و یا با اعمال محدودیت

کنید کـه دو راس دلخـواه آن بـه عنـوان مراکـز       خرید را تا حد امکان کمینه کنیم. به عبارت دیگر گرافی را فرض
ترین مرکز خرید به عنوان  خرید و مابقی رئوس به عنوان مشتري در نظر گرفته شود. و فاصله هر مشتري تا نزدیک

ترین مرکز خرید  در این گراف در نظر گرفته شـود. از آنجـایی کـه دو راس     طول مسیر هر راس منتهی به نزدیک
یعنـی مجمـوع فواصـل مشـتریانی کـه از ایـن دو        ایم بهینه نیستند؛ ان مراکز خرید در نظر گرفتهدلخواهی که به عنو
هـاي گـراف ایـن دو     خواهیم با یک بودجه محدود و با تغییر در طول یال گیرد کمینه نیست، می مرکز سرویس می
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مکانیـابی معکـوس    مسـایل زمینه میانه) شدن نزدیک کنیم. مطالعات  بسیاري در  -2راس را تا حد امکان به بهینه ( 
 توان به موارد زیر اشاره نمود.  اي انجام شده است که از جمله می نوع حداقل هزینه و نوع محدودیت بودجه

میانه معکوس نوع حداقل هزینه را با تغییـرات وزن مربـوط    -1له ، مسا]1[بورکارد و همکاران  2004در سال 
)میانـه معکـوس گسسـته را در فضـاي متریـک     -pلههـا ابتـدا مسـا    به نقاط، مورد بررسی قـرار دادنـد. آن   , )X d ،

 -pلهس به این نتیجه دسـت یافتنـد کـه مسـا    ریزي خطی فرمولبندي کردند و سپ صورت یک مدل ریاضی برنامه به
ثابـت بـوده    pممکن است داراي هر وزن حقیقی باشند و با این شرط که میانه معکوس گسسته که در آن مشتریان

میانه معکـوس   -1له ها در ادامه مسا اي قابل حل است. آن عنوان یک پارامتر ورودي نباشد در زمان چند جمله  و به
)مرتبـه زمـانی  ها مورد بررسی قرار دادند و براي آن یـک الگـوریتم بـا     را روي درخت log )O n n  کـه،n   تعـداد

 کردند. ارایهباشد را  رئوس درخت می
میانه معکوس نوع حداقل هزینه را بـا تغییـرات وزن راسـی روي درخـت      -1له ، مسا]2[گلوي  2008در سال 

)که قبلا توسط بورکارد و همکارانش براي آن الگوریتم log )O n n صـورت یـک مـدل کولـه      شده بـود، بـه   ارایه
، ]3[سپاسیان و رهبرنیا  2015. در سال باشد له در زمان خطی قابل حل میفرمولبندي کرد و نشان داد این مساپشتی 

زمـان وزن راسـی و طـول یـالی روي درخـت در نظـر        میانه معکوس نوع حداقل هزینه را با تغییـرات هـم    -1له مسا
)گرفته و یک الگوریتم با پیچیدگی زمانی  log )O n nکه ،n دادنـد.   ارایهباشد براي آن  تعداد رئوس درخت می

میانه معکوس نوع حداقل هزینـه بـا تغییـرات طـول یـالی      -pله، نشان دادند که مسا]4[همچنین باروقی و همکاران 
دار  هاي سـتاره  ها و گراف هاي خاصی چون درخت ها شبکه سخت است. آن– NPمسالههاي کلی، یک  روي شبکه

نیـز بـاروقی و    2010دادنـد. در سـال    ارایـه هـا   اي بـراي آن  هـایی از مرتبـه چنـد جملـه     را در نظر گرفته و الگوریتم
اي مـورد مطالعـه قـرار دادنـد. در      میانه معکوس نوع حداقل هزینه را با تغییر مختصات نقطه -1له مسا، ]5[همکاران

ها ثابـت   سخت است. آن– NPلهگیري شود این مسا این مقاله ثابت شد که اگر فواصل بین نقاط با نرم خطی اندازه
یابـد و در نتیجـه در زمـان    پشتی کاهش می له کولهمسا dله بهوزن همه رئوس یکسان باشد این مسا نمودند که اگر

( )O ndکه  ،n باشد قابل حل است. تعداد رئوس درخت می 
اي را روي  میانه معکوس نوع محدودیت بودجه -1له مسا 1992، براي اولین بار در سال ]6[برمن و همکاران 

بورکـارد و   2006دسـت آوردنـد. در سـال     مورد مطالعه قرار دادند و براي حل آن یک الگوریتم خطی بـه درخت 
اي بـا تغییـرات طـولی یـال روي      میانه معکوس نوع محدودیت بودجه -1له ، ثابت کردند که یک مسا]7[همکاران 

-2له دادنـد. مسـا   ارایـه ها الگـوریتم خطـی    ها  براي دور گراف سخت است. همچنین آن– NPهاي عمومی گراف
مـورد بررسـی    ]8[ها توسط بورکـارد و همکـارانش در مقالـه     اي روي درخت یانه معکوس نوع محدودیت بودجهم

)ها براي حل آن یک الگـوریتم از مرتبـه   قرارگرفت. آن log )O n n کـه ،n      ارایـه تعـداد رئـوس درخـت بـود را 
 کردند. 

اي روي دورهـا را بـه    میانه معکوس نوع محـدودیت بودجـه   -2له مسا ،]9[نیز ونگ و همکاران 2010در سال 
ز این طریق نشان دادند کـه ایـن   اي روي یک مسیر تبدیل کردند و ا میانه معکوس نوع محدودیت بودجه -3له مسا
اي بـا یـک    عکوس نوع محدودیت بودجـه میانه م -1له باشد. همچنین مسا اي قابل حل می له در زمان چند جملهمسا
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 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

مورد بررسـی قـرار گرفـت. در ایـن      2012در سال  ]10[ها توسط یانگ و همکاران  محدودیت اضافه روي درخت
ترتیـب توسـط    توان بـه  ها را می لهاین مدل قابل تقسیم به دو زیر مساله معادل بوده و این زیر مسامقاله  ثابت شد که 

 حریصانه حل نمود.  هاي حداقل برش و الگوریتم
هـاي وزن دار توسـط    مرکـز روي درخـت   -1له اي مسا در سال هاي اخیر نیز معکوس نوع محدودیت بودجه

)2مورد مطالعه قرار گرفت و براي آن یک الگوریتم از مرتبه زمانی 2016، در سال ]11[کین  )O n کـه ،n  تعـداد
 داد.  ارایهباشد را  درخت میرئوس 

و بــا روش تغییــر در  kRمیانــه در فضــاي پیوســته -2له  اي مســا تــاکنون معکــوس نــوع محــدودیت بودجــه
 مسـاله له کـه  تري از ایـن مسـا   مختصات نقاط، مورد بررسی قرار نگرفته است. ما در این مقاله ابتدا یک حالت کلی

 ارایـه شود را مورد بررسی قـرار داده و یـک مـدل ریاضـی بـراي آن        میانه پشتیبان نامیده می -2مکانیابی معکوس 
میانـه   -2 اي معکـوس نـوع محـدودیت بودجـه     مسالهله تبدیل به یک در حالت خاصی که این مساسپس  .دهیم می
. همچنـین  یـم پرداز رهنگی و ژنتیک به حل آن میفراابتکاري ف  هاي شود با استفاده از ترکیبی جدید از الگوریتم می

 ارایـه هـاي بازگشـتی    له به خصوص بودجه، یک تحلیـل ریاضـی بـه وسـیله الگـوریتم     پارامترهاي مختلف مسابراي 
 ایم. کرده

    میانه پشتیبان معکوس-2له مسا  2
}در آن جفت نقاطمیانه است که  -p لهمیانه حالت خاصی از مسا -2مساله  , } km m R∈1 میانه هسـتند اگـر    -2، 2

 و تنها اگر:
 

)2( 
,, ,

min{ ( , )} min min{ ( , )} ;   |
n n

k
i l i i t i t tl ti i

w d m X w d Y X Y R== =
= =

 
= ∀ ∈ 

 
∑ ∑ 1 21 2 1 21 1

 

)که  , )i jd X Xفاصله بین دو نقطه ،iX وjX هـاي اقلیدسـی،    تواند با هر نرمـی مثـل نـرم    باشد. این فاصله می می
 چپیشف و ... تعریف گردد. 

 -2له مکانیـابی  میانه پشتیبان است. در یـک مسـا   -2 لهمیانه وجود دارد و آن مسا -2تري از مساله  حالت کلی
هـا   میانه پشتیبان هر سرویس دهنده ممکن است با یک احتمالی شکست  بخورد. با این فرض کـه سـرویس دهنـده   

گیـرد.   شکست بخورند سرویس دهنده دیگـر مسـئولیت سـرویس دهـی را بـر عهـده مـی       طور همزمان  توانند به نمی
له با یـک زوج  میانه پشتیبان باشند. جواب مسا -2له حتمال شکست دو سرویس دهنده در مساا ρ2و ρ1فرض کنید

}نقطه , } km m R∈1 ، مکـان  m2، وρ1، مکـان سـرویس دهنـده بـا احتمـال شکسـت      m1ود کـه  ش ـ نشان داده مـی  2
و سـرویس  باشد. در این مقالـه فـرض شـده اسـت کـه احتمـال شکسـت د        می ρ2سرویس دهنده با احتمال شکست

ρیعنی هستند؛دهنده با هم برابر  ρ ρ= =1 2  . 

ها) به مجموعه سـرویس   میانه پشتیبان کمینه کردن مجموع فاصله وزنی از تمام نقاط (مشتري -2له مسا هدف
 عبارت دیگر به دنبال کمینه کردن تابع هدف زیر هستیم:       باشد. به هاي در حال کار می دهنده
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)3( .( ) ( ) ( ,{ , }) ( ) ( , ) ( ) ( , )
i i i

i i i i i i
X X X

w X d X m m w X d X m w X d X mρ ρ
∈Γ ∈Γ ∈Γ

− + +∑ ∑ ∑ 
 
 1 2 2 11 

 باشد. مجموعه کل نقاط داده شده می ،Γکه 
، مـورد بررسـی قـرار    ]12[مرکز پشتیبان اولین بـار توسـط وانـگ و همکـاران      -2میانه و  -2مکانیابی  مسایل
)هـاي  هایی با زمان ترتیب الگوریتم ها به گرفت. آن log )O n n و( )O n کـه ، n    باشـد    تعـداد رئـوس درخـت مـی

هـاي بلـوکی    میانه پشتیبان روي گـراف  -2له مکانیابی ، مسا]13[کردند. چنگ و همکاران  ارایهله براي این دو مسا
)را در زمان log )O n n m+ کهnتعداد رئوس گراف و ،mله حل کردند. مسـا  ست هاي گراف ا ، تعداد بلوك

، مـورد بررسـی قـرار گرفتـه و الگـوریتمی تکـراري       ]14[اي پشتیبان در صفحه توسط فتحعلی  مکانیابی چند وسیله
پشـتیبان روي  مرکـز ناخوشـایند    -2له ، بـه بررسـی مسـا   ]15[شده است. اخیرا مدبر و همکـاران   ارایهبراي حل آن 

 اند. نموده ارایهاي براي حل آن  هایی چندجمله ها پرداخته و الگوریتم درخت
، دو نقطـه دلخـواه (از   iXخواهیم با تغییر در مختصات نقاط اي می در حالت معکوس نوع محدودیت بودجه

را با استفاده از یک بودجه محدود تا حد امکان بـه حالـت بهینـه نزدیـک کنـیم. فـرض        m2و m1پیش تعیین شده)
)کنید تغییر هر واحد مختصات نقاط ,..., )i i ikX x x= )ي ، هزینه1 , ,..., )i i i ikC C C C= 1 براي هرکند. را بر ما تحمیل  2

, ,...,t k= 1 2،itC  ــر مخــتص ــه متحمــل شــده از تغیی ــی iXام نقطــه-t، هزین ــه م ــاي  باشــد. ب طــور مشــابه برداره
P ( , ,..., )i i i ikp p p+ + + += 1 )و 2 , ,..., )i i i ikP p p p− − − −= 1  iXترتیب، میزان افزایش و کـاهش مختصـات نقـاط    را به 2

 Backup Reverse 2-medianاي ( میانه پشتیبان معکوس نوع محـدودیت بودجـه   -2له مسا حالکنیم.  تعریف می

Problem: (BR2MP) بندي کرد: صورت زیر مدل  به ناتو می) را 
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)که  , )id iPf P+  صورت: باشد و به تابع هزینه ناشی از تغییر مختصات نقاط می، −
)8( ( , ) . .i id i i i iP P C Cf P P+ − + −= + 

در ایـن مقالـه جهـت سـادگی     باشد.  ،  بودجه مورد نظر براي تغییرات در مختصات نقاط میBگردد.  تعریف می
,را براي هر icمقادیر ,...,i n= 1 تـوان   بنابراین مـی  ایم؛ در نظر گرفته Cبرابر با یک مقدار ثابت مثبتی همچون ، 2

 ) را به صورت زیر نیز بازنویسی نمود: 6محدودیت (
 

)9( .
kn

ij ij
i j

Bp p
C

β+ −

= =

+ ≤ =∑∑
1 1 

67 

www.SID.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

 باشد. سازي غیر خطی می له بهینهیک مسا  )،7) تا (5(هاي  و محدودیت )4ریزي بالا با تابع هدف ( مدل برنامه
 
 plدر صفحه با نرم  اي میانه پشتیبان معکوس نوع محدودیت بودجه -2له مسا  2-1

Ω مدل  Rرا در فضاي  1 pکه  pl، و با نرم2 >  گردد: بندي می صورت زیر مدل باشد، به می 1
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 ) یک تابع غیرخطی است.10تابع هدف (
}اگر براي هر جفت راس مانند   , }m m1  تعریف کنیم: 2
)14( ( , ) ( , ).m m I I=∏ 1 2 1 2 

 که: طوري به
)15( { }| ( , ) ( , ) .i iI i d X m d X m= ≤1 1 2 

 و 
)16( { , ,..., } \ .I n I=2 11 2 

Iهاي  آنگاه با توجه به مجموعه Iو  1 Ω له ، مدل مسا2  صورت زیر بازنویسی نمود: توان به را می 2
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∑ 1 2
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2 2 1 
)کـه   طوري به , )i i iξ ζ ζ= 1 )، میـزان تغییـرات مختصـات نقـاط     2 , )i i iX x x= 1 باشـد. حـال دو لـم زیـر را      مـی  2

 توان  براي مدل فوق بیان کرد. می
Ω له تابع هدف مسا :  1لم   ، محدب است. 3
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ــرار  ــات: قــ ــی اثبــ ــیم  مــ )دهــ , , , ) ( , , , )i i i ia x b y s s s s Sζ ζ− − = ≡1 1 2 1 1 2 3 ــد  4 ــرض کنیــ >. فــ < λ و  1

( )( ) p p pf S s s s s= − + −
1

1 2 3 )دهیم  باشد. نشان می 4 )f S   :محدب است. داریم 
 ( ( ) )                           

          ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )

             ( ( ) ( )( ) ( ( ) ( )( )

p p p

p

f S S

s s s s s s s s

s s s s s s s s

λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

′ ′′+ − =

 ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ − − + − + + − − + − 

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= − + − − + − + − −

1

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 1 2 3 4 3 4

1

1 1 1 1

1 1

( ) ( )

                    ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

                            = ( )

                       

p p

p p p pp p

p p p pp p

s s s s s s s s

s s s s s s s s

λ λ λ λ

λ λ

 
 

   ′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′≤ − + − + − − + − −   

′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′− + − + − − + −

1

1 1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 1

1

               ( ) ( ) ( ) 
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)بنابراین تابع  )( ) p p p
i i i if S x a y bζ ζ= + − + + −

1

1 1 2 ب لذا با توجه به مثبـت بـودن ضـرای     محدب است؛ 1

iw  وρ    تـوان نتیجـه گرفـت کـه عبـارت       ، و با توجه به اینکه جمع تعداد شمارا تابع محـدب، محـدب اسـت مـی

( )( ) p p p
i i i i i

i I

w x a y bρ ζ ζ
∈

− + − + −+∑
1

1

1 1 2 تـوان ثابـت نمـود کـه      طور مشابه می باشد. به ، محدب می11

بنـابراین بـا توجـه بـه اینکـه جمـع چنـد تـابع محـدب، محـدب           باشند؛  هاي  دیگرتابع هدف  نیز محدب می قسمت
Ω له اتوان نتیجه گرفت که تابع هدف مس باشد می می  نیز محدب است. 3

Ω له مشتقات تابع هدف مسا : 2لم   نشده است.، در بعضی از نقاط، تعریف 3
 گردد، تعریف نشده هستند. ها صفر می اثبات : مشتقات تابع هدف در نقاطی که مخرج آن

Ω لهط ناپیوستگی گرادیان تابع هدف مسا)، نقا2با توجه به لم ( ،  نقاطی هستند که مخرج مشتقات جزئـی صـفر   3
Ω له مشتقات جزئی تابع هدف مساپیوستگی گردند. براي از بین بردن نقاط نا  می را کـه یـک    εتـوان مقـدار   ، می3

)، 17گردد تا مخرج مشتقات جزئی رابطـه (  ) اضافه نمود این امر باعث می17عدد کوچک و مثبت است به رابطه (
Ω له و موجود باشند؛ بنـابراین تقریبـی از  مسـا    آن همواره پیوسته ییچ عنوان صفر نگردند و مشتقات جزیبه ه را  3

 کنیم:   صورت زیر تعریف می به
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εبنابراین وقتی Ω له ، مقدار تابع هدف مسا0→ 4) ،BR2MPH لهتابع هدف مسـا ) با مقدار Ω 3) ،BR2MP (
 ) مشاهده نمود. 3توان در لم ( شود. این موضوع را می برابر می

ε اگر : 3لم  Ω له به تابع هدف مسا ε،  خطاي حاصل از اضافه کردن مقدار 0→  صفر است.با  برابر 3
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 توان گفت : همچنین با استفاده از نامساوي مینکوفسکی می
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Ω له در ادامه مسا را در حالت خاصی که  بودجه مورد نظر به اندازه کافی بزرگ باشـد، تـا بتـوان بـه هـر انـدازه        4

βها نزدیک نمود (یعنی، دلخواه نقاط را به سرویس دهنده  )، مورد تجزیه و تحلیل قرار می دهیم.  ∞→
βیعنـی   ؛بزرگ باشد وقتی بودجه مورد نظر به اندازه کافی ) یـک قیـد زائـد بـراي     21، عمـلا رابطـه (  ∞→

تـوان بـا    باشـد مـی   له محدب میکند تابع هدف مسا )، که بیان می1بنابراین با توجه به لم (شود ؛  مساله محسوب می
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Ω له آوردن جـواب بهینـه مسـا   ه دسـت  باشد براي ب استفاده  از شرط لازم بهینگی که شرط کافی بهینگی نیز می 4 ،
یـات آن در بخـش ضـمیمه آمـده اسـت، خـواهیم       بعد از کمی محاسبه که جزینمود.  ارایهیک الگوریتم بازگشتی 

 :داشت
 

)24( 

( ) ( )
. .

,
( )

.
( )

.

| |

| |

i i i i i i
i I i I

a ah

i i i i i ii
i I i I

a a

w x a w x a
Dx Sx Dx Sxf

w x a w x a
D x Sx D x Sx

ζ ζ
ρ

ζ ζζ ρ

∈ ∈

∈ ∈

− − + 
∂  =  + − + −∂

+  ′

+ +


+

′

1 2
1 1

2 1
2 2

1 1 1 1

1 2 11 2

 
 

 

)25( 
 

( )

( ) ( )
. .

.
( )

. .

| |

| |

i i i i i i
i I i I

h

i i

b b

b

i i i ii
i I

b
I i

w y b w y b
Dx Sy Dx Syf

w b w y b
D x Sy x
y

D Sy

ζ ζ
ρ

ζ ζζ ρ

∈ ∈

∈ ∈

− − + 
∂  =  + − + −∂

+  ′ ′

+ +

+
 

1 2
1 1

2 1
2

2 1 2 1

2 2

2

22 2
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بنـابراین وقتـی    م با شـرط توقـف دارد؛  باشد که ارتباط مستقی ي تعداد تکرار در روش ژاکوبی می نشان دهنده kو

وقتـی   )، اسـتفاده نمـود.  28) و (27تـوان از روابـط بازگشـتی (    که بودجه مورد نظر به اندازه کافی بزرگ باشد مـی 
Ω نباشد، دیگر مساله بودجه مورد نظر به اندازه کافی بزرگ حـل   )28) و (27توان بـا اسـتفاده از روابـط (    را نمی 3

له مورد نظـر  ، مساρبا استفاده از یک الگوریتم فراابتکاري فرهنگی و براي حالات مختلفدر ادامه بنابراین  نمود؛
 ایم. را مورد بررسی قرار داده

 هاي فراابتکاري  لگوریتما  3
هاي محاسباتی بوده که براي جستجو و یافتن یـک راه حـل بهینـه     هاي فراابتکاري، زیر مجموعه الگوریتم الگوریتم

هاي تکاملی مختلفی از قبیل انتخاب طبیعی، تکثیر و تولیـد   ها از مکانیسم شوند. آن در یک فضاي پاسخ استفاده می
تـري باشـد    اند. هر موجود کـه بـا پارامترهـاي طبیعـی داراي سـازگاري بـیش       رفتهمثل، جهش و همزیستی، الهام گ

بـه دلیـل ناسـازگاري، هـر چنـد کـه بسـیار         تري براي زنده ماندن خواهد بود و سایر موجـودات  داراي شانس بیش
طور کلی میل بـه جـاودانگی انگیـزه اصـلی بـراي خـود تکثیـري در موجـودات          خوب باشند حذف خواهند شد. به

 باشد. یم
شـود. غالبـا    شـده مـی   ریـزي  برنامـه  جهش در برخی پارامترهاي تصادفی و یا غیر تصادفی باعث تغییرات غیـر 

سـازي   باشند امـا در برخـی مـوارد ایـن نتـایج بـه بهبـود بهینـه         شده،  نامطلوب می ریزي برنامه نتایج این تغییرات غیر
تولید نسل را بهبود ببخشد. مانند همزیستی سگ و گربه کنند.  از طرف دیگر همزیستی نیز ممکن است  کمک می

 تر هستند. که در مقایسه با سایر همنوعان خود به دلیل همزیستی با انسان، باهوش
شـود. ایـن    ها، از یک مکانیسم تکرار ساده بهـره گرفتـه مـی    گونه الگوریتم له به کمک اینبراي حل یک مسا

خشند. بـا  کنند تا نتایج را بهبود ب ها شروع، و در هر نسل تلاش می از پاسخها با یک جمعیت تصادفی اولیه  الگوریتم
هاي ابتکاري و فرا ابتکـاري بسـیاري از قبیـل الگـوریتم ژنتیـک،       هاي مختلف طبیعی، الگوریتم گیري از پدیده الهام
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هـا را   عمومی این الگـوریتم  مراحلتوان  میاند.  مورچگان، زنبور عسل مصنوعی، حرکت ذرات و غیره معرفی شده
 :صورت زیر بیان نمود  به
 ایجاد جمعیت تصادفی پاسخ اولیه. -1

 ها. ها و انتخاب بهترین ارزیابی، مقایسه، رتبه بندي پاسخ -2

 ترکیب جمعیت جدید با استفاده از فرایندهاي طبیعی و بازتولید و ادغام با جمعیت قبل. -3

 له.شرایط مسا)، در صورت محقق نشدن 2(بازگشت به مرحله  -4

 له.خروج در صورت محقق شدن شرایط مسا -5

تقابل فرهنگی و تـاثیر فضـاي فرهنـگ    ها،  ، مطرح گردید. این الگوریتم]16[هاي فرهنگی توسط رینولدز الگوریتم
یک راه حـل   ارایهدهند. تقابل و تعامل فرهنگ و اجتماع، منجر به  و فضاي اجتماعی را با هم مورد بررسی قرار می

هاي فرهنگـی از تکامـل فرهنگـی گرفتـه شـده اسـت. در        شود. ایده اصلی الگوریتم سازي می بهینه مسایلبراي حل 
تـر،   چگونگی تکامل و نقش افراد در اجتماع، در تولید و تغییر فرهنگ، نخبگان و افراد مشهور جامعه با وزن بـیش 

عنـوان مثـال،    غیر مستقیم بر جامعه و فرهنـگ خواهنـد داشـت. بـه    طور مستقیم یا  تري به تر و بیش نقش و تاثیر مهم
توانند آداب و رسوم جاري جامعه (فضاي باور جامعه) را تغییر داده و  افراد ثروتمند جامعه با تکیه بر تمول مالی می

 ها، رفته رفته به فرهنگ تبدیل شوند. با تبعیت سایر افراد جامعه (فضاي جمعیت) از آن
باشد کـه مبنـاي آن جسـتجو در فضـاي جمعیـت        ک الگوریتم فرهنگی یک سیستم دو ارثی میطور کلی ی به

نمایندگی از یک جزء ژنتیکی بر اساس نظریه تکاملی داروین) و  فضاي باور/ فرهنگ (بـه نماینـدگی از یـک       (به
هـاي   ک و سـایر الگـوریتم  هایی نظیر ژنتی جزء فرهنگی) است. این فضاي باور است که این الگوریتم را با الگوریتم

توان گفت، فضاي جمعیت اطلاعاتی را در مورد رفتارهاي شخصی و ژنتیکـی/ فنـوتیپی    می کند. تکاملی متمایز می
 .]16[کند دهد در حالی که فضاي باور اطلاعات فرهنگی افراد جامعه را بیان می جامعه  می

)). این چرخـه  1حال تاثیر بر یکدیگر هستند.(شکل (کنند و دائما در  صورت موازي با هم کار می هر دو فضا به
یابد تا فرهنگ به بهترین فرهنگ و اعضاي جمعیت به بهتـرین اعضـاي جمعیـت همگـرا شـوند. از       قدر ادامه می آن

    جا گردد.ه گردد تا فضاي اعتقادي جامعه نیز جاب شود باعث می طرف دیگر تغییراتی که در خود فرهنگ انجام می
               

                    
 

 . تاثیر فرهنگ بر جامعه و بالعکس.1شکل 

 
 هاي الگوریتم فرهنگی  مشخصه 3-1

 هر دریک الگوریتم فرهنگی، کلی  طور کنیم. به هاي الگوریتم فرهنگی حاضر را بیان می ما در این قسمت مشخصه

کنـد.   مـی  شایستگی ارزیابی تابع و توسط کرده وارد جمعیت فضاي در ژنتیک الگوریتم مانند افراد را ابتدا نسل
 و کنـد  مـی  انتخـاب   هسـتند  باور/ فرهنگی فضاي به دادن شکل مناسب را که پذیرش افرادي تابع توسط سپس

رهنگف  جمعیت 
 

فرهنگ بر جمعیت تاثیر  

جمعیتاعضاي  فرهنگ بر تاثیر  
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جـا فرهنـگ    ایـن  بـرد (در  مـی  بـاور/ فرهنـگ بـه کـار     فضـاي  تغییر و ساختن براي افراد را پذیرفته شده تجربیات
 جمعیـت تـأثیر   فضـاي  در جمعیـت  تکامـل  روي بـر  بـاور،  فضـاي  در شـده  ایجاد شود).  فرهنگ می سازي شبیه

   .گیرد می صورت فرزندان در تولید عملگر، آن اعمال و جهش عملگر دادن تغییر با تأثیر گذارد. این می
مختلفی همچون، فضـاي جمعیـت، فضـاي بـاور /فرهنـگ،       هاي الگوریتم فرهنگی داراي مشخصه بنابراین یک

 باشد. تابع پذیرش، تنظیم اعتقادات/ تابع تاثیر و انتخاب و ارزیابی می
 
 

 فضاي جمعیت    3-1-1
 اسـتخراج  و کـرده  را شـروع  خـود  کـار  اولیـه  دهـی  مقدار با و باشد می جمعیت اصلی فضاي واقع در فضا این

در ایـن مقالـه، نقـاط اولیـه همـان       .گیـرد  می قسمت انجام این در باور/ فرهنگ فضاي در آن ي ذخیره و فرهنگ
کنند. مولفـه جمعیـت یـک الگـوریتم فرهنگـی، مشـابه همـین         که در هر تکرار تغییر می باشند می مسالهفضاي اولیه 

 مولفه در یک الگوریتم ژنتیک است.
 

 انتخابارزیابی و     3-1-2
در هر تکرار باید اعضاي جمعیت که در فضـاي جمعیـت آن تکـرار  قـرار دارنـد توسـط تـابعی ارزیـابی شـوند تـا           

تـر تـابع    مشخص شود کدام یک از این اعضا نسبت به اعضاي دیگر برتري دارد. ملاك برتري، کاهش دادن بیش
) معـین نمـود. ایـن تـابع     17یعنی رابطـه ( ؛لهمسا تابع هدفتوان همان  بنابراین تابع ارزیابی را میهدف مساله است ؛

 ترین کاهش تابع هدف را در پی دارند. ارزیابی، معیاري است براي انتخاب اعضایی که بیش
 

 فضاي باور 3-1-3

مختلـف   هاي هزحو نماینده ها بخش این د.شو می مختلفی تقسیم هاي بخش به فرهنگی الگوریتم یک باور فضاي
 فضـاي  از موفـق  افـراد  شده عمومی تجربیات باور، فضاي دارد. در جستجو فضاي از جمعیت، که هستند دانشی

 در لـذا  شـود؛  مـی  ذخیـره  و گرفته شکل بعدي هاي نسل و نسل سراسر تجارب در این و دست آمده به جمعیتی،

 بـه  و اسـت  تأثیرگـذار  هـا  نسـل  تمـامی  بر تجارب . ایندشو می مدل باور فضاي در افراد فرهنگ واقع اطلاعات

 . ]18،16[است مؤثر جمعیت فضاي کردن هرس براي فضا این درواقع .گردد منتقل می آینده هاي نسل
 و نـامطلوب  هـاي  ناحیه از افراد ساختن دور براي فضاي باور است که جستجو فضاي در ذره یک فرد هر

 مختلفـی  هـاي  دانـش  شـود.  می برده کار جواب، به به نزدیک و امید بخش هاي ناحیه سمت به ها آن سوق دادن

 و تاریخچـه  دانـش  ،)ریختـی  مؤلفـه (توپـوگرافی   دانـش  ،)معیـار (هنجاري دانش ،)وضعی(موقعیتی  دانش نظیر
. در این مقالـه از دو دانـش مـوقعیتی و دانـش هنجـاري بـراي       اند دهش تشکیل باور فضاي براي تشکیل  بازه دانش

)تغییر فضاي فرهنگ استفاده خواهیم کرد. فرض کنید  )B t،داریم :   ، فضاي باور در هر نسل باشد 
)30( ( ) ( ( ), ( )).B t S t N t= 
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)که، طوري به )S t و( )N tموقعیتی (وضـعی) و هنجـاري فضـاي بـاور در نسـل     هاي  ترتیب مولفه ، بهt- نامیـده  ام
 شوند. می

 دانش وضعی :  •
 در کـه  اي هنقط ـ م،یـری گ مـی  نظـر  در وضـعی  مؤلفـه  بـه عنـوان   را )جاري نسل یا (و نسل هر هاي جواب بهترین

 است سراسري ذره بهترین شامل (وضعی)دانش موقعیتی اینجا در د.شو می گرفته نظر در هدف عنوان فرهنگ به

 :شود می وزبه ر فرهنگباور / زیر فضاي رابطه طبق و
 

)31( ( ){ } { } ( )
,...,

i i f x (t)        if min  f(x (t)) < f y(t)
( ) ( )

( )                                  Otherwise
i ns

arc
S t y t

y t
=

  
  = + =  


11 

)که،  )ix (t)باشد. له در هر تکرار می، جواب مسا 

 دانش هنجاري: •
اسـت،   شـده  استخراج خوب ذرات از اي مجموعه از که امیدبخش را و خوب هاي زهبا مجموعه دانش، منبع این

 در و گیرنـد  مـی  خـود  بـه  مناسـبی  شکل باشد هنجارها رقابتی فضا اگر د.کن می نگهداري مسأله از بعد هر براي

هـا داراي چنـد    بنابراین اگر فـرض کنـیم پاسـخ    شود؛ یحاصل م ها جواب بهبود نهایتاً ،هنجارها مراجعه به صورت
1یعنی،؛ مولفه باشند  2( , ,..., )Dx x x x=

 که ،Dهـا یـک    است، بـراي هـر یـک از آن   له ، معرف تعداد ابعاد مسا
گویند. این بـازه، افـراد موجـه یـا پـذیرش شـده را در فضـاي بـاور/          شود که به آن بازه هنجاري می بازه تعریف می

 لذا براي هر متغیر یک فضاي موجه و پذیرش شده داریم. کند؛ فرهنگی، توصیف می
1صـورت   دهـیم و بـه   ،  نمـایش مـی  Nمولفه هنجاري را با  2{ , ,..., }DN I I I=  کنـیم. کـه در آن   ، بیـان مـی

min max( , )i i iI x x= و( , , )i i i ix I L U= باشد که، میiL با ،min
ix  وiU  بـا ،max

ix باشـند و  مـی  ، مـرتبطiL  و

iUبه عبارت دیگر  باشند. ، مقادیر تابع شایستگی در آن حدود میiL  وiU     به ترتیب حد پـایین مقـدار یـک ذره
در هر تکـرار طبـق ایـن دانـش فضـاي       .باشد ام می-iدر تابع هدف و حد بالاي یک ذره از در تابع هدف در بعد 

 شود. تر می هاي خوب نزدیک تر شده و به ناحیه جستجو رفته رفته کوچک
 

 تابع پذیرش 3-1-4
لذا این تـابع مشـخص    ؛کند تابع پذیرش تابعی است یک عضو از جمعیت را براي تاثیر بر روي فرهنگ انتخاب می

توانند بر فرهنگ تاثیرگذار باشند. افراد انتخاب شده توسط تـابع پـذیرش  در هـر تکـرار      که چه افرادي می کند می
شـود. در   سـازي مـی   بـه دو روش اسـتاتیک و دینامیـک پیـاده    دهنـد. تـابع پـذیرش     فضاي تابع پذیرش را شکل می

کـه در روش دینامیـک، تعـداد افـراد      شـوند. در حـالی   بهتر جمعیت انتخاب می n%هاي استاتیک، معمولا  روش
) بـراي  32ي ( از روش دینامیک و  از رابطـه ، ]17[بر اساس منبع  مقاله   موثر ثابت نبوده و قابل تغییر هستند، در این

 تابع پذیرش استفاده شده است.

     )32( ( ) .s
B

nn t
t
γ× =   
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 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

snشده  ارایه، اندازه جمعیت است که در این مقاله براي مثال snکه، طوري به = ، γانتخاب شده اسـت  و   50
γ/ضریبی تجربی بین صفر و یک است که در این مقاله  = 0 باشـد.   ، شـمارنده تکـرار مـی   t، فرض شده است. و3

)که با افزایش تعداد تکرار،  )Bn t رود.   رو به کاهش می 
 تابع تاثیر/ تنظیم اعتقادات     3-1-4

 بـرده  کـل) بـه کـار    بهینـه (سراسـري  بـاور  به ها آن کردن نزدیک و افراد دادن تغییر براي باور درفضاي باورها

 بـر  جهـش  عملگر از استفاده با باور فضاي. ]16[یابد می تحقق تأثیر، تابع از استفاده با تغییرات این که شوند می

 جهش جهت دیگري و جهش اندازه یکی است ممکن راه دو از این تأثیر گذارد، می تأثیر جمعیت فضاي روي

 تـأثیر  ابع، ت ـ]16[مرجـع   مولفـه هنجـاري از   مولفـه وضـعی و   بـه  توجه با است شده سعی مقاله این در .باشد می

هـاي زیـر عمـل     به روشتوانیم  ها می در یک الگوریتم فرهنگی، براي اعمال تغییر در پاسخبنابراین  شود؛ استخراج
 کنیم :

 هنجاري.استفاده از مولفه  -1

 استفاده از مولفه وضعی براي تعیین جهت حرکت. -2

 استفاده از مولفه وضعی براي تعیین جهت و استفاده از مولفه هنجاري براي میزان حرکت. -3

 استفاده از مولفه هاي هنجاري هم براي گام حرکت و هم جهت حرکت:   -4

 یعنی در هر تکرار داریم:  ؛ ها استفاده شده است  در این مقاله از روش چهارم براي تغییر در پاسخ

 

)33( 
min

max

( ) (0,1)      ( ) ( ),

' ( ) ( ) (0,1)      ( ) ( ),

( ) (0,1)      Otherwise.  

i

i

ij j ij

ij ij j ij

ij j

x t N x t x t

x t x t N x t x t

x t N

 + × ≤


= − × ≥
 + × ×

δ

δ

θ δ

 

θکه در آن > θ/گذاري است و براي آن مقداري برابـر بـا    ، ضریب مقیاس0 = 0 ایـم. همچنـین     ، در نظـر گرفتـه  5
0jδمقدار حرکت با  ایـم   ،  از طـول بـازه اسـتفاده کـرده    jδ، نمایش داده شده است. در این مقاله، بـراي تعیـین   <

 یعنی:  

)34( max min( ) ( ) ( ) .j j jt x t x tδ α  = × −  

>α/که،  = <0 0 2 ). همچنین 1 , )N 0  باشد. می 1و انحراف معیار ، متغیري تصادفی با توزیع نرمال با میانگین صفر 1
 صورت زیر بیان نمود. هاي الگوریتم فرهنگی حاضر را به گام توان بنابراین می

 ها. : تولید جمعیت اولیه و ارزیابی آن1گام 
 : آماده سازي فضاي اعتقادي.2گام 
 : انتخاب اعضاي جمعیت براي تاثیر در فرهنگ یا فضاي اعتقادي.3گام 
 هاي فضاي اعتقادي توسط اعضاي منتخب. : تغییر مولفه4گام 
 ها. هاي فعلی و ارزیابی آن هاي جدید با تاثیر فرهنگ بر پاسخ : تولید پاسخ5گام 
 له.در صورت برآورده نشدن شرایط مسا 3: بازگشت به مرحله 6گام 
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 ) به وضوح مشاهده نمود.2توان در شکل ( مراحل بالا را می

 
 نمایی از کارکرد الگوریتم فرهنگی.  .2 شکل

 
 نتایج محاسباتی  4

در ابتدا میانه آورده شده است.  -2ه اي مسال عددي براي معکوس نوع محدودیت بودجه هاي در این قسمت مثال

باشند.  )،  قابل مشاهده می1اند که در جدول ( هاي مثبت در نظر گرفته شده مشتري با وزن 50 شامل مثال یک

) نیز 3) آورده شده است. جدول (2در جدول ( هاي  شده براي نرم ارایههاي مثال عددي  جواب

مقادیر تابع هدف برحسب )، 3کند. شکل ( هاي مختلف بیان می شده را براي نرم ارایهعملکرد الگوریتم فرهنگی 

مختصات اولیه (مربع) و  نهایی (دایره) ) 7) تا (4هاي ( شکل. در دهد نشان می تعداد تکرار را به ازاي 

 آمده است. نقاط به ازاي مقادیر مختلف 

 ها. به همراه وزن آن ) ها مختصات نقاط(مشتري .1جدول 

 ردیف    ردیف   
7 2/53 5/27 26 5 4/43 5/53 1 
8 8/61 2/03 27 6 5/08 3 2 

10 2/42 6/98 28 1 6/61 9/14 3 
5 0/68 7/36 29 6 7/8 2/64 4 
9 0/77 6/32 30 3 6/35 4/52 5 
5 0 5/78 31 4 1/62 3/13 6 
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 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

1 2/06 7/41 32 10 6/97 1/6 7 
9 5/04 7/38 33 8 2/68 5/24 8 
4 3/31 6/28 34 2 6/31 4/87 9 
3 5/61 3/96 35 6 4/7 7/55 10 
7 0/34 3/3 36 6 0/46 3/3 11 
9 1/09 6/31 37 9 9/93 3/23 12 
9 1/44 8/91 38 3 2/02 1/69 13 
3 2/33 4/9 39 7 5/25 9/08 14 
4 6/66 4/2 40 2 6/68 6/65 15 

10 4/49 2/67 41 4 8/39 1/63 16 
3 6/27 4/01 42 4 4/28 1/32 17 
2 2/44 4/35 43 1 5/39 3/04 18 
8 1/4 2/55 44 10 8/32 4/66 19 
3 3/37 6/16 45 9 2/78 0/1 20 
1 6/59 3/91 46 9 8/85 5/2 21 
4 5/94 7/76 47 1 8/54 3/18 22 
8 3/33 0/87 48 8 1/97 8/05 23 
7 8/82 0/09 49 1 0/34 6/25 24 
8 9/5 4/22 50 3 9/92 9/7 25 

 
βسازي شده با بودجه  نتایج شبیه . 2جدول  = 1 ,هاي  ،  براي نرم80 , ,p = 2 4 5 1 0. 

p = 1 0   p = 5   p = 4   p = 2  ) iردیف  ( 
iζ 2  iζ 1   

iζ 2  iζ 1   
iζ 2  iζ 1   

iζ 2  iζ 1  
0/23 2/16  0/08 1/91  0/04 3/34  0/9 0/9 1 

0 0  0 0  0 0  0 0 2 
1/4 1/4  1/14 1/14  1/17 1/17  1/53 1/53 3 

3/02 0/4  2/23 0/25  3/08 0/06  1/89 0/11 4 
1/51 1/51  1/46 1/46  1/48 1/48  1/36 1/36 5 
2/69 0/93  3 0/12  3/83 1/04  2/92 0/84 6 
2/1 1/17  2/21 0/94  1/79 0/88  1/63 1/63 7 

2/44 2/44  2/25 2/25  2/28 2/28  1/66 1/66 8 
1/05 2/33  1/14 1/8  1/78 1/78  1/02 3/58 9 

0 0  0 0  0 0  0 0 10 
5/1 0/5  4/55 0/94  4/17 0/99  4 1/01 11 

4/93 0/88  5/34 0/61  4/84 1/57  4/2 1/13 12 
2/62 0/51  2/82 0/73  2/84 1/06  2/67 0/74 13 
0/52 1/34  0/02 1/46  0/04 1/56  1/09 1/09 14 
1/41 0/43  1/22 1/22  1/37 1/37  0/97 0/97 15 
2/66 0/82  2/76 0/85  3/43 0/94  3/77 0/9 16 
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1/06 1/06  0/82 0/82  0/69 0/69  1/47 1/47 17 
0/82 0/82  0 0  0 0  0 0 18 
2/75 2/75  2/87 1/91  2/79 2/79  2/75 2/75 19 
2/31 2/31  2/29 2/29  2/21 2/21  2/7 2/7 20 
4/23 2/86  4/31 2/2  3/82 2/15  3/14 1/47 21 
3/97 0/68  4/02 0/33  3/32 0/05  3/23 1/62 22 
3/13 0/64  2/72 0/56  2/97 1/36  2/66 0/16 23 
4/25 1/44  4/93 1/04  5/15 0/61  3/88 1/8 24 
5/97 1/75  4/61 2/41  5/3 2/01  4/94 1/01 25 
2/8 2/8  2/31 2/31  1/82 1/82  2/1 2/1 26 
3/7 0/22  3/24 1/06  3/74 0/42  3/72 0/22 27 

2/41 0/48  2/38 0/05  2/09 0/63  2/75 1/71 28 
4/8 0/53  4/76 0/54  4/45 0/43  3/52 0/59 29 

3/89 1/24  3/86 1/12  3/67 1/09  4/38 2/06 30 
4/99 2/12  4/38 1/7  4/92 2/12  5/34 2/76 31 
3/17 0/65  3/55 0/14  2/57 0/58  2/22 0/18 32 

0 0  0 0  0 0  0 0 33 
1/34 1/34  1/21 1/21  1/48 1/48  1/56 1/56 34 
0/23 1/19  0/43 1/38  0/43 2/46  0/03 0/03 35 
5/08 0/63  4/46 0/95  5/09 1/03  3/88 0/22 36 
3/86 0/72  5/23 1/82  3/45 0/94  3/78 0/81 37 
3/6 1/7  3/06 2/09  3/7 1/32  3/04 1/4 38 

2/83 2/83  2/33 2/33  2/33 2/33  2/13 2/13 39 
1/25 1/25  1/69 1/69  1/46 1/46  1/29 1/29 40 

0 0  0 0  0 0  0 0 41 
1/59 1/59  1/5 1/5  1 1  1/66 1/66 42 
2/3 2/3  2/2 2/2  2/42 2/42  1/78 1/78 43 

3/07 0/42  3/5 0/55  3/72 0/73  3/3 0/54 44 
1/31 1/31  1/72 1/72  2/05 2/05  1/16 1/16 45 
1/75 1/75  1/49 1/49  1/17 1/17  1/15 1/15 46 
0/52 0/52  0/65 0/65  0/58 0/58  0 0 47 
1/59 1/59  1/97 1/97  2/1 2/1  1/66 1/66 48 
3/06 3/06  3/8 1/66  3/47 1/96  2/92 2/92 49 
4/42 2/15  4/47 2/19  4/12 1/64  4/01 2/05 50 
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 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

,هاي  مقادیر تابع هدف بازاي نرم .3جدول  , ,p = 2 4 5 1  ، بر حسب تعداد تکرار.0

p تکرار = 2  p = 4  p = 5  p = 1 0  
1 132/8  133/21 130/1 131/11 
2 119 125/12 129/2 127/09 
3 102 125/12 129/2 116/34 
4 80/27 125/12 129/2 104/28 
5 52/12 125/12 129/2 90/603 
. 
. 
. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
499 32/08 11/584 19/35 12/87 
500 32/08 11/584 19/35 12/87 

 
 

 
βمقادیر تابع هدف برحسب تعداد تکرار براي   .3شکل  = 1 80. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1
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3

4
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pمختصات نقاط اولیه (مربع) و نقاط نهایی (دایره) براي  .4شکل  = βو  2 = 1 80. 

 

٣١ ٠ ۶١ ١٢١ ٩١ ٠۵٢ ٢١٣ ١٨٢ ٢۴۴ ٢٧۴ 

ف
ھد

ع 
تاب

ر 
قدا

م
 

P=4

P=5

P=10

P=2
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pمختصات نقاط اولیه (مربع) و نقاط نهایی (دایره) براي   .5شکل  = βو  4 = 1 80. 
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pمختصات نقاط اولیه (مربع) و نقاط نهایی (دایره) براي  .6شکل  = βو  5 = 1 80. 
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pمختصات نقاط اولیه (مربع) و نقاط نهایی (دایره) براي   .7شکل  = 1 βو  0 = 1 80. 
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 میانه پشتیبان با تغییر در مختصات نقاط -2اي  نوع محدودیت بودجه مساله معکوس، فتحعلیو  نظري

دو الگوریتم   نتایج حاصل از این روش را با نتایج در ادامه ،همچنین جهت بررسی کارایی الگوریتم فرهنگی

 مقایسه کرده ایم. )IPSOازدحام ذرات ( افتهیبهبود  تمیالگورو  )PSOازدحام ذرات (فراابتکاري 

توسط کندي و ابرهارت با الهام از  1995باشد که در سال مدرن میهاي تکاملی و روش از جمله PSOروش 

جمعی موجوداتی مثل حشرات، زنبورها، مورچگان و پرندگان ایجاد شده است. هر عضو این گروه رفتار دسته 

در هر  txi)(یعنی ؛ موقعیت هر ذره   کند.براساس اطلاعات و آگاهی خود و اطلاعات کلی گروه حرکت می

 تکرار به صورت زیر تغییر می کند.

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

                                   ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ),

( ),      if   f( ( )) f( ( ))
( )

( ),    if   f( ( )) f(

ij t ij j ij ij

j j ij

ij ij ij

i i i
i

i i

t t c r t y t x t

c r t y t x t

x t x t t

y t x t y t
y t

x t x t y

ν ων

ν

 + = + − + 
 − 

+ = +

+ ≥
+ =

+ + <

1 1

2 2

1

1
1

1
1 1 ( ))i t





 

بهترین مکانی  iy و است کرده تجربه حال تا به ذره که موقعیتی بهترین iyسرعت حرکت ذره،  iνکه در آن
اعداد تصادفی یکنواخت بین jr2و  jr1 همچنین .است شده یافت مجاور ذرات توسط کنون ت است که

( , )1 وc1 وc2 و ادراکی پارامترترتیب  به و بوده معروف دهنده شتاب ضرایب نیز اعداد ثابتی هستند که به 
tωعلاوهه ب در نظر گرفته شده است. 2برابر  c2و c1شوند. در این مقاله مقادیر  می نامیده اجتماعی پارامتر

از رابطه زیر به دست  PSOو در روش  کندتغییر می minωتا maxωطور خطی از  باشد که بهضریب وزنی می
 می آید.

 

 

 

 

 

 

 t
tt .

max

minmax
max 







 −
−=

ωωωω 

ترتیب برابر با  به minωو maxωله است. در این مقالهراحل تعیین شده براي تکرار مساماکزیمم م maxtه در آنک
 حاسبه می شود.صورت زیر م ، بهtωضریب وزنی  IPSO اند. در روش در نظر گرفته شده 2/0و  9/0

 









−+=

dist
dist j

t max_
)( minmaxmin ωωωω 

 

در بین  iyترین فاصله تا ، نیز بیش_distmaxو iyام از بهترین نقطه -jفاصله اقلیدسی عضو  jdistکه،

 .باشدهمه اعضا می

nدر ادامه ابتدا یک مساله با  = که داده هاي آن به طور تصادفی تولید شده اند با سه روش ذکر شده حل شده  40

هاي متفاوت و تحت نرمهاي مختلف در جداول  است. نتایج حاصل به ازاي بودجه هاي مختلف، ضریب شکست

 آمده است.  6تا  4
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n، با  CAو PSO ،IPSOهاي  دست آمده  از روشه . مقایسه نتایج ب4جدول  = βنقطه، بودجه  40 = 750 ،/ρ = 0 و تعداد تکرار 5

t = 1 0 0 ,/هاي  نسبت به  نرم 0 , , ,p = 1 1 5 2 5 10 ، 

Test# p  PSO IPSO CA CPU Time(PSO) CPU Time(IPSO) CPU Time(CA) 
1 1 2/76E+03 2/58E+03 2/26E+03 221/5957 215/6672 170/1564 
2 1/5 2/40E+03 2/25E+03 1/92E+03 225/5517 186/944 125/3256 
3 2 2/09E+03 2/01E+03 1/76E+03 187/8371 205/0468 200/155 
4 5 1/83E+03 1/67E+03 1/30 E+03 216/8669 226/4733 189/4526 
5 10 1/80E+03 1/59E+03 1/49 E+03 198/6228 237/796 147/2568 
 

 
n، با  CAو PSO ،IPSOهاي  دست آمده  از روشه مقایسه نتایج ب. 5جدول  = ρ/نقطه، 40 = 0 3 ،p = و تعداد تکرار 2

t = 1 0 0 ,نسبت به   0 , ,β = 1 0 0 30 0 50 0 70 0، 

Test# β  PSO IPSO CA CPU Time(PSO) CPU Time(IPSO) CPU Time(CA) 
6 100 2/76E+03 2/58E +03 2/26E+03 221/5957 215/6672 170/1564 
7 300 2/40E+03 2/25E+03 1/92E+03 225/5517 186/944 125/3256 
8 500 2/09E+03 2/01E+03 1/8 E+03 187/8371 205/0468 200/155 
9 700 1/83E+03 1/67E+03 1/3 E+03 216/8669 226/4733 189/4526 

 

n، با  CAو PSO ،IPSOهاي  دست آمده  از روشه مقایسه نتایج ب. 6جدول  = βنقطه، 40 = 50 0 ،p = و تعداد تکرار 2

t = 1 0 0 /نسبت به   0 / /, , ,ρ = 0 0 3 0 5 0 8، 

Test# ρ  PSO IPSO CA CPU Time(PSO) CPU Time(IPSO) CPU Time(CA) 
10 0 9/97E+02 8/58E+02 9/36E+02 229/0582 225/9506 216/4194 
11 0/3 2/00E+03 1/82E+03 954/2365 234/9732 113/1259 75/2365 
12 0/5 2/88E+03 2/50E+03 1804/2365 173/9284 117/7811 102/1251 
13 0/8 3/61E+03 3/50E+03 3/32E+04  221/1217 136/5375 114/1258 
 

 ی با تعداد نقاط مختلف و بودجه و ضریب شکستمسایلنتایج حاصل از سه روش ذکر شده براي  7در جدول 

نتایج نشان می دهد که الگوریتم فرهنگی هم از نظر کیفیت جواب و هم از نظر زمان  متفاوت آمده است.هاي 

 محاسبه از هر دو روش دیگر بهتر عمل کرده است.

شده جمعیت اولیه همان نقاط اولیه درنظر گرفته شده اند. البته جمعیت هاي مختلف  ارایهدر الگوریتم هاي 
 ولی بهبود قابل توجهی حاصل نشد.؛ار گرفتند دیگري نیز مورد بررسی قر
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 هاي متفاوت. ، با تعداد نقاط و بودجه و ضریب شکست CAو PSO ،IPSOهاي  دست آمده  از روشه مقایسه نتایج ب .7جدول 

Test# n  β  ρ  PSO IPSO CA CPU 
Time(PSO) 

CPU 
Time(IPSO) 

CPU 
Time(CA) 

14 25 180 0 8/54E+02 8/53E+02 8/33E+02 105/654 114/5105 90/8213 
15 25 180 0/5 1/97E+03 1/92E+03 1/01E+03 105/172 95/2484 98/6714 
16 50 400 0 2/97E+03 2/71E+03 2/61 E+03 213/113 158/5918 140/818 
17 50 400 0/5 5/41E+03 5/24E+03 4/66E+03 117/3339 221/4927 110/0985 
18 70 800 0 5/06E+03 4/84E+03 4/42 E+03 289/1446 234/5359 100/0985 
19 70 800 0/3 8/22E+03 7/21E+03 4/44 E+03 342/5784 218/025 121/8319 
20 100 1500 0 1/31E+04 1/27E+04 1/11 E+04 395/9125 425/532 125/8412 
21 100 2000 0/2 1/56E+04 1/43E+04 1/05 E+04 274/1757 261/1133 132/1811 

 

 تو پیشنهاداگیري  نتیجه 5
میانه پشـتیبان مـورد بررسـی     -2له مکانیابی ايِ یک مسا در این مقاله براي اولین بار معکوس نوعِ محدودیت بودجه

ρشده است.  همچنین در حالتی کـه   ارایهقرار گرفته و براي آن یک مدل ریاضی  = له بـه یـک   باشـد ایـن مسـا    0
میانـه   -2 مسـاله اي  جایی که، معکوس نوع محدودیت بودجـه  گردد. از آن میانه قطعی تبدیل می -2معکوس  مساله

له را بـا اسـتفاده از   اقـرار نگرفتـه بـود، ایـن  مس ـ     در فضاي پیوسته و با روش تغییر در مختصات نقاط مـورد بررسـی  
تعمیم این دو مدل بـراي فضـاهاي غیـر پیوسـته و      هاي فراابتکاري فرهنگی و ژنتیک حل نمودیم. ترکیب الگوریتم

هاي تحقیقاتی دیگـر   تواند از مسیر ها و ... می ها، دور گراف هاي خاصی همچون درخت ها مخصوصا گراف گراف
 .نیز باشد

 ضمیمه
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hبنابراین   ایم؛ وردهعبارت است که در اینجا هر عبارت را در یک سطر آ 4داراي  hfتابع 

i

f
ζ
∂
∂ 1

برابر با جمع  

  ؛یعنی :مشتق هر سطر می باشد به عنوان نمونه مشتق سطر اول 
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 :یعنی؛ ولی از آنجایی که عبارت اول 
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iفقط براي  I∈ iلذا مشتق بالا نیز فقط براي  ؛تعریف شده است 1 I∈  یعنی : ؛ به دست آمده است. 1
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iζحال به طور مشابه اگر مشتقات عبارت سطر هاي دوم و سوم و چهارم را نسبت به  کنیم به ترتیب  نیز محاسبه 1
 رسیم : به عبارات زیر می
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 یعنی :   ؛سطر است 4جمع مشتق هر  برابر با حاصل
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 در نتیجه :
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hحال با مساوي صفر قرار دادن 
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∂ 2

 یات آن در زیر آمده است رسیم که جزی می 28و  27به روابط  
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iاگر  I∈  صورت : در این 1
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iبراي  I∈  نیز به صورت مشابه داریم: 2
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iζحال با استفاده از روش هاي تکراري همچون روش ژاکوبی  ه بتوان  میرا با یک خطاي  از پیش تعیین شده  1
 بنابراین :؛  دست آورد
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 در عبارات بالا تعداد تکرار است. kمنظور از
iζبه طور مشابه براي   نیز می توان این روابط را اثبات نمود. 2
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