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چکیده
ــورد  ــه م ــول تعمیم‌یافت ــتیک ماکس ــدل ویسکو-هایپرالاس ــتفاده از م ــا اس ــری ب ــزش دیســک دوار پلیم ــده خ ــق، پدی ــن تحقی در ای
بررســی قــرار گرفتــه اســت. پ��س از اس��تخراج معادل�ـه دیفرانس�ـیل جزئ�ـی تع��ادل لاگران��ژی حاک��م ب��ر مسئ�ـله، تحلیــل دیســک دوار بــا 
کدنویســی در FlexPDE انجــام شــد. مدل‌ســازی دیســک در ANSYS بــا کدنویســی در محیــط APDL، نشــان داد کــه جابجایــی شــعاعی 
و تنــش ون-میــزز، تطابــق بســیار خوبــی بــا نتایــج FlexPDE دارنــد. مزایــای کدنویســی FlexPDE نســبت بــه انســیس از جملــه تحلیــل 
ــدون  ــر )ب ــت متغی ــف ضخام ــکان تعری ــباتی، ام ــه محاس ــش هزین ــدی، کاه ــل دوبع ــای تحلی ــارن بج یک‌‌بعـد�ی تنش‌‌صفح��ه‌‌ای محورمتق
کدنویســی اضافــی( و نیــاز بــه تعــداد المان‌هــای کمتــر در راســتای شــعاعی بــرای رســیدن بــه دقــت مناســب )لــزوم بکارگیــری 20 المــان 
ــی  �ـه‌‌ای، جابجای �ـش س��رعت زاوی ـن و افزای ـ ب��ا گ��ذر زماـ ــان داده شدـ ــان در ANSYS(، می‌‌باشد.نش ــا 100 الم ــه ب در FlexPDE در مقایس
ــد. مش�ـخص ش��د ک��ه بـا� افزای��ش س��رعت زاوی��ه‌‌ای و  ش��عاعی و تن��ش ون-می��زز دیسکــ دوار ناش�ـی از پدی��دۀ خ��زش، افزای��ش می‌‌یاب
کاهشــ ت��وان در پروفیـل� ضخام��ت ، مق��دار جابجای��ی و تن��ش ون-می�ـزز در یکــ زمـا�ن مش��خص، افزایــش می‌‌یابــد؛ امــا تغییــر در ســرعت 
ــار اعمال�ـی( و تغیی��ر در پارامتــر  )به‌عنــوان یـک� مش��خصه‌‌ی هندســی(، تأثیــر چندانــی در زمــان آرامــش دیســک  زاوی�ـه‌‌ای )به‌عن��وان ب

دوار نــدارد.
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Abstract

This research investigates the creep phenomenon of a polymeric rotating disk using the generalized Maxwell’s visco-hyper-
elastic model. After extracting the Lagrangian partial differential equation of equilibrium governing the problem, the rotating 
disk was analyzed by scripting in FlexPDE. The disk modelling in ANSYS with coding in the APDL environment showed that 
the radial displacement and Von-Mises stress are in excellent agreement with the FlexPDE results. The advantages of FlexPDE 
over ANSYS include one-dimensional analysis of axisymmetric plane stress instead of two-dimensional analysis, reduction of 
computational cost, possibility of defining variable thickness (without additional coding) and need for fewer elements in the ra-
dial direction to achieve acceptable accuracy (necessity of using 20 elements in FlexPDE compared to 100 elements in ANSYS). 
It was shown that with the passage of time and the increase in angular velocity, the radial displacement and Von- Mises stress 
of the rotating disk due to the creep phenomenon increase. It was shown that by increasing the angular velocity and decreasing 
the power in the thickness profile , the displacement and Von-Mises stress at a specific time increase, but the change in angular 
velocity (as the applied load) and the change in parameter  (as a geometric characteristic) do not have much effect on the relax-
ation time of the rotating disk.

Keywords

Creep, Generalized Maxwell model of visco-hyperelasticity, Non-uniform polymeric rotating disk, FlexPDE, ANSYS APDL.

Hassani@nit.ac.ir ،علی حسنی
*

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir



علی حسنی و همکارانتحلیل خزش دیسک‌های دوار ضخامت متغیر ویسکو-هایپرالاستیک116

 مقدمه-1 

دیســک‌های دوار در صنایــع مختلــف از جملــه هوافضــا، 

پم�ـپ و کمپرس�ـورهای س�ـانتریفیوژ، روتوره�ـا ]1[، دیســک ترمــز 

ــای  �ـن ]3[ کاربرده �ـراپ، توربوف �ـت، توربوپ و کلاچ ]2[ و توربوج

فراوان��ی دارن��د. قرقره‌‌ه��ا و دیسـ�ک‌‌های ذخیره‌ســازی رایانــه 

ــتیک  ــزای ویسکوالاس ــرد اج ــی از کارب ــز به‌عن��وان نمونه‌‌های نی

�ـه می‌‌ش�ـوند ]4[. دیســک‌های دوار را  دیس��ک دوار در نظ��ر گرفت

از نظــر ضخامــت بــه ســه دســتة ضخامــت ثابــت، ضخامــت متغیــر 

ــا  ــن ب ــرد ]5[. همچنی ــیم ک ــوان تقس ــی می‌ت ــی و غیرخط خط

تقسـی�م‌‌بندی از نــگاه نــوع بــار وارده، بارهــای مکانیکــی، حرارتــی 

�ـت ]4[. �ـر گرف �ـوان در نظ و ترمومکانیک��ی را می‌‌ت

در اکثــر کاربردهــای دیســک دوار، ســرعت دورانــی بــالا مــدّ 

ــا ســرعت  نظ�ـر اس�ـت ]6[؛ ب��رای مث��ال در توربین‌‌هــا، دیســک ب

ــن  ـری ‌کــه در توربی �ـه‌‌ای زی��ادی دوران پی��دا می‌‌کن��د به‌طوـ زاوی

فضاپیماهــا تجربــه ســرعت صدهــزار دور بــر دقیقــه، امــری عــادی 

ــای  �ـز ب��زرگ و تنش‌‌ه ــب نی��روی گری��ز از مرک ـ موج �ـت کهـ اس

در شــرایط  ازآنجاییکــه   .]7[ دیسـ�ک می‌شـ�ود  در  شـ�دیدی 

ســرعت دورانــی یکســان، تنــش در دیســک دوار ضخامــت متغیــر 

ــر  ــت کمت ــت ثاب ــک دوار ضخام ــی از دیس ــل توجه ــور قاب به‌‌ط

استــ، عمدت��اً از دیس��ک دوار ضخامــت متغی��ر اس��تفاده می‌‌شــود 

]6[. کــم بــودن وزن دیســک، بــرای بهبــود کارکــرد دســتگاه در 

صنایـع� هوای��ی و همچنی��ن درنظرگی��ری هزینه‌‌هــای اقتصــادی، 

موجبــ می‌‌شــود کــه در طراحــی دیســک‌های ضخامــت متغیــر، 

بیشــترین ضخامــت را لبــة درگیــر داخلــی دیســک داشــته باشــد 

]2, 8[. اعمــال پروفیــل کاهشــی در ضخامــت دیســک دوار 

موجبــ می‌‌شــود کــه جــرم بیشــتر در شــعاع کمتــر قــرار گیــرد و 

در نتیجــه منجــر بــه کاهــش حداکثــر تنــش اعمالــی بــه دیســک 

ــی  ــرعت دوران ــالا و س ــای ب ــک در دم ــرد دیس ــردد. کارک دوار گ

ــل  ــی قاب ــی و حرارت ــای مکانیک زی��اد، منج��ر ب��ه ایج��اد تنش‌‌ه

ــای  ــن در حالیســت کــه دم توج��ه در دیســک دوار می‌‌گــردد؛ ای

ــک  ـ م��اده س��ازنده‌‌ی دیس ـاص مکانیکیـ ــب اف��ت خوـ ب��الا موج

�ـذا تحلی��ل تنش-کرن��ش دیس��ک‌‌های دوار ناشــی از  می‌‌گ��ردد. ل

بارگــذاری مکانیکــی و حرارتــی به‌‌طــور چشــمگیری مــورد توجــه 

محققــان بــوده اســت. 

چ�ـادوری و گوپت�ـا ]9[، به تحلیل هایپرالاســتیک دیســک دوار 

توپــر و حلقــوی ضخامــت متغیــر بــا تغییــر شــکل‌های الاســتیک 

ــا فــرض مــدل ســاختاری مونــی- ب�ـزرگ در م��واد تراکم‌‌ناپذیــر ب

ریولی��ن پرداختنـد�. آن‌‌ه��ا نشـا�ن دادن��د س��رعت زاوی��ه‌‌ای مجــاز 

بــرای یــک دیســک توپ��ر باــ ضخامتــ متغی��ر، دو براب��ر بزرگ‌‌تــر 

از یــک اســتوانه توپــر بــا ضخامــت ثابــت اســت کــه حــول محــور 

خ��ود می‌‌چرخـ�د. اراسـ�لن و همـ�کاران ]10[ حــل تحلیلــی 

ــاده  ــرض م ــا ف ــی را ب ــت نمای ــرات ضخام ــا تغیی ــک دوار ب دیس

ــکا  ــلیم ترس ــار تس ــتفاده از معی ــا اس ــی و ب ـنده‌‌ی خط سخت‌‌شوـ

ــی- ــل حرارت ارائ��ه کردن��د. کردخیل��ی و هم��کاران ]11[ تحلی

کشس��ان دیس��ک دوار م��درج تابع��ی را ارائ��ه کردن��د. آن‌‌هــا معادله 

�ـا اس��تفاده از تقس��یم‌‌بندی  �ـر مس��ئله را ب ـل حاک��م ب دیفرانسیـ

ــر  ــک و در نظ ــای( باری ــای )نواره مج��ازی دیس��ک ب��ه حلقه‌‌ه

گرفت��ن ش��رط پیوس��تگی لازم بی��ن حلقه‌‌‌‌هــای مجــاور و اعمــال 

ش��رایط م��رزی دیس��ک دوار، ب��ه مجموع��ه‌‌ای از معــادلات جبــری 

ــد.  ــل کردن ــان تبدی ــل حرارتی-کشس ــن ح ــرای تعیی ــی ب خط

حس�ـنی و هم�ـکاران ]6[، حــل نیمــه دقیــق دیســک دوار ضخامــت 

ــا  ــذاری کشســان-حراتی را ب ــی تحــت بارگ ــدرج تابع ــر و م متغی

اســتفاده از روش‌‌هــای تحلیلــی هموتوپــی لیائــو، تجزیــه آدومیــان 

ــد.  ــا ف��رض تنش‌‌صفح��ه‌‌ای حــل کردن ـ ه��ی ب ـار تغییراتیـ و تکرـ

ــق  ــا، تطاب ــددی رانگ-کوت ــج روش ع ــا نتای ــه روش ب ــج س نتای

خوب�ـی داش�ـتند. همچنی�ـن حس�ـنی و هم�ـکاران ]12[، بــه تحلیــل 

حرارتی-کشسان-مومســان دیس��ک‌‌ دوار ضخامــت متغیــر مــدرج 

ــا  ـده‌‌ی الاستیک-س��خت شـو�نده‌‌ی خطــی ب تابعــی ب��ا فـر�ض ماـ

ــا و  ــو و روش رانگ-کوت ــی لیائ ــی هموتوپ بکارگی��ری روش ‌‌تحلیل

ــه  ــا ب ــع دم ــا از توزی ــان محــدود ANSYS، پرداختن��د. آن‌‌ه الم

فــرم توانیــ ب��ا دم��ای بیش��تر در لب��ه‌‌ی خارجی دیســک، اســتفاده 

ــی  ــی تحلیل �ـکاران ]13[ بررس �ـی و هم �ـلمانی تهران �ـد. س کردن

اثــرات تغییــر چگالــی، تنــش تســلیم و نســبت شــعاع داخلــی بــه 

ــی دوار  ــدرج تابع ــر الگــوی شــروع تســلیم اســتوانه م خارجــی ب
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ــش  ــت کرن ــک در حال ــکل‌‌های کوچ ب��ر اسـا�س تئ��وری تغییرش

ــا فــرض مــدول  صفح��ه‌‌ای و بــر مبنــای معیــار تســلیم ترســکا ب

یانــگ، چگالــی و تنــش تســلیم به‌‌صــورت توابــع نمایــی را انجــام 

دادن��د. آن‌‌هــا نشــان دادنــد کــه پارامترهــای هندســی و مــادی بــر 

ــت.  ــذار اس ــلیم، تاثیرگ ــروع تس ــی ش ــا و چگونگ ترتیـب� تنش‌‌ه

ــددی دیســک دوار  ــی و ع �ـکاران ]2[، حــل تحلیل حس�ـنی و هم

مــدرج تابعــی ضخامــت متغیــر در معــرض بــار حرارتــی و فشــار 

ــن  ــی میندلی ــه اول برش ــوری مرتب ــتفاده از تئ ــا اس ــی را ب جانب

ــر  ــم ب ــادلات حاک ــتخراج مع ــس از اس ــا پ ارائ��ه کردن��د. آن‌‌ه

ــو، روش  ــی لیائ ــی هموتوپ ــتفاده از روش تحلیل ــا اس ــئله، ب مس

تحلیلــی تجزیــه آدمیــان، روش عــددی رانگ-کوتــا و روش المــان 

ــئله را  ــر مس ــم ب ــیل حاک ــادلات دیفرانس ــیس، مع ــدود انس مح

حــل کردن��د و اث��رات دمـا�، ش��اخص درجه‌‌بنــدی مــاده، ســرعت 

زاوی�ـه‌‌ای و ب��ار جانب��ی را ب��ر مولفه‌‌هــای جابجابــی و تنــش ارائــه 

ــد. داده و بحــث نمودن

اس��تفاده از مدل‌‌ه��ای س��اختاری م��واد جامدــ ارائه‌‌کنن��ده‌‌ی 

خــواص توأمــان الاســتیک و ویســکوز، تحــت عنــوان کلــی مــواد 

ــان  ــط محقق ــه توس ــت ک ــه اس ــن ده ــتیک، چندی ویسکوالاس

منظــور  بــه  بهبــود  و  گســترش  حــال  در  و  شــده  شــروع 

ــت  ــا دق �ـر پدیده‌‌هــای خــزش و آرامــش تنــش ب ـ بهت پیش‌‌بینیـ

بیش��تر و هزین��ه محاس�ـباتی کمترــ می‌‌باش��د. نمون��ه‌‌ای از تــاش 

بـر�ای بهینه‌‌ســازی مدل‌‌هــای ســاختاری ویسکوالاســتیک در 

سـ�ال‌‌های اخیــر، اســتفاده از معــادلات دیفرانســیل کســری 

ــح  ــه‌‌ی صحی ــتقات مرتب ــا مش ــیل ب ــادلات دیفرانس ــای مع به‌‌ج

می‌‌باشـ�د )بـ�رای مثـ�ال  ]14, 15[(. همچنیــن از مــواد دارای 

خاصی��ت ویسـک�وز، به‌‌دلی��ل ذات مســتهلک‌‌کنندگی انــرژی 

ــده در  ــوان میراکنن ــه عن ــی ب ــه دارن��د در س��ازه‌‌های ارتعاش ک

بکارگیــری  آن  لازمــه  کــه  می‌‌شــوند  اس��تفاده  تکیه‌‌گاه‌‌ه��ا 

ــای  ــادلات س��اختاری حاکـم� ب��ر م��واد ویسکوالاس��تیک به‌‌ج مع

مـو�اد الاسـ�تیک می‌‌باشـد� )ب��رای مث��ال بکارگیـر�ی م��اده‌‌ی 

�ـی در ]16[(. ـ تعمیم‌‌یافت��ه‌‌ی خط ویسکوالاس��تیک کلوین-ویتـ

ــت  ــازه تح ــکل س ــر ش ــی تغیی ــزش، یعن ــده خ ــازی پدی مدل‌‌س

ــش،  ــش تن ــده آرام ــان، و پدی ــذر زم ــا گ ــت ب ــی ثاب ــار مکانیک ب

ــذر  ــا گ ــت ب ــازه تحــت تغییرشــکل ثاب ــش س ــی کاهــش تن یعن

ــتیک و  ــاختاری ویسکوالاس ــادلات س ــتفاده از مع ــا اس ــان، ب زم

ویسکوپلاســتیک امکان‌‌پذیــر اســت. کارکــرد قطعــات تحــت 

ــی، منجــر  ــی طولان بارگ��ذاری مکانیکــی ب��رای ی��ک دوره‌‌ی زمان

ب��ه ایجاــد تغییرش�ـکل‌‌های ناخواس��ته ناشــی از پدی�ـده‌‌ی خــزش 

�ـه دیس��ک‌‌ها و ســیلندرهای  �ـات از جمل در م��اده‌‌ی س��ازندۀ قطع

ــت  ــه از دس ــر ب ــد منج دوار می‌‌گ��ردد ک��ه ایـن� پدی��ده، می‌‌توان

رفت��ن کارایـ�ی سـ�ازه گ��ردد. تلاش‌‌های��ی ب��رای مدل‌‌ســازی 

پدیــده خــزش در دیســک و ســیلندر دوار در ادبیــات بــه چشــم 

می‌‌خــورد. 

�ـگ ]17[، در بررس��ی تم��اس غلتش��ی دیس��ک‌‌های دوار  فن

ویسکوالاس��تیک ضخامــت ثاب��ت بــا فرــض کرنش‌‌هــای بــزرگ و 

ــتیک  ــادلات ویسکوالاس ــتفاده از مع ــا اس ــر، ب �ـاده‌‌ی تراکم‌‌ناپذی م

کریستینســن و فــرض نمایــی بــودنِ تابــع رهایــش و حــل 

انتگــرال درونــی به‌صــورت بازگشــتی، معــادلات حاکــم بــر 

مسـئ�له را به‌‌دسـ�ت آورد. الام و همــکاران ]18[، بــه تحلیــل 

ــه  ــد و ب ــر ویسکوالاســتیک پرداختن دیســک دوار ضخامــت متغی

کمــک رابطــۀ تنش-کرنــش خطــی هوکیــن، نتایــج عــددی بــرای 

جابجای��ی و تن��ش شـ�عاعی پروفیل‌‌هــای مختلــف دیســک را 

ــا، در  ـره تنش‌‌ه �ـد. همچنی��ن، ب��ه تحقی��ق درباـ به‌دس��ت آوردن

دیســک دوار ضخامــت متغیــر متحمــل پوشــش ویسکوالاســتیک 

ــور پرداختنــد و در ادامــه، راهکارهــای تحلیلــی بــرای  هم‌مح

ویسکوالاســتیک  متغیــر  ضخامــت  حلقــوی  دیس��ک‌‌های 

 ،]19[ و همـ�کاران  گانگولـ�ی  نمودنـ�د.  ارائـ�ه  را  ارتوتروپیـ�ک 

المــان شــافت جدیــدی را بــرای دیســک ویسکوالاســتیک خطــی 

ــه  ــد ک ــنهاد دادن ــی پیش ــای حقیق �ـا کرنش‌‌ه ــت ثاب��ت ب ضخام

در آن، مــدل ویسکوالاســتیک ماکســول-ویچرت متشــکل از یــک 

ــه  �ـه‌‌کار رفت ـ ش��اخه الم��ان ماکس��ول، ب ـیک و سهـ ش��اخه الاستـ

ــش  ــرخ کرن ــش و ن ــن کرن ــر درنظرگرفت ــاوه ب ــا ع اس��ت. آن‌‌ه

ــر  ــرخ آن در نظ ــراه ن ــه هم ــی ب ــش اضاف ــک کرن ــتیک، ی الاس

ــل  ــد و در تحلی ــی دارن ــازی، جابجای ــورت مج ــه به‌ص ــه ک گرفت
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�ـو ]20[،  �ـوزاس و فونچزات �ـد. ب الم��ان محـد�ود از آن به��ره برده‌‌ان

ــکوز،  ــواص ویس ــا خ ــش ب ــع تن ــتگی توزی ــی وابس ــرای بررس ب

ــای  ـدی و ب��ا ف��رض کرنش‌‌ه ــری و عدـ �ـوب نظ ــک چارچ در ی

ــورد  ــرخ ن ــرای چ ــدود ب ــان مح ــدی الم ب��زرگ، ی��ک فرمول‌‌بن

ــه  ــد ک ــه گرفتن ــا نتیج ـیک در نظ��ر گرفتن��د. آن‌‌ه ویسکوالاستـ

ــب  ــرعت، ضری ــی از س ــوان تابع ــاف ق��درت به‌‌عن حداکث��ر ات

اصط��کاک و ویسـک�وزیته می‌‌باش�ـد. توکل�ـی و هم�ـکاران ]21[، بــه 

مطالع��ة ماتریســ بین‌‌لای��ه‌‌ای یــک دیســک دوار ویسکوالاســتیک 

ــد و  ــات شــعاعی و محیطــی پرداختن ــر در جه خطــی دارای فیب

ــتیک آن را  ــخصات ویسکوالاس ــک، مش ــش کوچ ــرض کرن ــا ف ب

ب��ا آزم��ون خ�ـزش ب��ا نرخ‌‌هاــی متف��اوت تعییـن� نمودن��د. آن‌‌هــا 

بــا آزمایــش، نتیجــه گرفتنــد هرچــه نــرخ کرنــش بالاتــر باشــد، 

ــر  ــد و کمت ــش پی��دا می‌‌کن �ـه‌‌ای افزای س��ختی ماتری��س بین‌‌لای

ــود.  ـر می‌‌ش ــرژی بیشتـ �ـرخ کرن��ش، س��بب ج��ذب ان ب��ودن ن

ــه و  ــم اولی ــن رژی ــر گرفت ــا در نظ �ـکاران ]22[، ب �ـی و هم ژرف

Al- ثانوی�ـه‌‌ی خــزش، تغییــر شــکل دیســک دوار مــدرج تابعــی

ــه،  ــم یافت ــع دیفرانســیلی تعمی ــا اســتفاده از روش تربی SiC را ب

ــی را  مطالع�ـه کردن��د. آنه��ا مع��ادلات خ��زش ب��ر پای��ه‌‌ی جابجای

ــی  ــادل، ســاختاری و کرنش-جابجای ــادلات تع ــتفاده از مع ــا اس ب

به‌‌دســت آوردنــد و نشــان دادنــد کــه نــرخ خــزش، بــه مقــدار دمــا 

و درص��د ذرات تقویت‌‌کننــده، بســتگی دارد. کوهلــی و همــکاران 

]23[ تحلیــل خــزش ســیلندر کامپوزیــت Al-SiCp تحــت فشــار 

ــد.  ــام دادن ــی انج ــزرگ هنک ــای ب ــا ف��رض کرنش‌‌ه ـ را ب داخلیـ

ــر  �ـد ک��ه اگ��ر کرنش‌‌ه��ای ب��زرگ امکان‌‌پذی آنه��ا نشـا�ن دادن

باش�ـد، طراح��ی س��یلندر برمبن��ای تئ��وری کرنش‌‌هــای کوچــک 

ب��ه نتای�ـج غیرقاب��ل اطمین�ـان، منج��ر می‌‌گــردد. خانــا و همــکاران 

ــت  ــک دوار ضخام ــزش دیس ــر خ ــانگردی ب ــر ناهمس ]24[ تاثی

ــا  ـ کردن��د. آن‌‌ه ــی 6061Al-SiCw را مطالعهـ ــدرج تابع ــر م متغی

ــا  ــد ک��ه ضخام��ت و مق��دار تقویت‌‌کنن��ده‌‌ی SiCw ب فرــض کردن

قان�ـون توان��ی در راس��تای شـع�اعی، کاهـش� می‌‌یابــد و همچنیــن 

ــد  ــان دادن ــا نش ــتفاده کردن��د. آن‌‌ه �ـار تس��لیم هی��ل اس از معی

ــک،  ــاده‌‌ی دیس �ـه در آن م کـه� حض��ور نوع��ی ناهمس��انگردی ک

اســتحکام تســلیم کمتــر در جهــات شــعاعی و محیطــی نســبت 

ب��ه جه��ت مح��وری را ارائـه� ده��د، در کاه��ش تنش‌‌هــای ناشــی 

از خــزش و ن��رخ خ��زش در دیس��ک دوار در مقایســه بــا دیســک 

ــد.  ـ می‌‌باش م��درج تابع��ی همسـا�نگرد مفیدـ

ب��رای ح��ل دیس��ک‌‌های دوار ضخامــت متغیر ویسکوالاســتیک 

در محــدودۀ غیرخط��ی، به‌‌دلیــل پیچیدگــی معــادلات حاکــم بــر 

مســئله معمــولاً از رویکــرد عــددی ش��امل اس��تفاده از نرم‌‌افزارهای 

برنامه‌‌نویســی  ی��ا کدنویس��ی در محی��ط زبان‌‌ه��ای  تج��اری 

�ـاری ANSYS و  �ـای تج اس��تفاده می‌‌ش��ود. تاکن��ون، نرم‌‌افزاره

Abaqus در ای��ن زمین��ه بیش��تر م��ورد توج��ه بوده‌‌ان�ـد و تحلیــل 

ــا  خــزش دیســک دوار ضخامــت متغیــر ویسکو-هایپرالاســتیک ب

ــور  ــط FlexPDE انجـا�م نش��ده اس��ت. به‌‌ط ــی در محی کدنویس

ــازی  ـ مدل‌‌س ــای FlexPDE ایـن� اس��ت کهـ ــی از مزای ــی یک کل

نظیــر  تجــاری  نرم‌‌افزارهــای  در  ک��ه  فیزیکـی�  پدیده‌‌ه��ای 

ــرای آنهــا تعریــف نشــده اســت،  ــی ب ANSYS و Abaqus المان

ــب  ــدۀ تخری ــل پدی ــرای تحلی ــال، ب ــرای مث ــر اســت. ب امکان‌‌پذی

حجم��ی مـ�واد پلیم��ری تخریب‌‌پذی��ر تراکم‌‌ناپذیـ�ر ]25, 26[ 

 ANSYS و تخریب‌‌پذی��ر تراکم‌‌پذیـ�ر ]27[، هیــچ المانــی در

تعریــف نشــده اســت و بــرای تحلیــل رفتــار مکانیکــی پلیمرهــای 

ــت  ــر رطوب ــت اث ــیدگی )و تح ــی از کش �ـت‌‌تخریب‌‌پذیر ناش زیس

ــده در  ــخص( به‌‌دلیـل� ع��دم حض��ور الم��ان از پیش‌‌تعریف‌‌ش مش

Abaqus مجبــور بــه کدنویســی در ســابروتین UMAT هســتیم 

]28[. همچنیــن ممکــن اســت کــه المانــی در ANSYS تعریــف 

شـ�ده باشـ�د، ام��ا قابلیت‌‌هــای محــدودی بــرای آن در نظــر 

گرفتــه شــده باشــد. بــرای مثــال، مطالعــۀ مــواد پروالاســتیک در 

 CPT212 ــۀ اول ــدی مرتب ــای دوبع ـ المان‌‌ه ANSYS از طریقـ

ــارن و  ــالات محور-متق ــط ح ــرای فق ــۀ دوم CPT213، ب و مرتب

ــۀ  ــکان مطالع ــا ام �ـت ]29[. ام �ـر اس کرنش-صفح��ه‌‌ای امکان‌‌پذی

تغییــرات درصــد تخلخــل ناشــی از بارگــذاری در حالــت دوبعــدی 

 ANSYS و تحلیـ�ل س��ه‌‌بعدی مــواد پرو-هایپرالاســتیک در 

وجـ�ود نـ�دارد ]30[. همچنیــن در ANSYS امــکان تغییــر 

ــذاری  ــرات بارگ ــا تغیی ــان و ی ــذر زم ــی از گ ــاده ناش ــواص م خ
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 ANSYS ــاده در ــواص م ــر، خ ــارت دیگ ــه عب ــدارد؛ ب ــود ن وج

ــر ثابتــی هســتند. ماننــد ضریــب نفوذپذیــری مــاده پــرو- مقادی

ــذ  ــش درصــد حجمــی مناف ــا افزای ــاً ب ــه منطق هایپرالاســتیک ک

ــدۀ  ــق رابطۀ�� نرمال‌‌ش ــرای مث��ال از طری �ـش یاب��د )ب ـ افزای بایدـ

ــی در اســتفاده از  ـً چنیـن� محدودیت‌‌های کوزنی-کارمــن1(. اساساـ

ــدارد. ــت ن FlexPDE موضوعی

مطالعــات دیســک دوار ویسکوالاســتیک صورت‌گرفتــه در 

ــا  ــت و ی ــت ثاب ــا ضخام �ـک‌‌هایی ب ــاً دیس کارهـا�ی قبلـی�، عمدت

ــای کوچــک را  ـ کرنش‌‌ه دیس��ک‌های ویسکوالاس��تیک خط��ی باـ

در نظـر� می‌‌گیرنــد. ایــن در حالیســت کــه در مــواد نــرم )ماننــد 

ــذاری  ــی از بارگ ــزرگ ناش ــای ب �ـیاری از پلیمره��ا(، کرنش‌‌ه بس

مکانیک��ی، بس�ـیار محتملــ اس��ت. در ایــن پژوهــش، بــا اســتفاده 

از م��دل سـا�ختاری ماکس�ـول تعمیم‌‌یافتــه بــرای تحلیــل دیســک 

دوار ویسکو-هایپرالاســتیک پلیمــری و بــا بکارگیــری مــدل 

ســاختاری نئو-هوکیـن� ب��رای شــاخه‌‌ی الاســتیک ماکســول 

کش��یدگی‌‌ها،  جابجاییــ،  می��دان  مولفه‌‌هاــی  تعمیم‌‌یافت��ه، 

معــادلات  اســتخراج  از  پــس  ش��دند.  اس��تخراج  تنش‌‌ه��ا، 

ــا  ــئله، ب ــر مس ــم ب ــژی حاک ــادل لاگران ــی تع ــیل جزئ دیفرانس

ــدار  ــئله مق ــزار FlexPDE، مس اس��تفاده از کدنویس��ی در نرم‌‌اف

ــی  ــج کدنویس ــا نتای ــج ب ــدند. نتای ــل ش ــم، ح ــرزی حاک اولیه-م

ــه  ــی ک ــا آنجای �ـت. ت ـه اس در ANSYS APDL مقایس��ه شدـ

نویســندگان اطــاع دارنــد، تحلیــل خــزش دیســک دوار ضخامــت 

ــول  ــتیک ماکس ــدل ویسکو-هایپرالاس ــتفاده از م ــا اس ــر ب متغی

ــا کدنویســی در FlexPDE، انجــام نشــده اســت.  ــه ب تعمیم‌‌یافت

ــه  ــبت ب ــتفاده از FlexPDE نس ــت اس ــر، مزی ــق حاض در تحقی

کدنویســی در ANSYS APDL در ای��ن اس��ت کهــ به‌‌جــای 

ــازی  �ـان دوبعـد�ی تنش‌‌صفح��ه‌‌ای ب��رای مدل‌‌س اس��تفاده از الم

یک‌‌بعــدی  المـا�ن  از  می‌‌ت��وان  محور-متق��ارن،  دوار  دیس��ک 

ــه  ــن ب ــه ای ــرد ک ــتفاده ک ــارن اس �ـه‌‌ای محور-متق تنش-صفح

ــد.  ۀ� محاسـب�اتی را ب��ه ش�ـدت کاهشــ می‌‌ده ـد، هزین نوب��ه خوـ

ــت  ــال ضخام ــرای اعم ــی ب ــی اضاف ــه کدنویس ــاز ب ــن نی همچنی

 1Normalized Kozeny-Carman formula

ــه در ANSYS نی��از اس��ت، نمی‌‌باشــد.  ــد آنچــه ک ــر همانن متغی

در ادام��ه‌‌ي كار، تاثیــر فراینــد خــزش بــا گــذر زمــان بــر تغییــرات 

ــعاعی و ون- ــی، ش ــای محیط �ـطوح اصل��ی، تنش‌‌ه مس��احت س

ــی شــعاعی و تنــش  ــر جابجای �ـه‌‌‌‌ای ب �ـزز و تاثی��ر س��رعت زاوی می

ــی  ــر جابجای ــت ب ــل ضخام ــر پروفی ــن تاثی ــزز و همچنی ون-می

ش��عاعی و تن��ش ون-می�ـزز، بررســی ش��ده و نتایجــ آن‌‌هــا، تفســیر 

ــده اســت.  گردی

 معـ�ادلات حاکـ�م بـ�ر دیسـ�ک دوار ویسـ�کو -2 
هایپرالاســتیک

در  ناچیــز  ضخامــت  دارای  دوار  دیســک  آنجایی‌کــه  از 

تنــش  فــرض حالــت  ابع��اد دیگـر� می‌‌باشــد،  ب��ا  مقایسـه� 

صفح��ه‌‌ای، مت�ـداول اس�ـت ]1, 6, 12[. همچنیـن� به‌‌دلیــل تقــارن 

ــه محــور دوران،  ــرزی نســبت ب ــذاری، هندســه و شــرایط م بارگ

حالــت محورمتقاــرن حاکـم� می‌‌باشــد. از مــدل ســاختاری جامــد 

ویسکو-هایپرالاســتیک ماکســول تعمیم‌‌یافتــه بــرای دیســک دوار 

ــت، تحــت ســرعت  ــت دما-ثاب ــر پلیمــری در حال ــت متغی ضخام

ــه ذکــر اســت کــه  ــه‌‌ای ثابــت، اســتفاده شــده اســت. لازم ب زاوی

مــاده  در  بــزرگ  ش��کل‌‌های  تغیی��ر  و  کرنش‌‌ه��ا  باتوجه‌بـه� 

ــری و  ــف اویل ــئله در توصی ــر مس ــم ب ــادلات حاک ــری، مع پلیم

لاگرانــژی یکســان نیســتند. در مکانیــک جامــدات، معمــولاً 

ــژی  ــف لاگرن ــر توصی ــم ب ــی حاک ــیل جزئ ــادلات دیفرانس از مع

ــردد.  )پیکربن��دی مرج��ع( ب��رای ح��ل مس��ئله اس��تفاده می‌‌گ

ــم  ــادل حاک ــیل تع ــادلات دیفرانس ــه مع ــت ک ــن لازم اس بنابرای

بــر مســئله در پیکربنــدی جــاری بــه معــادلات تعــادل لاگرانــژی 

ــم  ــی حاک ــیل جزئ ــۀ دیفرانس ــد. معادل ــل گردن ــر، تبدی متناظ

ــت متغی��ر تنش-صفح��ه‌‌ای در  ـدل دیس��ک دوار ضخام ب��ر تعاـ

�ـة )1( بیاــن می‌‌ش�ـود ]6, 12[: توصی�ـف اویل�ـری به‌ص�ـورت معادل

)1(
( ) ( ) ( ) 2 2  

   0rd h r r
h r h r r

dr θ

σ
σ ρω

   − + =

 ( ), ,r zθ ) ضخام��ت متغی��ر دیس��ک دوار می‌‌باشــد و  )h r کــه 

 
θσ  و 

rσ مختص��ات اویل��ری در دس��تگاه اس��توانه‌‌ای و همچنی�ـن 
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ــی در  ــش کوش ــی تن ــعاعی و محیط ــای ش ب��ه ترتیـب� مؤلفه‌‌ه

) هســتند. ), ,r zθ دس��تگاه اس��توانه‌‌ای 

ــادل  ــۀ دیفرانســیلی تع ــژی معادل ــد توصیــف لاگران حــال بای

اویل�ـری حاک�ـم ب�ـر دیس�ـک دوار، یعن�ـی معادلۀ� )1(، را به‌‌دســت 

ــم: آورد. داری

)2(Rr R U= +

) توصیــف لاگران��ژی مختص��ات استــوانه‌‌ای می‌‌باشــد.   ), ,r zθ کــه 

مؤلف��ه‌‌ جابجایــی شــعاعی در پیکربنــدی مرجــع اســت.  RU

ــورت  ــع به‌ص ــی مرج ــاری و چگال ــی ج ــۀ چگال ــن رابط همچنی

معادلـ�ة )3( بیاــن می‌‌شـ�ود ]31[:

)3(0 Jρ ρ=

ت�ـرم اول در معادل�ـة دیفرانس�ـیلی )1( به‌ص�ـورت معادل�ـة )4( قابــل 

ــت: بیان اس

)4(

( )  
     

    

r r
r r

r
r r

d h r r ddh drr h hr
dr dr dr dr

ddh r h hr
dr dr

σ σσ σ

σσ σ

   = + +

= + +

از  بعــد  و   )1( معادل��ه‌‌ی  در   )4( رابطـ�ة  جای‌گـ�ذاری  بـ�ا 

ــة  ــورت معادل �ـادل )1( به‌‌ص �ـیل تع �ـه دیفرانس �ـازی، معادل ساده‌‌س

)5( خواهــد شــد:

)5(
( ) 2 ( )      0r rd h h h r
dr r

θσ σ σ ρ ω−
+ + =

فرم پایای معادلة )5( به‌صورت زیر است:

)6(( ) 2    0
r

div h h rσ ρ ω+ =  

ــه  ــت. رابط ــس  اس ــعاعی دیورژان �ـه‌‌‌‌ی ش ، مولف ( ) 
r

div hσ   ــه  ک

ــر  ــورت زی تن��ش کوش��ی  و تن��ش پیولا-کریش��هف اول  به‌‌ص

�ـت ]31[: اس

)7(1 TJ PFσ −=

) ، بــه ترتیــب تانســور گرادیــان تغییــر  )J det F= F و کــه 

شـ�کل و کس��ر حجمیــ می‌‌باشــد. 

 ب��ا جای‌گ��ذاری رابط��ه‌‌ی )7( در معادلـۀ� )6(، خواهیــم 

ــت: داش

)8(( )1 2     0T

r
div h J P F h rρ ω−  + = 

�ـط )2( و  �ـتفاده از رواب �ـا اس �ـیلی )8(، ب �ـادل دیفرانس ۀ� تع معادل

) و بــا کمــی  )1 0Tdiv J F− = )3( و همچنی��ن رابط��ه‌‌ی کلیــدی 

ــۀ  ــر معادل ــه بیانگ ۀ� )9( ک �ـورت رابط �ـی، به‌ص �ـبات ریاض محاس

تعــادل دیفرانســیلی حاکــم بــر دیســک دوار ضخامــت متغیــر در 

ــود: ـ می‌‌ش ـ، تبدیلـ �ـژی استـ ـ لاگران توصیفـ

)9(( ) ( ) 2
0   0RR

Div H P H R Uρ ω+ + =  

ــر حســب متغیــر شــعاعی  ، ضخامــت دیســک دوار ب ( )H R کــه 

لاگرانــژی R اســت. بســط معادلــۀ دیفرانســیل تعــادل لاگرانــژی 

در دس��تگاه اس��توانه‌‌ای ب��ا توج��ه ‌بــه تقــارن حــول محــور دوران 

Z خواهــد شــد:

)10(
( ) ( )

( ) 2
0  0

rR rR

R

d HP H P P
dR R

H R U

θ

ρ ω

Θ−
+

+ + =

PθΘ به‌‌ترتی�ـب مؤلفه‌‌هــای شــعاعی و محیطــی تنــش  rRP و  ک�ـه 

کل پیولا-کریشــهف اول، هســتند. تانســور گرادیــان تغییــر شــکل 

ــور  B و تانس ــپ  ــی-گرین چ ــکل کوش ــر ش ــور تغیی ، تانس F

∋ در دیســک دوار محــور متقــارن بــر حســب  کرنــش لاگرانــژی 

ــورت  ، به‌ص
RU ــی  ــر، یعن ــی غیرصف تنه��ا مؤلفه‌‌هــای جابجای

ــود: رواب��ط )11( محاسـب�ه می‌‌ش

)1-11(
( ) ( )

( ) 2
0  0

rR rR

R

d HP H P P
dR R

H R U

θ

ρ ω

Θ−
+

+ + =
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)2-11(

2

2

2

1  0 0

0 1 0

0 0

R

T R

zZ

U
R

UB FF
R

F

 ∂ +  ∂  
   = = +   
 
 
 
 

)3-11(

2

2

2

2

1  1 0 0

1 0 1 1 0
2

0 0 1

T

R

R

zZ

F F I

U
R

U
R

F

∈ −
= =

 ∂ + −  ∂  
   + −   
 − 
 
 

zZF ب��ا اس��تفاده از ف��رض تنش-صفح��ه‌‌ای در دیســک دوار،  کــه 

ـله، تعیی�ـن می‌‌گــردد.  ، در روال تحلی��ل مسئـ 0zσ = یعنــی 

فرمول‌‌بنــدی مــدل ویســکو   -هایپرالاســتیک ماکســول 

ــی  ــی و اعوجاج ــای حجم ـ ب��ا اس��تفاده از بخش‌‌ه تعمیم‌‌یافتهـ

تانســور تنــش پیولا-کریشــهف دوم متناظــر بــا شــاخۀ الاســتیک 

ــش  ــور تن ــی تانس ــای غیر-تعادل ∞isoS ( و تنش‌‌ه ∞volS و ــی  )یعن

ــی پیولا-کریش�ـهف دوم مرب��وط ب��ه المان)هـا�ی(‌‌ ماکســول )یعن

ــدل  ــت. م ــده اس ــا ش  (، بن
1

m

i
i

Q
=
∑

ــر  ــک فن ــا ی ــدی ب �ـی ماکسـو�ل تعمیم‌‌یافتـۀ� یک‌‌‌‌بع رئولوژیک

آزاد در یـک� ش��اخه و m المــان ماکســول کــه به‌‌صــورت مــوازی 

چی��ده ش�ـده‌‌اند، در شــکل 1 نش��ان داده ش��ده اس��ت ]32[.

شکل 1- مدل رئولوژیکی ماکسول تعمیم‌‌یافتۀ یک‌‌بعدی

 تانســور تنــش پیولا-کریشــهف دوم کل در مــدل ماکســول 

:]33  ,32[ می‌‌باش��د  زیرــ  به‌‌ص��ورت  تعمیم‌‌یافتــه، 

)12(
1

 
m

vol iso i
i

S S S Q∞ ∞

=

= + +∑

هولزاپفــل، بــا الهــام از معادلــۀ تحــول در مــدل رئولوژیکــی 

ماکس��ول تعمیم‌‌یافتـ�ه‌‌ی یک‌‌بعــدی، معادلــۀ تحــول حاکــم 

ــتیک  ــواد ویسکو-هایپرالاس ــرای م ب iQ ــوری   ــر تانس ــر متغی ب

(از قبیــل الاســتومرهای  پلیم��ری یکس��ان  بــا زنجیره‌‌ه��ای 

ترموپلاسـ�تیک) را به‌‌صـ�ورت زیـ�ر ارائـ�ه کـ�رد ]32, 33[:

)13(;  1, 2, , ,  i
i i iso

i

QQ S i mβ
τ

∞ ∞+ = = … 

، ضری��ب انـر�ژی کرنشـی� بی‌‌بعــد  [ )0, ,  1, 2, ,i i m∞β ∞∈ = … کــه 

ــای  , ب��رای المان‌‌ه 1, 2, ,i i mτ = … ــش  ــان رهای ــا زم ــر ب متناظ

 
iτ و   

iβ
∞ ثابــت  , می‌‌باشــند. دو  1, 2, ,i i mτ = … ماکســول 

توصی��ف کننــدۀ رفت�ـار ویسکوالاس��تیک ش�ـاخه‌‌ی ام، می‌‌باشــند. 

ــرژی  ــه ذکــر اســت تفســیر فیزیکــی ضریــب ان همچنیــن لازم ب

ــان  ــی الم ــفتی برش ــبت س ــورت نس ، به‌ص iβ
∞ ــد کرنش��ی بی‌‌بع

 )µ∞ ــتیک ) ـتی برش��ی ش��اخۀ‌‌ الاس �ـه ‌‌سفـ ( ب iµ )ش��اخۀ(‌‌ iام )

می‌‌باشــد.

ــر  ــورت زی �ـول )13( به‌ص ۀ� تح �ـرای معادل �ـه ب �ـرایط اولی ش

:]33[ می‌‌باشـ�د 

)14(( ) ( )0  0  ;  1, 2, , ,  i i isoQ S i mβ+ ∞ ∞ += = …

حـ�ال، بـ�ا اسـ�تفاده از روابـ�ط )7( و )12(، تانســور تنــش کل 

می‌‌آیــد: به‌دسـت�  زیرــ  به‌صــورت  اول،  پیولا-کریش��هف 

)15(

( )

1

1

. 

 .   .

. 

m

vol iso i
i

T T
vol iso

m

i
i

P P P F Q

J F J F

F Q

σ σ

∞ ∞

=

∞ − ∞ −

=

= + +

= +

+

∑

∑

ــرای  ــی ب ــش کوش ــور تن ــی تانس ــی و اعوجاج ــای حجم بخش‌‌ه

ــای  ــر مبن ــتیک ب �ـادۀ ویسکو-هایپرالاس ش��اخۀ الاسـت�یک در م
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�ـد ]31[:  ـ می‌‌باش �ـن، به‌ص��ورت زیرـ م��دل س��اختاری نئو-هوکی

)16(

( )
5
3

0

 

  

vol

iso

p I

J dev B

σ

σ µ

∞

−∞

=

=

ــدل  ــتیک در م ــاخه الاس ــی ش ــدول برش ــا م ــر ب 0µ براب ــه  ک

ماکس��ول تعمیم‌‌یافتــه و کمیــت اســکالرp ، مقادیــر قطــری 

ــر در  ــق به‌‌صــورت زی ــن تحقی ــه در ای volσ می‌‌باشــد ک ∞ تانســور 

نظـ�ر گرفتــه می‌‌ش��ود ]29[:

)17(( )1p K J= −

که K مدول حجمی مادۀ پلیمری است. 

�ـا جای‌گ�ـذاری رابط�ـة )16( در رابط�ـة )15(، تانســور تنــش  ب

ــد: ـ به‌دسـت� می‌‌آی ــورت زیرـ کل پیولا-کریش��هف اول، به‌‌ص

)18(
( )

( )

2
3

0

1

      .

. 

T T

m

i
i

P J p F J dev B F

F Q

µ
−− −

=

= +

+∑

ــۀ  ــه در معادل ــش ک ــور تن ــی تانس ــعاعی و محیط ــای ش مؤلفه‌ه

ــا اســتفاده  دیفرانس�ـیلی تع�ـادل لاگران�ـژی )10( حضــور دارنــد، ب

از رابطـۀ� )19( به‌دسـت� می‌‌آینــد:

)19(

( )

( )
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1    .
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−
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=
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 +  ∑
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−
Θ Θ

− −
Θ

Θ ΘΘ
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= +

 −  

 +  ∑

ــوع  ــا مجم ــر ب ــه براب ــد ک ــور B می‌‌باش ــر تانس ، اث ( )tr B ــه  ک

ــت.  ــور B اس ــری تانس ــر قط عناص

 بــر مبنــای مــدل ســاختاری نئــو-
isoS∞ ∞volS و  تانســورهای 

ــور  ــی تانس ــی و اعوجاج ــای حجم ــه کمـک� بخش‌‌ه هوکی��ن ب

ــی و  ــش کوش ـ توج��ه ب��ه رابط��ه‌‌ی تن �ـی )16( و باـ �ـش کوش تن

ــد: ــد ش ــر خواه ــورت زی ــهف دوم، به‌‌ص ــش پیولا-کریش تن

)20(

1 1
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T T
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− − −
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 
=  

 

=

ــو- ــدل نئ ــا م ــر ب ــهف دوم متناظ ــش کل پیولا-کریش ــال، تن ح

ــورت  ـ ب��ا جایگ��ذاری رابط��ه‌‌ )20( در رابط��ه‌‌ )12(، به‌‌ص هوکینـ

زیرــ به‌‌دستــ می‌‌آیــد: 
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باتوجه‌بــه اینکــه دیســک دوار محــور متقــارن به‌‌دلیــل ضخامــت 

ــش  ــرض تن ــا ف ــک، ب ــر دیس ــاد دیگ ــا ابع ــل ب ــز در مقاب ناچی

ــه  zσ و در نتیج ــی  ــش کوش ــردد، تن �ـه‌‌ای مطالعـه� می‌‌گ صفح

ZS برابــر بــا صفــر هســتند، بنابرایــن  تنــش پیولا-کریشــهف دوم 

ــق رابطــه  ــر طب �ـه‌‌ی محــوری تنــش پیولا-کریشــهف دوم ب مولف

ــود:   �ـه می‌‌ش ـ ب��ا صف��ر درنظ��ر گرفت )21(، به‌‌ص��ورت زی��ر برابرـ

)22(
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[ ]
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1 1 13
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Z Z zZ zZzz
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i Z
i
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=

= +   

+ =∑

رابطۀ� )22( بــه عنــوان قیــدی کــه همــواره بایــد برقــرار باشــد، 

 FlexPDE در حــل مســئله در zZ zF B= بــرای تعییــن مؤلفــۀ 

ــود. اس��تفاده می‌‌ش

 3-FlexPDE تحلیل مسئله با کدنویسی در 

ــا و  ــت پای ــی در حال ــی و غیرخط تحلی��ل پدیده‌‌ه��ای خط

گــذرا و همچنیــن تحلیــل مســائل مقــدار ویــژه خطــی در فضــای 

یــک-، دو- و ســه-بعدی بــا کدنویســی در FlexPDE امکان‌‌پذیــر 

ــی در  ــه FlexPDE محدویت ــت ک ــر اس ــه ذک ــد. لازم ب می‌‌باش

تعــداد درجــات آزادی و معــادلات جبــری و دیفراســیلی حاکــم بر 

مسئــله ندــارد؛ به‌‌طوــری کــه پــس از تعریــف درجــات آزادی )بــا 

مرتبۀ� 1، 2 یــا 3(، مع��ادلات قی��د )در ص��ورت ل��زوم(، معــادلات 

ــرایط  ــه و ش ــرایط اولی ـ مس��ئله، هندسـۀ� م��دل، ش �ـم برـ حاک

ــتاندارد  ــان محــدود اس ــتفاده از روش الم ــا اس ــئله ب ــرزی، مس م

ــی  ــی و چهاروجه ــای مثلث ــن1، حـل� می‌‌گ��ردد. المان‌‌ه گالرکی

بـه� ترتی��ب در فض��ای دوبع��دی و س��ه‌‌بعدی، مــورد اســتفاده قــرار 

 .]34[ می‌‌گیرن��د 

 1Standard Galerkin finite element method (SGFEM)

در دیس��ک‌‌های دوار ضخامــت متغیــر ویسکو-هایپرالاســتیک، 
ــبت  ــذاری نس ــرزی و بارگ ــرایط م ــه، ش ــارن هندس ــل تق به‌‌دلی

ــی،  ــای جابجای �ـک، هی��چ تغییرات��ی در مولفه‌‌ه ــه مح��ور دیس ب

ــن  ــدارد و بنابرای ــود ن ــی وج ــتای محیط ــش در راس ــش، تن کرن

حالــت محور-متقــارن در دیســک دوار ضخامــت متغیــر، مفــروض 

ــارن  ــه ب��ه حال��ت تنش-صفح��ه‌‌‌‌ای و محور-متق اسـت�. ب��ا توج

ــای اســکالر و تانســوری  ـ دوار، همـه� کمیت‌‌ه ـ دیسکـ حاک��م برـ

فق��ط وابســته ب��ه ش��عاع دیس��ک دوار  و زمـا�ن  می‌‌باشـ�ند. 

بنابرای�ـن، در کدنویس�ـی FlexPDE، مــدل یک-بعــدی به‌صــورت 

ــکل 2 در  ــق ش ) مطاب ),0oR ــا ) ت ),0iR ــت  ــط از موقعی ــک خ ی

oR ، بـه� ترتیـ�ب ش��عاع‌‌های  iR و نظ��ر گرفتـه� می‌‌شــود کــه 

�ـد.  ــی و خارج��ی دیس��ک دوار می‌‌باش داخل

ش��رایط مــرزی متع��ارف در دیس��ک‌‌های دوار به‌صــورت 

گی��ردار در لبۀ�� داخل�ـی و آزاد در لبـۀ� خارج��ی می‌‌باشــد. مطابــق 

ــعاعی  ــی ش ــک )bc1(، جابجای ــی دیس ــۀ داخل ــکل 2، در لب ش

به‌عنــوان شــرط مــرزی ضــروری برابــر بــا صفــر در نظــر گرفتــه 

می‌‌شــود و در لبــۀ خارجــی دیســک )bc2(، تنــش شــعاعی 

به‌عنــوان شــرط مــرزی طبیعــی برابــر بــا صفــر می‌‌باشــد. 

ــل  ــر قاب ــرزی در دیســک دوار به‌صــورت زی ــرایط م ــن، ش بنابرای

ــان اســت: بی

)23(
0                       

0            
R i

rr rR o

U at R R
P at R Rσ

= =

= = =

FlexPDE شکل 2- مدل هندسی و شرایط مرزی درنظرگرفته شده در

بــرای حــل مســئلۀ دیســک دوار ضخامــت متغیر ویسکوالاســتیک 

 ، RU ــعاعی ــی ش ــزرگ در FlexPDE، جابجای ــای ب �ـا کرنش‌‌ه ب

کمیــت اســکالرp، مؤلفــۀ محــوری تانســور گرادیــان تغییر شــکل ، 

ــای )ش��اخه‌‌های(  مؤلفه‌‌ه��ای ش��عاعی تنـش� غیرتعادل��ی المان‌‌‌‌ه
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] و مؤلفه‌‌هــای محیطــی تنــش  ]  ,  1, 2, ,i R
Q i m= … ماکســول 

[ ]  ,  1, 2, ,iQ i m
Θ

= … غیرتعادلیــ )ویس��کوز( شــاخه‌‌های ماکســول 

، به‌عنــوان متغیرهــای اولیــه )درجــات آزادی( در کدنویســی، 

به‌‌ترتیـ�ب بـا� مرتبـ�ه‌‌ی میان‌‌یابــی برابــر بــا 2، 1، 1، 1 و 1، 

ــه  ــئله، ب ــر مس ــم ب ــادلات حاک ــن مع ــوند. همچنی تعریـف� می‌‌ش

ترتیـ�ب معادلـ�ة تعـ�ادل دیفرانسـ�یلی لاگرانـ�ژی )10(، رابطــة 

�ـول )13(  �ـیلی تح �ـادلات دیفرانس �ـد )22( و مع �ـری )17(، قی جب

در راس��تاهای شـع�اعی و محیط��ی بــرای هم��ه‌‌ی ش��اخه‌‌های 

، تعریــف می‌‌شــوند. شــرایط مــرزی  1,2, ,i m= … ماکســول 

)23( بـ�رای جابجایـ�ی شـ�عاعی و شـ�رایط اولیـۀ� )14( بــرای 

مؤلفه‌‌ه��ای ش��عاعی و محیط��ی تنش‌‌هــای غیرتعادلــی همــۀ 

�ـه می‌‌شــوند.  ، در نظ��ر گرفت 1,2, ,i m= … شــاخه‌‌های ماکســول 

FlexPDE، مســئله را بــا اســتفاده از روش اســتاندارد المــان 

�ـد.  ـ می‌‌کن مح��دود گالرکی��ن حلـ

 4-ANSYS APDL تحلیل مسئله با کدنویسی در
بــرای  دوار،  دیســک  در  محور-متقــارن  حالــت  به‌‌دلیــل 
ــازی  ــای مدل‌‌س ــباتی به‌ج ــۀ محاس ــش هزین ــری از افزای جلوگی
ــک قــرص کامــل 360 درجــه، از یــک  دیســک دوار به‌صــورت ی
ــک  ــی دیس ــۀ داخل ــردد. لب ــتفاده می‌‌گ ــه، اس ــاع 45 درج قط
ــد و  ــورت آزاد می‌‌باش ــی آن به‌ص ــۀ بیرون ــردار و لب ــورت گی به‌ص
، اعمــال می‌‌گــردد.  4πΘ =  0Θ و  = قیــد تقــارن، در لبــۀ 
از المــان PLANE182 ب��ا فع�ـال ک��ردن گزین�ـه‌‌ی حالــت تنــش 
صفح��ه‌‌ای ب��ا تعیی��ن ضخامـت�، اس��تفاده می‌‌گــردد. المــان 
PLANE182، یــک المــان مرتبــه اول اســت کــه در اینجــا 

ســرعت  می‌‌شــود.  گرفتــه  ب��ه‌کار  چهارگوشــه1،  به‌صــورت 

تعریــف  مســئله  در  خارجــی  بارگــذاری  به‌عنــوان  زاوی��ه‌‌ای 

می‌‌گـر�دد. ضخامــت در راســتای شــعاعی، مطابــق پروفیــل 

ــی  �ـه‌‌ی داخل �ـده، به‌‌ط��ور تدریج��ی از لب �ـت درنظرگرفته‌‌ش ضخام

AN� بـه� لب��ه‌‌ی بیرون��ی، تغیی�ـر داده می‌‌ ش�ـود. از آنجای�ـی ک�ـه در 

ــف شــده  ــت، تعری ــت ثاب ــا ضخام ــان تنش‌‌صفح��ه‌‌ای ب SYS الم

 1Quadrilateral

 2Loops
 3Real constants
 4Mapped meshing

اســت، بــرای مدل‌‌ســازی دیســک دوار بــا ضخامــت متغیــر، 

ــرد. در  لازم اســت کــه در محیــط APDL کدنویســی انجــام گی
کدنویس��ی ب�ـا ایج��اد حلقه‌‌هایــی2، ســطوح قطاعــی مــورد نیــاز در 
ــردد. ســپس  ـ می‌‌گ ــق شــکل 1-3 تولیدـ ــعاعی مطاب ــتای ش راس
ــا  ــر ب ــت متناظ ــای ثاب ــی3، ضخامت‌‌ه ــت حقیق ــش ثواب در بخ
پروفیــل ضخامــت کــه بــه طــور تدریجــی از ضخامــت در شــعاع 
داخل��ی ب��ه ضخامــت در ش�ـعاع خارجــی کاهـش� می‌‌یابــد، تولیــد 
می‌‌گـ�ردد. ب��ا انتص��اب ضخامت‌‌ه��ای تعریف‌‌شــده در بخــش 
ثواب�ـت حقیقیــ ب��ه ســطوح قطاع��ی متناظ�ـر )نشــان داده شــده 
در شــکل 1-3( و مش‌‌بنــدی منظــم4، مطابــق شــکل 3-2، 
ــرایط  ــی، ش ــدل هندس ــکل 3-3، م ـدد. ش �ـدل ایجـا�د می‌‌گرـ م
م��رزی، مش‌‌بنــدی دیس��ک دوار، بارگــذاری سـر�عت زاوی��ه‌‌ای را 
نش��ان می‌‌دهـد�. لازم ب��ه ذک��ر اس��ت ک��ه تقســیم‌‌بندی دیســک 
�ـی شــکل 3-3 نشــان  ــه در شــکل 1-3 ال ــه 10 ســطح ک دوار ب
ــش انتخــاب شــده اســت و  داده شــده اســت، فقــط جهــت نمای
ــش،  ــی م ــه همگرای ــتیابی ب ــور دس ــه منظ ــی، ب ــیمات واقع تقس

بیش��تر می‌‌باشــد.
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شکل 3-1- گسسته‌‌سازی سطح دیسک دوار به چندین 
سطح در راستای شعاعی جهت اعمال ضخامت متغیر
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Angular Velocity

Z direction

شکل 3-2- اعمال ضخامت متغیر و مش‌‌بندی منظم همه 
زیرسطح‌‌ها

شکل 3-3- مش‌‌بندی دیسک دوار و اعمال شرایط مرزی و 
ANSYS APDL بارگذاری در

ــک  ــی دیس ــخصات هندس ــادی و مش ــواص م 5-خ
دوار

ــن  در تحقی��ق حاض��ر، پلیم��ر تراکم‌‌پذی��ر اتیلن‌‌تترافلورواتیل

)ETFE(1 ]35, 36[، بــه عنــوان مــادۀ ســازندۀ دیســک دوار 

درنظــر گرفتــه شــده اســت. بــر اســاس نمــودار کرنــش حقیقــی-

زمــان در آزمایــش خــزش پلیمــر ETFE تحــت تنــش کششــی 

برابــر بــا MPa 14، خ��واص ویسکو-هایپرالاس��تیک م��اده‌‌ی 

ــر مبنــای مــدل ســاختاری نئو-هوکیــن،  ســازنده دیســک دوار ب

مطابــق جــدول 1 شاــمل م��دل ماکسوــل تعمیم‌‌یافتــه بــا 

ــه  ــک شــاخه ماکســول درنظــر گرفت ــک شــاخه الاســتیک و ی ی

 1Ethylene Tetrafluoroethylene Copolymer (ETFE)

ش�ـده اس�ـت ]35[. همچنی��ن مشــخصات هندســی دیســک دوار 

ــت. ــده اس ــه ش �ـدول 2، ارائ �ـری در ج �ـر پلیم �ـت متغی ضخام

جدول 1- خواص ویسکو-هایپرالاستیک مادۀ پلیمری تراکم‌‌پذیر ETFE بر 
مبنای مدل نئو-هوکین برای شاخه الاستیک ]35[

3

kg
m

ρ  
 
 1β

∞
1 ( )sτ نسبت

)v( 1پواسان ( )MPaµ

17350/2319230/50/4442/07

( )1
2 1 56/336
3 1 2

K MPaνµ
ν

+
= =

−

جدول 2- مشخصات هندسی دیسک دوار پلیمری ]6[

)پروفیل دیسک )0H mhn( )oR m( )iR m

( ) 0  
hn

o

RH R H
R

−
 

=  
 0/010/50/60/2

ــی  ــۀ خارج ــک در لب ــت دیس ــب ضخام ، به‌‌ترتی 0H و  ــه  ک

و تــوان در پروفیــل ضخامــت، می‌‌باشــند. همچنیــن ســرعت 

ــه  ــر گرفت 350 در نظ /rad sω = ــا  ــر ب ــک دوار، براب ــه‌‌ای دیس زاوی

ــردد.  ــر گ ــاً ذک ــاف آن صراحت ــه خ ــر اینک ــود، مگ می‌‌ش

ــنجی 6- ــش و اعتبارس ــه م ــیت ب ــی حساس  ارزیاب
ــی ــدل ریاض م

ــه از  ــش ک ــای تن ــه همگرایـی� مولفه‌‌ه ـ ب��ه اینک ب��ا توجهـ

ــد، در  ـاعی به‌‌دس��ت می‌‌آی مش��تق‌‌گیری مولف��ه‌‌‌‌ی جابجای��ی شعـ

ــردد،  �ـر(، حاص�ـل می‌‌گ �ـای ریزت تع��داد م��ش بیشــتر )بـا� المان‌‌ه

 FlexPDE در اینجــا حساســیت بــه مــش و اعتبارســنجی تحلیــل

و ANSYS بــرای تنــش ون-میــزز در لبــۀ داخلــی دیســک دوار، 

بررســی شــده اســت.

ــش  ــرای تن ــش( ب ــی م ــش )چگال ــه م بررســی حساســیت ب
ــش ون- ــترین تن ــل بیش ــه متحم ــی ک ــة داخل ــزز در لب ون-می

 ANSYS می��زز می‌‌باشـ�د، در زمـ�ان میانـ�ی 8750 ثانیــه در
ــان داده  ــکل 5، نش ــکل 4 و ش ـ در ش ـ ترتیبـ و FlexPDE بهـ
ــا انتخــاب تعــداد  ـه می‌‌شــود ب ش��ده اس��ت. همان‌‌ط��ور کــه دیدـ

 ANSYS نســبت بــه FlexPDE المان‌‌ه��ای بســیار کمتــری در
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ــد  ـ ای��ن خ��ود می‌‌توان �ـش حاصـل� می‌‌شـو�د کهـ همگرای��ی م

ــه  ــبت ب ــری FlexPDE نس ــم بکارگی ــای مه یک��ی از مزیت‌‌ه

ANSYS باشــد. بــا توجــه بــه شــکل 2 و شــکل 3، مزیــت دیگــر 

 FlexPDE ایــن اســت کــه در ANSYS نســبت بــه FlexPDE

می‌‌ت��وان ب��ا توج��ه بـه� ذات یک‌‌بع��دی مس��ئله‌‌ی تنش-صفح��ه‌‌ای 

ــرد؛  ــدل ک ــک خــط1 م ــارن، دیســک را به‌‌صــورت ی و محور-متق

ایــن درحالیســت کــه در ANSYS بایــد از مــدل دوبعــدی 

ــۀ  ــش هزین ــش از پی ــش بی ــب افزای ــه موج ــردد ک ــتفاده گ اس
ــردد. ــه FlexPDE می‌‌گ ــبت ب ــباتی نس محاس

لازم بــه ذکــر اســت کــه در ایــن تحقیــق، بــا توجــه بــه شــکل 

4 و شــکل 5، بــرای تحلیــل ANSYS و FlexPDE بــه ترتیــب 

ــده  ــتفاده ش ــعاعی، اس ــت ش ــان در جه ــان و 20 الم از 100 الم

اســت. 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130

ANSYS
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30.4

30.0
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27.6
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شکل 4- بررسی حساسیت به مش )چگالی مش( در ANSYS برای تنش ون-
 8750 s میزز در لبة داخلی در زمان

�ـش ون- �ـی و تن �ـة خارج �ـعاعی در لب �ـی ش مقایس��ه‌‌های جابجای

 FlexPDE میــزز در لبــه داخلــی بــر حســب زمــان )ثانیــه(، بیــن

و ANSYS، به‌‌ترتیبــ در شــکل 6 و شــکل 7 ارائــه شــده اســت. 

ب��ا دق��ت در نتایـج� می‌‌تــوان دریافــت کــه تطابــق بســیار خوبــی 

ــود  ــر و ANSYS وج ــده از روش حاض ــت آم ــج به‌دس ــن نتای بی

دارد. لازم بــه ذکــر اســت کــه حداکثــر اختــاف نتایــج جابجایــی 

شــعاعی در FlexPDE و ANSYS در لبــۀ خارجــی دیســک 

 1Line

برابــر بــا 0/0028 درصـد�، می‌‌باشــد. همچنیــن حداکثــر اختــاف 

Flex� �ـی به‌دس��ت‌‌ آمده از  ــزز در لبۀ�� داخل �ـش ون-می نتای��ج تن

PDE و ANSYS، برابــر بــا 0/79 درصــد اســت.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

FlexPDE

32.08

32.00
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شکل 5- بررسی حساسیت به مش )چگالی مش( در FlexPDE برای تنش 
ون-میزز در لبة داخلی در زمان 8750 ثانیه

ــا  ــا ب ـ ب��ه اینک��ه تنش‌‌ه ــا توجهـ ــه ب �ـر اس��ت ک ــه ذک لازم ب

مشــتق‌‌گیری از جابجای��ی حاصـل� می‌‌شــوند، بدیهــی اســت کــه 

نتایــج تنــش در دو روش دارای درصــد اختــاف بیشــتری نســبت 

ــکل 6،  ــا دقـت� در ش �ـن ب �ـند. همچنی ب��ه نتایـج� جابجای��ی باش

ــدون  ــکل ب ــش تغییرش ــی افزای ــزش، یعن ــوح پدی��ده‌‌ی خ به‌‌وض

افزایـش� ب��ار اعمالـی� در گ��ذر زم��ان، دیـد�ه می‌‌ش��ود. همان‌‌طــور 

ــی  �ـت‌‌رفتن کارای ــی از دلای��ل مه��م ازدس ــد یک کـه� گفت��ه ش

ــا  ــه ب ــدة خــزش ک ــت، پدی قطع��ات و دیس�ـک‌‌های دوار در صنع

گ��ذر زمــان به‌‌ص��ورت تدریج��ی ایجـا�د می‌‌ش��ود، می‌‌باشــد. 

مطابــق شــکل 6 و شــکل 7، در زمــان میانــی t=8750s دیســک 

دوار، مرحل��ه گذــرا را ب��ا نــرخ زمان��ی زی��اد طیــ می‌‌کنــد؛ 

بنابرایــن، تنــش ون-میــزز بــر حســب شــعاع دیســک دوار بــرای 

AN� و کــد FlexPDE مســتخرج از کــد ،t=8750s زم�ـان گ�ـذار

SYS APDL در شــکل 8 آورده شــده اســت. بــا دقــت در ایــن 

ــج  ــن نتای ــی بی ــیار خوب ــق بس ــه تطاب ــود ک ــکل‌‌ دی��ده می‌‌ش ش

FlexPDE و ANSYS وجــود دارد. 
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شکل 6- مقایسه جابجایی در لبۀ خارجی دیسک دوار، مستخرج 
ANSYS و FlexPDE از

) اختلاف دو روش برابر با 0/0028 درصد است(

Time (s)
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شکل 7- مقایسۀ تنش ون-میزز در لبۀ داخلی دیسک دوار 
ANSYS و FlexPDE به‌‌دست‌‌آمده از

)اختلاف دو روش، حداکثر 0/79 درصد است(
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t=8750s شکل 8- تنش ون-میزز بر حسب شعاع در زمان گذار

 ،ANSYS و   FlexPDE نتایــج  ســازگاری  تائیــد  از  پــس 

اســتخراج   FlexPDE از  صرفــاً  ارائه‌‌شــده  نتایــج  ازاین‌پــس 

می‌‌گردنــد. 

نتایج و بحث7-
تغییــرات نســبت حجمــی در شــعاعی میانــی دیســک دوار بــر 

حس�ـب زمـا�ن در شــکل 9 نشاــن داده ش��ده اس��ت. همان‌‌طورکــه 

ــه  ــت ک ــد اس ــر از واح ــی بزرگت ــبت حجم ــت نس ــخص اس مش

ــز از  ــروی گری ــی از نی ــک دوار ناش ــم دیس ــش حج ــر افزای بیانگ

ــل  ــل تأم ــۀ قاب ــد. نکت ــورم )انبس��اط( دیسـک� می‌‌باش مرک��ز و ت

ایــن اســت کــه نســبت حجمــی بــا گــذر زمــان، در حــال افزایــش 

اســت؛ دلیــل ایــن افزایــش آن اســت کــه در طــی فراینــد خــزش، 

س�ـفتی م�ـاده ب�ـا توجـه� ب��ه م��دل رئولوژیکــی ماکس��ول تعمیم‌‌یافته 

ــه افزایــش حجــم دیســک  در حــال کاهــش اســت کــه منجــر ب

ــادۀ  ــر نســبت پواســان م ــه اگ ــر اســت ک ــه ذک ــردد. لازم ب می‌‌گ

ــدار  ــد، مق ــر( باش ــاده تراکم‌‌ناپذی ــا v=0/5 )م ــر ب ــری براب پلیم

کســر حجمــی اولیــه برابــر بــا J=1 بــوده و بــا گــذر رمــان تغییــر 

نمی‌‌کــرد. امــا از آنجایــی کــه در تحقیــق حاضــر، مطابــق جــدول 

1، نســبت پواســان برابــر بــا v=0/44 در نظــر گرفتــه شــده اســت، 

ــا  ــوده و ب ــا واحــد نب ــر ب ( براب 0t += ــه )در  کســر حجمــی اولی

ــد. ـ از پدی��دۀ خـز�ش، افزایـش� می‌‌یاب ـن ناشیـ گ��ذر زماـ

ــزز در شــعاع  ــش ون-می ــای شــعاعی، محیطــی و تن تنش‌‌ه
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ــان داده  ــکل 10 نش ــان، در ش ــب زم ــر حس ــک ب ــی دیس میان

ــان،  ــذر زم ــا گ ــود ب ـه می‌‌ش ــه دیدـ ـر ک ش��ده اس��ت. همان‌‌طوـ

تنش‌‌هــای شــعاعی، محیطــی و ون-میــزز در شــعاع میانــی 

دیس��ک دوار، افزایشــ می‌‌یابــد. 

ــا  ــه ب ــرد ک ــه ک ــن توجی ــوان این‌چنی ــه را می‌‌ت ایـن� نتیج

ــر  ــود ب ــعاعی و عم ــروی ش ــر نی ــود ب ــان، صفحــات عم ــذر زم گ

ــردد  ــر می‌‌گ ةـ خ��زش، کوچک‌‌ت ـ اث��ر پدیدـ ــی برـ نی��روی محیط

کــه منجــر بــه افزایــش تنــش شــعاعی، محیطــی و ون-میــزز در 

ــردد. ــی می‌‌گ ـاع میان شعـ
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شکل 9- نسبت حجمی J در شعاعی میانی دیسک دوار بر حسب 
زمان

Time (s)
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شکل 10- تنش‌هاي شعاعی، محیطی و ون-میزز در شعاع میانی 
دیسک دوار بر حسب زمان

ــاد دیســک دوار در راســتاهای  دق��ت کنیــد ک��ه اگرچــه ابع

شــعاعی و محیط��ی بــا گ��ذر زم�ـان، افزایـش� می‌‌یابــد، امــا کاهــش 

ضخامــت دیســک دوار به‌گونــه‌ای اســت کــه حاصل‌ضــرب 

R  کهــ به‌‌ترتیــب بیانگــر مســاحت ســطح عمــود  Zλ λ Zλ  و  λΘ

بــر نیــروی محــوری و عمــود بــر نیــروی محیطــی اســت، کاهــش 

ــات  ــاحت صفح ــش مس ــن کاه ــان از ای ــرای اطمین ــد. ب می‌‌یاب

  Zλ λΘ مذکــور، شــکل 11 و شــکل 12 کــه به‌‌ترتیــب تغییــرات 

R  ب��رای شعــاع میان�ـی در گ��ذر زماــن را نشـا�ن می‌‌دهــد،  Zλ λ و 

ــوان  ــتدلال مش��ابه، می‌‌ت ـ. همچنیـن� ب��ا اس ارائ��ه ش��ده استـ

ــه  ــک دوار، ارائ ــی دیس ــۀ داخل ــزز در لب �ـش‌‌ ون-می افزای��ش تن

ــرد. شــده شــکل 7 را درک ک

Time (s)

λ θ
λ z

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
0.927

0.93

0.933

0.936

0.939

0.942

0.945

0.948

0.951

شکل 11- منحنی  بر حسب زمان در شعاعی میانی دیسک

Time (s)

λ r
λ z

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
0.9475

0.95

0.9525

0.955

0.9575

0.96

0.9625

0.965

0.9675

R  بر حسب زمان در شعاعی میانی دیسک Zλ λ شکل 12- منحنی 
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تأثی��ر تغیی�ـرات س��رعت زاوی�ـه‌‌ای بــر جابجایــی شــعاعی در لبــة 

خارجیــ در شــکل 13و بــر تنــش ون-میــزز در لبــۀ داخلــی بــرای 

س��رعت‌‌های زاوی��ه‌‌ای 350rad/s ،340rad/s و ، 360rad/s در 

شــکل 14 نشــان داده شــده اســت. بدیهــی اســت کــه بــا افزایــش 

س��رعت زاوی��ه‌‌ای — به‌عنــوان بــار اعمالــی — جابجایــی شــعاعی 

ــن  ــد. همچنی و تنشــ ون-می��زز در دیس��ک دوار افزایـش� می‌‌یاب

بــا دقــت در شــکل 13 و شــکل 14، نکتــۀ قابــل تأمــل ایــن اســت 
ک��ه تغییـر�ات سرــعت زاویــه‌‌ای، تأثیــر چندانــی بــر زمــان آرامــش 

)رســیدن بــه حالــت پایــدار( در دیســک دوار نــدارد.

لازم ب��ه ذک��ر اس��ت کـه� س��رعت‌‌های زاوی��ه‌‌ای ارائه‌‌ش�ـده در 

شــکل 13 و شــکل 14 به‌‌گون��ه‌‌ای نزدیــک بــه یکدیگــر انتخــاب 

ــزز از  ــش ون-می ــعاعی و تن ــی ش ــر جابجای ــا مقادی ش��ده‌‌اند ت

لحــاظ مرتب��ه‌‌ی بزرگ��ی در محــدوده‌‌ی یکســانی باشــند تــا بتــوان 

آ‌‌نه��ا را در یـک� ش��کل واح��د، مقایسـه� ک��رد.  

Time (s)

U
R

(m
)

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
0.0325

0.035

0.0375

0.04

0.0425

0.045

0.0475

0.05

0.0525

ω = 340 (rad/s)
ω = 350 (rad/s)
ω = 360 (rad/s)

شکل 13- جابجایی شعاعی در لبة خارجی بر حسب زمان برای 
سرعت‌‌های‌‌ زاویه‌‌ای 340، 350 و 360 رادیان بر ثانیه 

Time (s)
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

ω = 340 (rad/s)
ω = 350 (rad/s)
ω = 360 (rad/s)

35.2

34.4

33.6

32.8

32.0

31.2

30.4

29.6

28.8

28.0

شکل 14- تنش ون-میزز در لبة داخلی بر حسب زمان برای 
سرعت‌‌های‌‌ زاویه‌‌ای 340، 350 و 360 رادیان بر ثانیه

ــده  ــه ش hn )ارائ ــت  ــل ضخام ــوان در پروفی ــر ت ــن تأثی همچنی

�ـر جابجای��ی ش��عاعی در لبةــ خارجیــ در شــکل  در ج�ـدول 2( ب

ـ در شــکل  ـ داخلیـ �ـر تنـش� ون-می��زز در لبۀـ 15 و همچنی��ن ب

0 نشــان داده شــده اســت.  / 6hn = ، 0 / 5hn = 0 و  / 4hn = 16، بــرای 

hn بــه معنــای افزایــش ضخامــت شــعاع داخلــی  افزایــش 

ــری  ــه تأثی ــی ک �ـی اس��ت و از آن‌‌جای نس��بت ب��ه ش��عاع خارج

�ـش  �ـذا افزای �ـدارد، ل �ـی ن �ـعاع خارج �ـت در ش �ـدار ضخام �ـر مق ب

ــک دوار  ــت دیس ــش ضخام ــه افزای ــر ب ــی منج ــور کل به‌ط hn

hn ــت  ــل ضخام ــوان در پروفی ــش ت ــن افزای ــردد؛ بنابرای می‌‌گ

، به‌عنــوان یــک پارامتــر هندســی در دیســک دوار، منجــر 

ب��ه کاهشــ جابجای��ی شـع�اعی و تنــش ون-میزــز می‌‌ش��ود. 

ــر  ــری ب ، تأثی hn ــرات  ــه تغیی ــود ک همچنی��ن مش��اهده می‌‌ش

ــک دوار  ــدار(، در دیس ــت پای ــه حال ــیدن ب ــش )رس ــان آرام زم

ــدارد.  ن

همان‌ط�ـور کــه گفت��ه ش��د باتوجه‌ب��ه شــکل 13 ال��ی شــکل 

16 کــه نشــان دهنــدۀ ایــن واقعیــت اســت کــه تغییــر بــار اعمالی 

و تغیی�ـر هندس��ه‌‌ی دیســک تأثیــری بــرای زمــان آرامــش )زمــان 

رســیدن ب��ه حال�ـت پایـد�ار( ندــارد، می‌‌تــوان نتیجــه گرفــت کــه 

ــر از  ــتیک، متأث ــکو -هایپرالاس ــک دوار ویس ــش دیس ــان آرام زم

بارگذــاری و هندسـۀ� دیسـک� نمی‌‌باشــد. بــه بیــان دیگــر، زمــان 
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آرامــش، مشــخصه مــادۀ ویسکو-هایپرالاســتیک اســت و مســتقل 

از مق��دار بارگ��ذاری و هندســه دیس��ک دوار اســت.

Time (s)
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

nh = 0.4
nh = 0.5
nh = 0.6

36.0

35.1

34.2

33.3

32.4

31.5

30.6

29.7

28.8

27.9

 ، 0 / 4hn = شکل 16- تنش ون-میزز در لبة داخلی بر حسب زمان برای 
 0 / 6hn = 0 و / 5hn =

8-نتیجه‌‌گیری
ــک  ــتیک دیس ــل ویسکو-هایپرالاس ــر، تحلی ــق حاض در تحقی

ــا اســتفاده از حــل معــادلات دیفرانســیل  دوار ضخامــت متغیــر ب

ــی  ـ ب��ر مسـئ�له در محی��ط برنامه‌‌نویس جزئ��ی و جب��ری حاکمـ

FlexPDE، انجــام شــده اســت. لازم بــه ذکــر اســت کــه 

ــق  ــک دوار در تحقی ــل دیس ــرای ح ــه ب ــدی به‌کاررفت فرمول‌‌بن

 ( 0.5)ν ≠ حاضـر�، ق��ادر ب��ه تحلی��ل دیســک‌‌های دوار تراکم‌‌ناپذیــر

نیزــ می‌‌باشــد. امــا مــورد مطالعاتــی به‌کاررفتــه در اینجــا، 

ــا نســبت پواســان  ــاده ب ــرای حفــظ جامعیــت تحقیــق، یــک م ب

ــا  ــرا بیشــتر پلیمره ــه ش��ده اس�ـت. زی 0.44ν در نظــر گرفت =

0.5ν نیســتند؛  = عمدتــاً دارای نســبت پواســان دقیقــاً برابــر بــا 

ـارد، بـه� منظ��ور ساده‌‌س��ازی تحلی��ل، آن‌‌هــا  ام�ـا در بس��یاری موـ

( ف��رض می‌‌کننــد. 0.5ν = را کاماًل� تراکم‌‌ناپذیـ�ر )

ب��ا اس�ـتفاده از مدل‌‌ســازی دیســک دوار ضخامــت متغیــر در 

ANSYS APDL، اعتبارس��نجی بــرای فرمول‌‌بنــدی و روش 

ــی  ــورد بررس ــی در FlexPDE(، م ــددی به‌کاررفت��ه )کدنویس ع

FlexP� ق��رار گرفتـه� اسـت�. ب��ا مقایسۀ�� حساسـی�ت بهــ م��ش  در 

DE و ANSYS، مشــاهده شــد کــه در FlexPDE ب��ا المان‌‌هــای 

ــن  ــه ANSYS و همچنی ــبت ب ــعاعی نس ــتای ش ــر در راس کمت

مدل‌‌ســازی  به‌‌جـا�ی   FlexPDE در  یک‌‌بعــدی  مدل‌‌ســازی 

ــا  ــازگار ب ــاً س ــج کام ــه نتای ــوان ب ــدی در ANSYS، می‌‌ت دوبع

ــای  ــج ANSYS دس��ت یاف��ت. بنابرای��ن یک��ی از مزیت‌‌ه نتای

ــدی  ــز و دوبع ــدی ری ـ مش‌‌بن ــم FlexPDE، ع��دم نی��از بهـ مه

ــن  ــد. همچنی و در نتیج��ه کاه��ش هزینۀ�� محاس��باتی می‌‌باش

AN� نســبت بــه FlexPDE  نش�ـان داده ش�ـد ک�ـه مزی�ـت دیگ�ـر

ــا  �ـه‌‌ای ب ــه در ANSYS الم��ان تنش‌‌صفح ــت ک ــن اس SYS ای

ضخامــت ثابــت )غیرمتغیــر( تعریــف شــده اســت. بنابرایــن بــرای 

مدل‌‌ســازی دیســک دوار ضخامــت متغیــر، ناگزیــر بــه کدنویســی 

ــا در FlexPDE به‌‌دلیــل آنکــه المــان از  در APDL هســتیم. ام

ــه  ــدارد، ب ــای مشــخص وجــود ن پیش‌‌تعریف‌‌ش��ده ب��ا محدویت‌‌ه

کدنویســی اضافــی بــرای تعریــف تغییــرات ضخامــت در راســتای 

ش�ـعاعی نی�ـاز نیس�ـت.

نشــان داده شــد بــا گــذر زمــان، جابجایــی شــعاعی دیســک 

ــه  ــا مطالع ــد و ب دوار ناشـی� از پدی��دۀ خ��زش، افزایـش� می‌‌یاب

ــی،  ــی و میان ــعاع‌‌های داخل �ـزز در ش ــای تن��ش ون-می مؤلفه‌‌ه

ــش  ــان افزای ــذر زم ــا گ ــزز ب ــش ون-می ــه تن ــد ک ــاهده ش مش

ــای  ــر نیروه ــود ب ــطح عم ــش س ــل آن کاه ــه دلی ــد ک می‌‌یابن

ــر  ــن اث ــد. همچنی ــده ب��ر ذرات م��ادی دیس��ک، می‌‌باش اعمال‌‌ش

تغیی�ـرات سرــعت زاوی�ـه‌‌ای و پارامتــر هندســی پروفیــل ضخامــت 

، بــر مقــدار جابجایــی و تنــش ون-میــزز در یــک زمــان ثابــت و 

در گ�ـذر زم��ان، م�ـورد توج��ه ق��رار گرف�ـت. مشــخص شــد کــه بــا 

ــدار  ــی ، مق ــر هندس ــش پارامت �ـه‌‌ای و کاه ـعت زاوی افزای��ش سرـ

جابجایـی� و تن��ش ون-می��زز، افزایشــ می‌‌یابــد. همچنیــن نشــان 

داده ش��د ک��ه تغیی�ـر در س��رعت زاوی��ه‌‌ای )به‌عنــوان بــار اعمالــی( 

و تغییـ�ر در پارامت��ر  )به‌عنـ�وان ی��ک مشـ�خصه‌‌ی هندســی(، 

ــی رســیدن  ــان آرامــش دیســک دوار، یعن ــی در زم ــر چندان تأثی

ــان  ــن زم ــه در تعیی ــع آنچ ــدارد و در واق ــدار، ن ــت پای ــه حال ب

آرامــش دیســک دوار مهــم اســت، خــواص مــادة ســازنده دیســک 

دوار ویسکو-هایپرالاس��تیک می‌‌باشــد. 
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