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In the present study, the natural frequencies of rectangular plates made of multi-directional 

functionally graded materials on an elastic substrate was investigated for the first time. The 

mechanical properties of the material in the examined plate can be changed in all three coordinate 

directions according to a power law function. Equations of motion are written according to the 

three-dimensional theory of elasticity and then discretized using the method of Generalized 

Differential Quadratics. By comparing the results of several examples in the published articles, 

the validity of the method and the solution was examined, indicating the high accuracy of the 

method used. The influence of a change in direction on the mechanical properties is examined 

using several examples and the results are examined. In addition, the effects of plate thickness, 

plate dimension ratio and the effects of elastic foundation parameters for different boundary 

conditions were investigated and presented in the form of diagrams. The results show that the 

direction of change in material properties can have a significant effect on the natural frequency of 

the plate. 

Extended Abstract 

1. Introduction 

n recent years, the investigation of the mechanical behaviors of functionally graded rectangular plates, 

including their free vibrations, has garnered significant attention from researchers [1-18]. A review of the 

literature reveals that the vibrations of plates made from multi-directional functionally graded materials 

have received less attention [19,20]. Tahouneh and Naei [21] studied the free vibrations of two-directional 

functionally graded plates on an elastic foundation with two opposite simply supported edges using three-

dimensional elasticity theory. Khorshidi et al. [22] studied the effect of a thermal environment on the free 

vibrations of functionally graded rectangular plates on an elastic foundation using one of the plate theories. Adineh 

and Kadkhodayan [23] investigated the bending and dynamic response of skew plates made from multi-directional 

functionally graded materials on an elastic foundation. Yin et al. [24] performed free vibrations and buckling of 

in-plane functionally graded plates using higher-order shear deformation theory and the Isogeometric method. 

Thai et al. [19] investigated the three-dimensional bending and free vibrations of multi-directional functionally 
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graded rectangular plates in a thermal environment using the Isogeometric method. Xiang et al. [25] conducted a 

three-dimensional solution for the free vibrations and buckling of rectangular plates with gradual variations of 

material properties in two in-plane directions. 

By reviewing published articles, it can be observed that there have been few studies on the natural frequencies 

of multi-directional functionally graded rectangular plates using three-dimensional elasticity theory. The existing 

studies have limitations such as limited boundary conditions type, limited material distribution, and neglecting the 

effects of an elastic foundation [19, 21, 24, 25]. As the thickness of the plate increases, the errors in plate theories 

also increase [26]. Therefore, the use of three-dimensional elasticity theory for plates is crucial. Additionally, in 

many structural applications involving beams [27] and plates [21], considering an elastic foundation is effective 

in bringing analyses closer to reality. In this study, for the first time, the natural frequencies of such plates were 

investigated using a generalized three-dimensional differential quadrature method. This solution method allows 

for the consideration of material variations in all coordinate directions and the independent definition of support 

conditions for each edge. Comparing the obtained results with those in published articles shows good agreement. 

The influence of various parameters such as material distribution indices, thickness, and length-to-width ratio on 

free vibrations has been examined. Since this study utilized three-dimensional elasticity theory, the results obtained 

can serve as a suitable reference for validating future work. 

1. 2. Problem definition 

Consider a functionally graded rectangular plate on an elastic foundation, similar to that shown in Figure 1. 

The parameters a, b, and h, which are used in this article to represent the dimensions of the plate, are also specified 

in the figure. 

 
Figure 1. Multi-Directional Functionally Graded Rectangular Plate on an Elastic Foundation 

2. Material Distribution 

In this research, the material properties can vary in all three coordinate directions. The plate is composed of 

two phases. The functionally graded material distribution follows the rule of linear mixture according to the 

following equation: 

(1) P = (P1 − P2)V1 + P2 

In the above equation, P represents each of the material properties, such as the modulus of elasticity, and V1 

and V2 are the volume fractions of each of the phases forming the plate, with the following relationship between 

them: 

(2) V1 + V2 = 1   ,    V1 = (
x

a
)
nx
(
y

b
)
ny
(
z

h
)
nz

 

nx, ny, and nz are called the material distribution indices of the material distribution function.  

3. Equations and Boundary Conditions 

The equations of motion in Cartesian coordinates based on three-dimensional elasticity theory are as follows: 

∂𝜎𝑥
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 (3) 

The stress components in the above equations are related to the corresponding strain components as follows: 
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𝜎𝑥 =
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑥 + 𝜈(𝜀𝑦 + 𝜀𝑧)]  (4) 

𝜎𝑦 =
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑦 + 𝜈(𝜀𝑥 + 𝜀𝑧)]  (5) 
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𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑧 + 𝜈(𝜀𝑥 + 𝜀𝑦)]  (6) 

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸

(1 + 𝜈)
𝜀𝑥𝑦, 𝜏𝑥𝑧 =

𝐸

(1 + 𝜈)
𝜀𝑥𝑧, 𝜏𝑦𝑧 =

𝐸

(1 + 𝜈)
𝜀𝑦𝑧 (7) 

The strain components also relate to the deformations as follows: 
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By combining equations 3 to 8, the equations of motion based on the strain components can be derived. The 

boundary conditions used are defined as follows: 

SSSS {
𝑥 = 0, 𝑎 → 𝑣 = 𝑤 = 𝜎𝑥 = 0
𝑦 = 0, 𝑏 → 𝑢 = 𝑤 = 𝜎𝑦 = 0

 CCCC {
𝑥 = 0, 𝑎  
𝑦 = 0, 𝑏

→ 𝑢 = 0, 𝜈 = 0,𝑤 = 0 

(9) 

SCSC {
𝑆 : 𝑥 = 0, 𝑎 → 𝜈 = 𝑤 = 𝜎𝑥 = 0
𝐶 : 𝑦 =0, 𝑏 → 𝑢 = 𝜈 = 𝑤 = 0

 CFCF {
𝐶 : 𝑥 = 0, 𝑎 → 𝑢 = 𝜈 = 𝑤 = 0

𝐹 : 𝑦 =0, 𝑏 →𝜎𝑦 = 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑧 = 0
 

Additionally, boundary conditions on the top and bottom surfaces of the plate are introduced as follows: 

𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0 at 𝑧 = ℎ (10) 

𝜎𝑧 = 𝑘𝑤𝑤 − 𝑘𝑠𝑥
∂2𝑤

∂𝑥2
− 𝑘𝑠𝑦

∂2𝑤

∂𝑦2
, 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0 at 𝑧 = 0 (11) 

In equation 11, the parameters of the elastic foundation are according to the following relationships: 

𝑘𝑤 =
𝐾𝑤𝐷𝑐
𝑎4

, 𝑘𝑠𝑥 =
𝐾𝑠𝑥𝐷𝑐
𝑎2

, 𝑘𝑠𝑦 =
𝐾𝑠𝑦𝐷𝑐

𝑏2
, 𝐷𝑐 =

𝐸𝑐ℎ
3

(12(1 − 𝜈𝑐
2))

 (12) 

In the above equation, Ksx, Ksy, and Kw are constant values that determine the stiffness of the elastic foundation. 

Ec and νc are the modulus of elasticity and Poisson's ratio of one of the phases forming the functionally graded 

material. 

4. Differential Quadrature Method 

In this paper, the differential quadrature method is used to discretize the equations. 

5. Calculation of Natural Frequencies 

To obtain the natural frequencies, the nodal points related to the motion equations (d) and the nodal points 

where the boundary conditions are determined (b) are separated. As a result, the stiffness matrix is also divided 

into four separate parts. Using the calculated matrices and solving the eigenvalue problem, the natural frequencies 

are obtained. 

6. Validation 

To validate the results, the natural frequencies of several similar plates have been compared with the results 

from references [28], [29], [30], [17], [31], [32], [33], [21], [24], [25] and [19], revealing a good agreement. 

7. Numerical Results 

A rectangular plate with functionally graded materials that can vary in all three coordinate directions has been 

investigated. The constituent materials of the plate are Si3N4 and SUS304. 

The influence of a material property variations, plate thickness, plate dimension ratio and elastic foundation 

parameters on the first natural frequency for different boundary conditions were investigated and the results 

presented in similar figures to those shown below. 
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Figure 2. Variation of the first natural frequency of a multi-directional functionally graded rectangular plate with power-law 

distribution exponents (nx, ny, nz) under SSSS boundary conditions on an elastic foundation against Kw. (a=1 m, b=1 m, h=0.1 m, 

Ksx=Ksy=100) 

 

Figure 3. Variation of the first natural frequency of a multi-directional functionally graded rectangular plate with power-law 

distribution exponents (nx, ny, nz) under clamped conditions (CCCC) on an elastic foundation against an increase in thickness. The 

dimensions of the plate are a=b=1 m, and the elastic foundation coefficients are Kw=Ksx=Ksy=100. 

8. Conclusion 

In this research, for the first time, the free vibrations of a functionally graded rectangular plate with a multi-

directional power distribution function, which can vary in all directions, were studied on an elastic foundation 

using three-dimensional elasticity theory and independent support conditions. The generalized differential 

quadrature method was employed for discretizing the equations. Various aspects such as the effect of material 

property variations, the influence of elastic foundation parameters, support conditions, and geometric dimensions 

ratios of the plate were investigated. The results indicated that material property variations (in thickness direction, 

in-plane, or different combinations) could have a significant impact on the natural frequency of the plate. 

Additionally, the manner in which material property variations affect the plate can be influenced by factors such 

as geometric dimension ratios and support conditions, which were reported in graphical form. Based on the results 

of this study, it can be inferred that in cases where the volumes of the constituent phases of the two plates are 

equal, the material distribution direction can create different frequencies. The results also showed that within the 
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studied range, increasing the elastic foundation coefficients how can effect on the natural frequencies of different 

plates with different material distributions. Furthermore, it was observed that increasing the length-to-width ratio 

of the plate could change their natural frequencies. The impact of changing the plate thickness on the natural 

frequency also demonstrated that increasing the thickness of the plates under investigation led to a decrease in 

their first natural frequency. Increasing the size of the material distribution indices in all plates resulted in a 

decrease in the first natural frequency due to the materials' properties approaching those of the metal phase. 

Additionally, studying the effect of the support type showed that changing the support conditions from free support 

to simply supported and then to clamped support led to an increase in the first natural frequency of the plate. 
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 چکیده  واژگان کلیدی

 ،یعیفرکانس طب

 ،یمدرج تابع ¬ورق

-ستته تهیستتیالاستتت

 .یبعد

های طبیعی ورق مستطیلی ساخته شده از مواد مدرج تابعی چند جهته روی بستر در پژوهش حاضر، فرکانس 

ست. تغییرات تدریجی خوا سی قرار گرفته ا ستیک مورد برر سی، در هر الا ص مکانیکی ماده در ورق مورد برر

صاتی امکان سیته سه جهت مخت ستی ست. روابط مربوطه بر طبق تئوری الا شده و با  یبعدسهپذیر ا نگارش 

ستفاده از روش  سیلیتعمیما ساز یافته مربعات دیفران سته  س سه نتایج برای چند مثال  یگ ست. با مقای شده ا

دهنده سنجی روش و حل انجام شده مورد بررسی قرار گرفته که نشانموجود در مقالات منتشر شده، صحت

دقت بالای شییییوه مورد اسیییتفاده اسیییت. در ادامه، اتر تغییرات خواص مکانیکی ماده در هر یک از جهات 

اند. مختصاتی و یا ترکیبی از جهات مختلف برای چند نمونه مورد توجه قرار گرفته و نتایج با هم مقایسه شده

سبت ابعاد ورق و نیز همچنی ضخامت ورق، تغییر ن ستیک برای چند  ریتأتن اتر تغییرات  ستر الا پارامترهای ب

شان می ست. نتایج ن شده ا شده و در قالب نمودارهایی گزارش  دهد جهت تغییر شرط مرزی مختلف مطالعه 

 بر فرکانس طبیعی ورق داشته باشد. یتوجهقابل ریتأتتواند خواص ماده نیز می

 25/01/1403ریخ دریافت: تا

 24/02/1403تاریخ بازنگری:

 30/02/1403تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

های اخیر مورد توجه پژوهشگران بسیاری قرار گرفته است. این گونه مواد به دلیل مدل خاص در دهه 1مواد مدرج تابعی

بررسی، تحلیل و آشکارسازی نحوه رفتار تحت ای به نقطه دیگر خواص مکانیکی متفاوتی دارند، از جهت ترکیب آن که از نقطه

های ساخته شده از این اند. بررسی رفتار ارتعاشی سازههای مختلف یا در شرایط کاری متفاوت مورد مطالعه قرار گرفتهبارگذاری

های مستطیلی ساخته شده از این مواد نیز از این ، از جمله، ورق[1]مواد در سالیان اخیر مورد توجه بسیاری قرار گرفته است 

های مستطیلی مدرج تابعی بعدی برای ارتعاشات ورقیک حل دقیق سه [2]اند. ول و باترا حیث در مقالات متعددی مطالعه شده

 و 2چبیشف  یاچندجملههای مستطیلی مدرج تابعی را با بعدی ورقارتعاشات سه [3]دادند. لی و همکاران  ارائهگاه ساده با تکیه

ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی مدرج تابعی را برای شرایط  خمش ایستایی و [4]مطالعه قرار دادند. ژو و لی  مورد 3روش ریتز

های مستطیلی ارتعاشات آزاد ورق [5]گاه ساده با استفاده از یک روش عددی بررسی کردند. حسینی هاشمی و همکاران تکیه

از یک رهیافت  [6]ورق حل نمودند. حسینی هاشمی و همکاران  4مدرج تابعی را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول

                                                           
1 Functionally Graded Materials 
2 Chebyshev 
3 Ritz method 
4 First order shear deformation theory 
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بسته برای مهمچنین از یک روش فر [7] هاآنتحلیلی دقیق برای ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی مدرج تابعی استفاده کردند. 

حل دقیقی برای  [8]های ضخیم مستطیلی مدرج تابعی استفاده کردند. حسنی بافرانی و همکاران مطالعه ارتعاشات آزاد ورق

های قارتعاشات آزاد ور [9]دادند. چاکراورتی و پرادان  ارائههای مستطیلی مدرج تابعی روی بستر الاستیک زاد ورقارتعاشات آ

ارتعاشات  [10]های ورق مورد مطالعه قرار دادند. جین و همکاران از تئوریمستطیلی مدرج تابعی در محیط حرارتی را با استفاده 

از یک  [11]ای ضخیم مستطیلی مدرج تابعی را با استفاده از یک روش حل دقیق مورد بررسی قرار دادند. آکاوچی هآزاد ورق

ه های مستطیلی مدرج تابعی روی بستر الاستیک استفادتئوری برشی مرتبه بالا برای محاسبات مربوط به ارتعاشات آزاد ورق

های نازک مستطیلی مدرج تابعی روی بستر ریتز برای بررسی ارتعاشات آزاد ورق-از روش ریلی [12]نمود. چاکراورتی و پرادان 

های نازک مستطیلی مدرج سختی پویا برای مطالعه ارتعاشات آزاد ورق از روش [13]الاستیک استفاده نمودند. کومار و همکاران 

های مستطیلی مدرج تابعی در ای برای ارتعاشات آزاد ورقبستهحل تحلیلی فرم [14]دند. زینگ و همکاران تابعی استفاده کر

ئوری برشی مرتبه اول و های مستطیلی مدرج تابعی با استفاده از تارتعاشات آزاد ورق [15]آوردند. در  به دست محیط حرارتی

های نازک مستطیلی ای برای ارتعاشات آزاد ورقحل بسته [16]مطالعه قرار گرفت. زو و زینگ  مورد 5روش مربعات دیفرانسیلی

های مستطیلی مدرج تابعی در محیط ارتعاشات آزاد ورق [17]آوردند. کانگ و همکاران  به دستمدرج تابعی روی بستر الاستیک 

ای برای ارتعاشات ورق حل تحلیلی [18]مطالعه نمودند. هوانگ و چانگ  یبعدسهحرارتی را با استفاده از تئوری الاستیسیته 

 دادند.  ارائهبعدی گاه ساده را بر اساس تئوری الاستیسیته سهمستطیلی مدرج تابعی با دو تکیه

های ساخته شده از مواد مدرج تابعی چند جهته کمتر مورد بررسی توان تشخیص داد که ارتعاشات ورقاز مرور مقالات می

نیاز به توزیع  عملا ای است که های مدرج تابعی به گونهتوجه به اینکه بسیاری از کاربردهای ورق اند. این موضوع باقرار گرفته

های ارتعاشات ورق ینهیدرزمهای انجام شده حایز اهمیت است. پژوهش [20, 19]باشد تغییرات ماده در دو یا سه جهت می

ارتعاشات آزاد  [21]طاحونه و نائی  مربوط به سالیان اخیر است. عمدتاا جهته مستطیلی ساخته شده از مواد مدرج تابعی چند

گاه ساده در دو سمت روبروی هم را با استفاده از تئوری الاستیسیته های مدرج تابعی دو جهته روی بستر الاستیک با دو تکیهورق

بعدی مورد بررسی قرار دادند. به دلیل روش حل نیمه تحلیلی مورد استفاده در این پژوهش، تغییرات خواص مواد فقط در سه

ای یا صفحهای مطالعه شد و امکان تغییرات خواص مواد در دو راستای درونصفحهبه همراه یکی از جهات درونراستای ضخامت 

گاهی ورق وجود داشت که دو لبه روبروی هم در هر سه جهت مختصاتی فراهم نبود. همچنین محدودیتی در شرایط تکیه

های مستطیلی تاتیر محیط حرارتی روی ارتعاشات آزاد ورق [22]ان بودند. خورشیدی و همکارگاه ساده میبایست از نوع تکیهمی

خمش و پاسخ  [23]های ورق مطالعه کردند. آدینه و کدخدایان با استفاده از یکی از تئوری مدرج تابعی روی بستر الاستیک را

جهته روی بستر الاستیک تحت بار ناگهانی را مورد مطالعه الاضلع ساخته شده از مواد مدرج تابعی چنددینامیکی ورق متوازی

های طبیعی ورق مورد توجه قرار نگرفت. ین و همکاران مقدار ویژه و محاسبه فرکانس مسئلهقرار دادند. در آن پژوهش، حل 

 تحلیل و 6ای را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاهای مدرج تابعی درون صفحهارتعاشات آزاد و کمانش ورق [24]

های مستطیلی مدرج تابعی چند جهته در بعدی ورقخمش و ارتعاشات آزاد سه [19]دادند. تای و همکاران  انجام 7ایزوژئومتریک

ارتعاشات آزاد و کمانش  یبعدسهحل  [25]محیط حرارتی را با استفاده از روش ایزوژئومتریک بررسی کردند. شیانگ و همکاران 

 ای را انجام دادند.های مستطیلی با تغییرات تدریجی خواص ماده در دو جهت درون صفحهورق

های مستطیلی های طبیعی ورقکارهای کمی در زمینه مطالعه فرکانس تاکنونتوان گفت با بررسی مقالات منتشر شده می

بعدی انجام شده است. همچنین کارهای انجام شده نیز به دلایلی تئوری الاستیسیته سهمدرج تابعی چند جهته با استفاده از 

گاهی و شرایط محدود توزیع ماده شرایط خاص و محدود تکیههایی از جمله مانند روش حل مورد استفاده، دارای محدودیت

ها ممکن است اند. در شرایط واقعی و کاربردی، هر کدام از لبهبوده [25, 24, 19]بستر الاستیک  راتیتأتو در نظر نگرفتن  [21]

نماید. نزدیک میها را به شرایط واقعی سازی رفتار ورقها، شبیهشرایط مرزی متفاوتی داشته باشند که امکان اعمال مستقل آن

ها مورد بررسی گاهی ورقگاه ساده و لبه آزاد که در مقالات معمولا به عنوان شرایط مختلف تکیهگاه گیردار، تکیهشرایط تکیه

                                                           
5 Differential quadrature method 
6 higher-order shear deformation theory 
7 Isogeometric analysis 
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شود در این پژوهش ها مشاهده میهای موجود در پلگاهها در شرایط کاربردی مانند تکیههای متعددی از آنگیرند و نمونهقرار می

هایی ها سازهاند. ورقانجام شده [24, 22]های ورق د توجه قرار گرفته است. تعدادی از کارهای منتشر شده نیز بر اساس تئوریمور

های مختلفی تئوری خاصیت،شود و با توجه به این ها در مقابل دو بعد دیگر کوچک در نظر گرفته میهستند که یکی از ابعاد آن

. [26]یابد های ورق افزایش میها معرفی شده است، اما با افزایش ضخامت ورق، خطای تئوریبرای تحلیل رفتار مکانیکی ورق

ها از اهمیت برخوردار است. همچنین در بسیاری از کاربردهای بعدی در مورد ورقاستفاده از تئوری الاستیسیته سه رونیازا

ها تحلیل، با توجه به فیزیک مساله، در نظر گرفتن بستر الاستیک، در نزدیک کردن [21]ها و ورق [27]ها از جمله تیرها سازه

یافته مربعات هایی با استفاده از روش تعمیمبه واقعیت موتر است. در این پژوهش برای اولین بار فرکانس طبیعی چنین ورق

که  دهدبعدی و در نظر گرفتن مشتقات در هر سه جهت مختصاتی مطالعه شده است. این روش حل، امکان میدیفرانسیلی سه

ها را به طور مستقل تعریف هلبگاهی هر کدام از جهات مختصاتی در نظر گرفته و شرایط تکیه تغییرات ماده را بتوان در تمام

پارامترهای مختلفی  تاتیر دهد.آمده با نتایج موجود در مقالات منتشر شده، تطابق خوبی را نشان می به دستمقایسه نتایج  نمود.

ق بر ارتعاشات آزاد بررسی شده است. با توجه به اینکه در این مقاله های توزیع ماده، ضخامت و نسبت طول به عرض ورمانند توان

تواند به عنوان مرجع مناسبی برای صحت سنجی کارهای آمده می به دستبعدی استفاده شده، نتایج از تئوری الاستیسیته سه

 آینده نیز مورد استفاده قرار گیرد.

 تشریح مساله -2

نشان داده شده است را در نظر بگیرید. مبدا  1لاستیک مشابه آنچه در شکل یک ورق مستطیلی مدرج تابعی روی بستر ا

که در این مقاله برای نشان دادن ابعاد ورق استفاده شده، در شکل  hو  a ،bمختصات در شکل مشخص شده است. پارامترهای 

 مشخص شده است.

 

 جهته روی بستر الاستیکورق مستطیلی مدرج تابعی چند 1شکل 

 دهتوزیع ما -2-1

تواند در هر سه جهت مختصاتی وجود داشته تغییرات تدریجی ماده میدر این پژوهش، که در مقدمه اشاره شد،  گونههمان

شود که طبق روابطی، خواص ماده در نقاط مختلف ورق، به طور تدریجی بین در تحقیق حاضر، ورق از دو فاز تشکیل می باشد.

 .کندتبعیت می ریز رابطه مطابقی خط بیترک قانون ازی تابع مدرج ماده عیتوز کند.خواص این دو فاز تغییر می

(1) 𝑃 =  𝑃1𝑉1 + 𝑃2𝑉2 

 نسبت 𝑉2 و 𝑉1 و است تهیسیالاست مدول موتر در تحلیل ارتعاش آزاد ورق مانند ماده خواص هر کدام از 𝑃 در رابطه بالا،

 .ها برقرار استق هستند و رابطه زیر بین آنور دهندهلیتشک هایفاز هر کدام ازی حجم

(2) 𝑉1 + 𝑉2 = 1 

𝑉1 شودیممحاسبه  ریز رابطه در هر نقطه از. 
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(3) 𝑉1 = (
𝑥

𝑎
)
𝑛𝑥

(
𝑦

𝑏
)
𝑛𝑦

(
𝑧

ℎ
)
𝑛𝑧

 

𝑛𝑥، 𝑛𝑦 و 𝑛𝑧 دهندهلیتشکرابطه زیر برای هر خاصیت ماده  2 و 1 وابطر توجه به بانامیم. های تابع توزیع ماده میرا توان 

 .آیدمی به دستورق در هر کدام از نقاط آن 

 
(4) 𝑃 = (𝑃1 − 𝑃2)𝑉1 + 𝑃2 

 معادلات و شرایط مرزی -2-2

 از: عبارت استبعدی معادلات حرکت در مختصات کارتزین و بر اساس تئوری الاستیسیته سه

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑧

= 𝜌
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 (5) 

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑧
= 𝜌

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 (6) 

𝜕𝜏𝑥𝑧
𝜕𝑥

+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑦
+
𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

= 𝜌
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 (7) 

 شوند.کرنش مرتبط می یهامؤلفهزیر با  تنش در روابط بالا به شکل یهامؤلفه

𝜎𝑥 =
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑥 + 𝜈(𝜀𝑦 + 𝜀𝑧)]  (8)  

𝜎𝑦 =
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑦 + 𝜈(𝜀𝑥 + 𝜀𝑧)]  (9)  

𝜎𝑧 =
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
[(1 − 𝜈)𝜀𝑧 + 𝜈(𝜀𝑥 + 𝜀𝑦)]  (10)  

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸

(1 + 𝜈)
𝜀𝑥𝑦 , 𝜏𝑥𝑧 =

𝐸

(1 + 𝜈)
𝜀𝑥𝑧 , 𝜏𝑦𝑧 =

𝐸

(1 + 𝜈)
𝜀𝑦𝑧 (11)  

 ها رابطه دارند.کرنش نیز مطابق روابط زیر با تغییر شکل یهامؤلفه

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 (12)  

𝜀𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) , 𝜀𝑥𝑧 =

1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) , 𝜀𝑦𝑧 =

1

2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) (13)  

 شود.تغییر شکل مطابق روابط زیر حاصل می یهامؤلفه، معادلات حرکت بر اساس 13تا  5با ترکیب روابط 

(

 
 

𝜕𝐸
𝜕𝑥
(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈) − 𝐸 (

𝜕𝜈
𝜕𝑥
(1 − 2𝜈) − 2

𝜕𝜈
𝜕𝑥
(1 + 𝜈))

(1 + 𝜈)2(1 − 2𝜈)2

)

 
 
[(1 − 𝜈)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜈 (

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)]

+
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[−
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ (1 − 𝜈)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕𝜈

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)

+ 𝜈 (
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
)] +

1

2

𝜕𝐸
𝜕𝑦
(1 + 𝜈) − 𝐸

𝜕𝜈
𝜕𝑦

(1 + 𝜈)2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

+
1

2

𝐸

(1 + 𝜈)
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
) +

1

2

𝜕𝐸
𝜕𝑧
(1 + 𝜈) − 𝐸

𝜕𝜈
𝜕𝑧

(1 + 𝜈)2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
)

+
1

2

𝐸

(1 + 𝜈)
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
) = 𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

(14) 
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1

2

𝜕𝐸
𝜕𝑥
(1 + 𝜈) − 𝐸

𝜕𝜈
𝜕𝑥

(1 + 𝜈)2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝜈

𝜕𝑥
) +

1

2

𝐸

(1 + 𝜈)
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
)

+

(

 
 

𝜕𝐸
𝜕𝑦
(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈) − 𝐸 (

𝜕𝜈
𝜕𝑦
(1 − 2𝜈) − 2

𝜕𝜈
𝜕𝑦
(1 + 𝜈))

(1 + 𝜈)2(1 − 2𝜈)2

)

 
 
[(1 − 𝜈)

𝜕𝑣

𝜕𝑦

+ 𝜈 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)]

+
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[−
𝜕𝜈

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ (1 − 𝜈)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+
𝜕𝜈

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)

+ 𝜈 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑧
)] +

1

2

𝜕𝐸
𝜕𝑧
(1 + 𝜈) − 𝐸

𝜕𝜈
𝜕𝑧

(1 + 𝜈)2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)

+
1

2

𝐸

(1 + 𝜈)
(
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑧
) = 𝜌

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
 

(15)  

1

2

𝜕𝐸
𝜕𝑥
(1 + 𝜈) − 𝐸

𝜕𝜈
𝜕𝑥

(1 + 𝜈)2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) +

1

2

𝐸

(1 + 𝜈)
(
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) +

1

2

𝜕𝐸

𝜕𝑦
(1 + 𝜈) − 𝐸

𝜕𝜈

𝜕𝑦

(1 + 𝜈)2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)

+
1

2

𝐸

(1 + 𝜈)
(
𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

+(

𝜕𝐸

𝜕𝑧
(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈) − 𝐸 (

𝜕𝜈

𝜕𝑧
(1 − 2𝜈) − 2

𝜕𝜈

𝜕𝑧
(1 + 𝜈))

(1 + 𝜈)2(1 − 2𝜈)2
) [(1 − 𝜈)

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ 𝜈 (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)]

+
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[−
𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+ (1 − 𝜈)

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
+
𝜕𝜈

𝜕𝑧
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) + 𝜈(

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
)] = 𝜌

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

(16)  

 شوند.های مورد استفاده نیز مطابق روابط زیر تعریف میگاهشرایط تکیه

SSSS {
𝑥 = 0, 𝑎 → 𝑣 = 𝑤 = 𝜎𝑥 = 0
𝑦 = 0, 𝑏 → 𝑢 = 𝑤 = 𝜎𝑦 = 0

 
(17)  

CCCC {
𝑥 = 0, 𝑎  
𝑦 = 0, 𝑏

→ 𝑢 = 0, 𝜈 = 0,𝑤 = 0 (18)  

SCSC {
𝑆 : 𝑥 =0, 𝑎 → 𝜈 = 𝑤 = 𝜎𝑥 = 0
𝐶 : 𝑦 =0, 𝑏 → 𝑢 = 𝜈 = 𝑤 = 0

 (19)  

CFCF {
𝐶 : 𝑥 = 0, 𝑎 → 𝑢 = 𝜈 = 𝑤 = 0

𝐹 : 𝑦 = 0, 𝑏 →𝜎𝑦 = 𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑧 = 0
 (20)  

 گردد.ط مرزی در سطوح بالا و پایین ورق مطابق روابط زیر معرفی میهمچنین شرای

𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0 at 𝑧 = ℎ (21)  

𝜎𝑧 = 𝑘𝑤𝑤 − 𝑘𝑠𝑥
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− 𝑘𝑠𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
, 𝜏𝑥𝑧 = 𝜏𝑦𝑧 = 0 at 𝑧 = 0 (22)  

 شوند.می یمقداردهمطابق روابط زیر  پارامترهای بستر الاستیک 22در رابطه 

𝑘𝑤 =
𝐾𝑤𝐷𝑐
𝑎4

, 𝑘𝑠𝑥 =
𝐾𝑠𝑥𝐷𝑐
𝑎2

, 𝑘𝑠𝑦 =
𝐾𝑠𝑦𝐷𝑐

𝑏2
, 𝐷𝑐 =

𝐸𝑐ℎ
3

(12(1 − 𝜈𝑐
2))

 (23)  

گردد. ها میزان سختی بستر الاستیک تعیین میآناعداد تابتی هستند که با افزایش یا کاهش  wKو  sxK ،syKدر رابطه بالا، 

𝐸𝑐  و𝜈𝑐  ماده مدرج تابعی است. دهندهلیتشکنیز مدول الاستیک و ضریب پواسون یکی از فازهای 
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 سازی مشتقروش مربع -2-3

تعداد  اگر .شودسازی مشتق برای گسسته سازی معادلات تشریح شده در بخش قبلی استفاده میدر این مقاله، از روش مربع

طبق  𝑙 پارامتر به نسبت تابع 𝑚 مرتبه مشتقمورد استفاده قرار گیرد،  lسازی دامنه پارامتر عدد برای گسسته 𝑁نقاط گرهی 

 .شودرابطه زیر با مقادیر تابع در تمام نقاط گرهی آن دامنه مرتبط می

(24) 𝑑𝑚𝑓(𝑥)

𝑑𝑙𝑚
|
𝑛=𝑛𝑖

 =  ∑𝐶𝑖𝑗
(𝑚)𝑓(𝑙𝑗)

𝑁

𝑗=1

,      𝑖 =  1, 2, … , 𝑁 

Cijیوزن بیضرا
(m)  شود.محاسبه می 26و برای مشتقات مرتبه بالاتر از رابطه  25در رابطه بالا، برای مشتق مرتبه اول از رابطه 

𝐶𝑖𝑗
(1)  =  

∏ (𝑙𝑖 − 𝑙𝑗)
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖

(𝑙𝑖 − 𝑙𝑘)∏ (𝑙𝑘 − 𝑙𝑗)
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑘

,             𝑖, 𝑗, 𝑘 =  1, 2, … , 𝑁  

𝐶𝑖𝑖
(1)  =  − ∑ 𝐶𝑖𝑗

(1)

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

,             𝑖 =  1, 2, … , 𝑁 (25) 

𝐶𝑖𝑗
(𝑚)  =  𝑚 [𝐶𝑖𝑖

(𝑚−1)𝐶𝑖𝑗
(1) −

𝐶𝑖𝑗
(𝑚−1)

𝑙𝑖 − 𝑙𝑘
] ,             𝑖, 𝑘 =  1, 2, … , 𝑁  

𝐶𝑖𝑖
(𝑚)  =  − ∑ 𝐶𝑖𝑗

(𝑚),

𝑁

𝑗=1,𝑗≠𝑖

            𝑖 =  1, 2, … , 𝑁 (26) 

 .گردداستفاده می 27طبق رابطه  8شفیچب یاچندجمله از دامنه نقاط عیتوزبرای تعیین چگونگی 

(27) 𝑙𝑖  =  0.5𝐿 (1 −
cos(𝑖 − 1) × 𝜋

𝑁 − 1
) 

 یسختبهاز ضرایب جملت مربوط  K، یک ماتریس 23تا  14سازی معادلات  گسسته با .است دامنه طول 𝐿 در رابطه بالا،

 آید.می به دستاز ضرایب جملت مربوط به چگالی  Mورق و یک ماتریس 

 های طبیعیمحاسبه فرکانس -2-4

شرایط  ها( و نقاط گرهی که در آنdهای طبیعی، نقاط گرهی مربوط به معادلات حرکت )آوردن فرکانس به دستبه جهت 

توان شوند. بدین ترتیب ماتریس سختی نیز به چهار بخش جدا از هم تقسیم شده و می( از هم جدا میbشود )مرزی تعیین می

 نوشت:

[[𝐾𝑑𝑏][𝐾𝑑𝑑]] {
{𝑏}

{𝑑}
} − 𝜔2[[𝑀𝑑𝑏][𝑀𝑑𝑑]] {

{𝑏}

{𝑑}
} = {0} (28)  

[𝐾𝑏𝑑]{𝑑} + [𝐾𝑏𝑏]{𝑏} = {0} (29)  

 آورد. به دستتوان طبق روابط زیر با توجه به روابط بالا، ضرایب سختی و جرم مرتبط با محاسبات فرکانس طبیعی را می

𝐾𝑛𝑓 = [𝐾𝑑𝑑] − [𝐾𝑑𝑏][𝐾𝑏𝑏]
−1[𝐾𝑏𝑑] (30)  

𝑀𝑛𝑓 = [𝑀𝑑𝑑] − [𝑀𝑑𝑏][𝐾𝑏𝑏]
−1[𝐾𝑏𝑑] (31)  

[𝐾𝑛𝑓] − 𝜔
2[𝑀𝑛𝑓]{𝑑} = {0} (32)  

 به دستهای طبیعی ، فرکانس32مقدار ویژه رابطه  مسئلهو حل  31و  30های محاسبه شده در روابط با استفاده از ماتریس

 آید.می

 سنجیصحت -2-5

ایج مراجع فرکانس طبیعی اول یک ورق مربعی ساخته شده از ماده مدرج تابعی با نت 8برای صحت سنجی نتایج، ابتدا نتایج 

                                                           
8 Chebyshev polynomial 

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir



نهیآد یمهد 51  

 

 1شماره  /4دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

و  شود. یک ورق مربعی را در نظر بگیرید که مواد سازنده آن در ضخامت ورق به طور تدریجیمقایسه می [30] و [29]، [28]

 .کنندیممطابق رابطه زیر تغییر 

(33) 𝑃(𝑧) = (𝑃𝑈 − 𝑃𝐿) (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑃

+ 𝑃𝐿 

اره به مقادیر آن خاصیت ماده در بالاترین و اش 𝑃𝐿و  𝑃𝑈و  باشدیمیک خاصیت ماده مانند مدول الاستیسیته  Pکه در آن 

. در این مثال، سطح باشدیم 2در این مثال برابر و  توان رابطه توزیع ماده p. دارند (z=-h/2و  z=h/2پایین ترین سطح ورق )

مقداردهی  1خواص مکانیکی آن مطابق جدول تشکیل شده است که  4N3Siو سطح بالایی آن از ماده  304SUSپایین ورق از ماده 

    شده است.

 کلوین 300در دمای  4N3Siو  304SUSخواص مکانیکی مواد  1 جدول

 E 𝜈 𝜌 

4N3Si 
910×2715/ 232 24/0 2370 

SUS304 
910×7877/207 3178/0 8166 

بعد یردار دارد. فرکانس طبیعی بیلبه گ یگاههیتکو هر چهار گوشه آن شرایط  a/h=10و  a=b=0.2 mابعاد ورق عبارتند از 

  .شودیمسبه امورد استفاده از رابطه زیر مح

(34) 𝜔 =
𝜔𝑏2

𝜋2
√
𝐼0
𝐷0

 

𝐼0که در آن  = ℎ𝜌    و𝐷0 = 𝐸ℎ
3 12(1 − 𝜈2)⁄  همچنین . 𝜌 ،E  وν  در این روابط دارای مقادیر مربوط به مادهSUS304 

در مراجع  منتشرشدهدهنده همگرایی خوب و تطابق مناسب با نتایج نشان 2جدول  .باشدیم کلوین 300نی مرجع یعدر دمای 

 مورد اشاره است.

 CCCCگاهی با شرایط تکیه a/h=10و  a=b=0.2 mهای طبیعی ورق مربعی مدرج تابعی، انسبررسی همگرایی و تطابق فرک 2 جدول

 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 𝜔6 𝜔7 𝜔8 مرجع

1062/4 [28]یانگ و شن   8902/7  8902/7  1834/11  5881/12  7867/13  4530/15  0017/16  

1165/4 کیم ]29[  9696/7  9696/7  2198/11  1060/13  2089/13  9471/15  9471/15  

1658/4 لی و همکاران ]30[  9389/7  9389/7  1212/11  0973/13  2234/13  3627/15  3627/15  

7×7×7 1430/4  1119/8  1119/8  2683/11  8505/13  7470/13  4554/15  4554/15  

9×9×9 1222/4  8648/7  8648/7  0271/11  9786/12  1017/13  4399/15  4399/15  

11×11×11 1152/4  8546/7  8546/7  0150/11  9867/12  1114/13  4375/15  4375/15  

13×13×13 1127/4  8510/7  8510/7  0108/11  9789/12  1030/13  4362/15  4362/15  
 

 [17]مورد توجه قرار گرفته و با نتایج مرجع  CCCC یجابه هالبهدر  SSSS، مساله قبلی با جایگزینی شرایط 3در جدول 

 مقایسه شده است.

 SSSSگاهی با شرایط تکیه a/h=10و  a=b=0.2 mهای طبیعی ورق مربعی مدرج تابعی، انسبررسی همگرایی و تطابق فرک 3 جدول

 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 𝜔6 𝜔7 𝜔8 مرجع

7316/5 7316/5 4003/2 کانگ ]17[  1033/8 1033/8  8040/8  7305/10  7318/10  

7×7×7 4002/2 6998/5 6998/5  1035/8  1035/8  7657/8  4931/10  4931/10  

9×9×9 3996/2 5740/5 7340/5  3103/8  1033/8  8056/8  7685/10  7685/10  

11×11×11 3997/2 7305/5 7305/5 1033/8  1033/8  8014/8  7270/10  7270/10  

13×13×13 3997/2 7306/5 7306/5 1033/8  1033/8  8014/8  7297/10  7297/10  
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دامه به صحت سنجی نتایج برای یک ورق مربعی ایزوتروپیک روی بستر الاستیک می پردازیم. مشخصات ماده در ا

𝐸𝑐عبارتند از:   3O2(Alumina,AlCeramic(ورق  دهندهلیتشک = 3800 × 10
9 N

m2
 ،𝜈𝑐 = 𝜌𝑐و  0.3 = 3800

kg

m3
 و شرط مرزی 

 فونداسیون مطابق رابطه زیر است.

(35) 𝜎𝑧 = 𝐾𝑤 − 𝐾𝑔 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 

 بعد بستر الاستیک مطابق رابطه زیر است:ضرایب بی

(36) 𝑘𝑔 = 𝐾𝑔𝑏
2 𝐷𝑐 , 𝑘𝑤 = 𝐾𝑤𝑏

4 𝐷𝑐⁄⁄  

𝐷𝑐 هاآنکه در  = 𝐸𝑐ℎ
3 12(1 − 𝜈𝑐

، [32]، [31]طبیعی ورق مورد اشاره با نتایج مراجع  یهافرکانس، 4در جدول است.  ⁄(2

 مقایسه شده است. [21]و  [33]

SSSS ،𝑲𝒈گاهی ایزوتروپیک روی بستر الاستیک با شرایط تکیههای طبیعی ورق انسبررسی همگرایی و تطابق فرک 4 جدول = 𝟏𝟎  ،b/h=5 

 مرجع
𝜔1 

𝑘𝑤 = 0 𝑘𝑤 = 10 

2334/2 ژو و همکاران ]31[  2539/2  

2334/2 ماتسوناگا ]32[  2539/2  

233409/2 یاس و عراق ]33[  253924/2  

2334/2 طاحونه و نائی ]21[  2539/2  

9×9×9 2334/2  2539/2  

11×11×11 2334/2  2539/2  

13×13×13 2334/2  2539/2  

مورد بررسی قرار گرفته است. مواد  یاصفحهدر مثال بعدی، ورقی با مواد مدرج تابعی تغییر کننده در راستاهای درون 

 بوده و پارامترهای خواص آن عبارتند از: SUS304و  Si3N4ورق  دهندهلیتشک

(37) 
𝐸𝑐 = 348.43 × 10

9 N

m2
, 𝜈𝑐 = 0.24 𝜌𝑐 = 2370

kg

m3
 

𝐸𝑚 = 201.04 × 10
9 N

m2
, 𝜈𝑚 = 0.3262 𝜌𝑚 = 8166

kg

m3
 

 :باشدیمتوزیع مواد در این ورق طبق روابط زیر 

(38) 

𝐸 = 𝑉𝑚𝐸𝑚 + 𝑉𝑐𝐸𝑐 
𝜈 = 𝑉𝑚𝜈𝑚 + 𝑉𝑐𝜈𝑐 
𝜌 = 𝑉𝑚𝜌𝑚 + 𝑉𝑐𝜌𝑐 

(39) 𝑉𝑚 + 𝑉𝑐 = 1 

(40) 𝑉𝑐 = (
𝑥

𝑎
)
𝑛𝑥

(
𝑦

𝑏
)
𝑛𝑦

 

به ترتیب طول و  b و aد. اشاره به فاز سرامیک دار cاشاره به فاز فلز و  mهستند و  های حجمینسبت 𝑉𝑐و  𝑉𝑚که در آن 

 شود.بعد از رابطه زیر محاسبه میهمچنین فرکانس بی بع توزیع هستند.های تاتوان 𝑛𝑦و  𝑛𝑥 عرض ورق و

(41) 

𝐷𝑐 = 𝐸𝑐ℎ
3 12(1 − 𝜈𝑐

2)⁄  

𝜔 =
𝜔𝑎2

𝜋2
√
ℎ𝜌

𝐷𝑐
 

 و با سه مرجع مقایسه شده است.  شدهدادههای تابع توزیع نشان های اول برای چند ترکیب توان، فرکانس5در جدول 
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 SSSS  ،a=b=50h=1mگاهی مدرج تابعی دوجهته با شرایط تکیههای طبیعی ورق انسبررسی همگرایی و تطابق فرک 5 جدول

𝑛𝑥  𝑛𝑦 
 مرجع

 11×11×11 9×9×9 7×7×7 تای و همکاران ]19[ ین و همکاران ]24[ شیانگ و همکاران ]25[

0 0 9978/1  9973/1  9974/1  9978/1  9973/1  9974/1  

0 1   1701/1  1850/1  1848/1  1848/1  

0 2   0099/1  0207/1  0198/1  0198/1  

1 0 1851/1  1847/1  1701/1  1850/1  1848/1  1848/1  

1 1   9812/0  0207/1  0198/1  0198/1  

1 2   9203/0  5629/0  9539/0  9541/0  

2 0 0200/1  0197/1  0099/1  0207/1  0198/1  0198/1  

2 1   9197/0  9562/0  9539/0  9541/0  

2 2   8874/0  9228/0  9204/0  9205/0  

 نتایج عددی -2-6

مورد بررسی  امکان تغییرات خواص آن وجود دارد، تمام سه راستای مختصاتی که درورقی مستطیلی با مواد مدرج تابعی 

ن توزیع مواد در ایاست.  37مطابق رابطه بوده و پارامترهای خواص  304SUSو  4N3Siورق  دهندهلیتشکقرار گرفته است. مواد 

    بوده و مقادیر تابت مورد استفاده در آن، 23اساس رابطه بعد بستر الاستیک بر . ضرایب بیباشدیم 4تا  1ورق طبق روابط 

𝐸𝑐 = 348.43 × 10
9𝑁 𝑚2⁄ ،𝜈𝑐 = 𝜌𝑐 و 0.24 = 2370𝐾𝑔 𝑚3⁄  .بعد از رابطه بی برای فرکانسهستند 

𝜔 = 𝜔𝑎√2𝜌(1 + 𝜈) 𝐸⁄ خواص که در آن استفاده شده 𝜌 ،𝜈  و𝐸  خواصمشابه SUS304  باشدمی 1در جدول . 

 
 SSSSگاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهاولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چندتغییرات  2شکل 

 wK( .100=syK=sxK, m 0.1=h, m 1=b, m 1=a)روی بستر الاستیک در مقابل 

نشان داده شده  wKنسبت به تغییرات ضریب  SSSSگاهی تغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق با شرایط تکیه 2در شکل 

دارد. همچنین مشاهده شود جهت تغییرات ماده، تاتیر قابل توجهی روی اندازه فرکانس طبیعی است. همانطور که مشاهده می

 جهتهماند، مثل ورق مدرج تابعی سهها تقریبا بدون تغییر میهر ورق در بین سایر ورقجایگاه  wKشود با افزایش ضریب می
اند. همیشه بیشترین فرکانس طبیعی را داشته( 0،0،1)همیشه کمترین و ورق مدرج تابعی یک جهته در راستای ضخامت  (1،1،1)

 دهندهلیتشکمدول الاستیک بزرگتر و چگالی کمتری دارد، هرچه ماده  304SUSنسبت به   4N3Si، ماده 1جدول  طبق ازآنجاکه

جهته نسبت به سه چون توابع توزیع ماده در ورق مدرج تابعی یک رونیازاتر باشد، فرکانس بالاتری دارد. نزدیک 4N3Siورق به 
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جهته و دو (0،1،1)ای صفحهجهته دروندارد. اما با مقایسه ورق با توزیع دو تر است، فرکانس بالاترینزدیک 4N3Siجهته به 

دنده دو ورق نیز یکسان توان دریافت در شرایطی که حجم فازهای تشکیلمی( 1،0،1)ای صفحهضخامت و یک راستای درون

 های متفاوتی ایجاد کند.تواند فرکانسباشد، جهت توزیع ماده می

شود، به همانطور که مشاهده می نشان داده شده است. 3شکل در  CCCCبه  گاهیتکیه ط مرزیایبا تغییر شر 2شکل نتایج 

 باشد.می 2های با توزیع مختلف تقریبا مشابه شکل اند اما ترتیب اندازه فرکانس ورقها افزایش یافتهطور کلی فرکانس

 

گاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 3شکل 

CCCC ستر الاستیک در مقابل روی بwK( .100=syK=sxK, m 0.1=h, m 1=b, m 1=a) 

 با تغییر پارامتر بار نیا، CCCCو  SSSSگاهی ها به ترتیب با شرایط تکیه، تغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق5و  4در شکل 

sxK  وsyK ضریب که الگویی مشابه تاتیر  مورد مطالعه قرار گرفته استwK  دارند. در این بررسیsyK=sxK .در نظر گرفته شده است 

 

 SSSSگاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 4شکل 

 syK=sxK( .100=wK, m 0.1=h, m 1=b, m 1=a)روی بستر الاستیک در مقابل 
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گاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چندتغ 5شکل 

CCCC  روی بستر الاستیک در مقابلsyK=sxK( .100=wK, m 0.1=h, m 1=b, m 1=a) 

مورد بررسی قرار  CCCCو  SSSSگاهی برای شرایط تکیهبه ترتیب  a/b، تاتیر نسبت طول به عرض ورق 7و  6های در شکل

در نظر گرفته شده است. عرض  m 0.1=hو ضخامت ورق  syK=sxK=wK=100ها، ضرایب بستر الاستیک گرفته است. در این شکل

های با جهت شود ورقهمانطور که مشاهده می کند.تغییر می m 1تا  m 0.2و طول آن بین  b= 0.2 mورق در تمام محاسبات 

شود مشاهده می رونیازاماده متفاوت، با افزایش طول ورق، تغییرات افزایشی متفاوتی دارند و همگی شیب یکسانی ندارند. توزیع 

شود. تغییرات اشاره شده در بازه مورد بررسی در رابطه با های مختلف نسبت به هم جابجا میکه فرکانس طبیعی جایگاه ورق

در  CCCCگاه تر بودن بیشتر تاتیر تکیهبیشتر است که ممکن است به دلیل غالب CCCCنسبت به  SSSSگاهی شرایط تکیه

-هایی که توزیع دو جهت درونتوان مشاهده نمود در ورقسختی کلی ورق باشد. با دقت در تغییرات اندازه فرکانس طبیعی می

 ها بیشتر شده است.سبت به سایر ورق، با افزایش طول، اندازه فرکانس طبیعی ن(1،1،1)و ( 1،1،0)ای دارند یعنی صفحه

 
 SSSSگاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چندتغییرات اولین ف 6شکل 

 (syK=sxK=wK, m 0.1=h, m 0.2=b =100روی بستر الاستیک در مقابل افزایش نسبت طول به عرض ورق. )
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گاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 7شکل 

CCCC ( .100روی بستر الاستیک در مقابل افزایش نسبت طول به عرض ورق= syK=sxK=wK, m 0.1=h, m 0.2=b) 

مورد بررسی قرار گرفته  CCCCو  SSSSگاهی برای شرایط تکیهبه ترتیب ، تاتیر تغییر ضخامت ورق 9و  8های در شکل

در نظر گرفته شده است. با  m 1=b=aو طول و عرض ورق  syK=sxK=wK=100ها، ضرایب بستر الاستیک است. در این شکل

ها نسبت به هم تغییرات بسیار اندکی ها کاهش یافته و جایگاه ورقندازه اولین فرکانس طبیعی در تمام ورقافزایش ضخامت، ا

د. افزایش ضخامت همچنین گردتواند موجب کاهش فرکانس طبیعی شود که میافزایش ضخامت سبب افزایش جرم ورق میدارد. 

شود، موجب افزایش سختی نیز بشود که اتر افزایشی روی وارد می گاهی بر ضخامتتواند بخصوص از آن لحاظ که قیود تکیهمی

توان گفت ظاهرا تاتیر افزایش ها با افزایش ضخامت، میبا توجه به نحوه تغییر فرکانس طبیعی تمام ورق فرکانس طبیعی دارد.

 بیشتر است.های مورد بررسی در ورقجرم بر کاهش فرکانس طبیعی 

 
 SSSSگاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 8شکل 

 (syK=sxK=wK, m 1=b=a =100روی بستر الاستیک در مقابل افزایش ضخامت. )
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گاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 9شکل 

CCCC روی بستر الاستیک در مقابل افزایش ض( .100خامت= syK=sxK=wK, m 1=b=a) 

 CCCCو  SSSSگاهی ها به ترتیب برای شرایط تکیهتاتیر افزایش توان تابع توزیع ماده برای ورق 11و  10های در شکل

در نظر گرفته  m 1=hو  b=a=10و ابعاد ورق  syK=sxK=wK=100ها، ضرایب بستر الاستیک نشان داده شده است. در این شکل

تواند به این مطلب این موضوع می یابد.ها کاهش میتفاوت بین ورق، nشود با افزایش اندازه همانطور که مشاهده می شده است.

های تابع توزیع ماده، نقاط بیشتری از ورق از لحاظ خواص مکانیکی به یکی از فازهای مرتبط باشد که با افزایش اندازه توان

 SUS304 ازآنجاکهگردد. و رفتار ورق بیشتر شبیه به رفتار ورق ساخته شده از آن فاز می شوند( شبیه میSUS304) دهندهلیتشک

در تمام  nو چگالی بیشتری دارد، فرکانس طبیعی با افزایش  ترکوچکورق، مدول الاستیک  دهندهلیتشکنسبت به فاز دیگر 

 یابد.ها کاهش میورق

 
گاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهیلی مدرج تابعی چندتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستط 10شکل 

SSSS ( .100روی بستر الاستیک نسبت به افزایش اندازه توان تابع توزیع= syK=sxK=wK, m 1=h10=b=a) 

h/a


1

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

(1,0,0)

(1,1,0)

(1,0,1)

(0,0,1)

(1,1,1)

n


1

0 2 4 6 8 10
2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

(n,0,0)

(n,n,0)

(n,0,n)

(0,0,n)

(n,n,n)

Archive of SID.ir

Archive of SID.ir



یبعدسه تهیسیالاست یبا استفاده از تئور کیبستر الاست یجهته روچند یمدرج تابع یلیورق مستط یعیطب یهامطالعه فرکانس  58 
 

 1شماره  /4دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 
گاهی با شرایط تکیه )zn, yn, xn(توزیع های تابع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 11شکل 

CCCC ( .100روی بستر الاستیک نسبت به افزایش اندازه توان تابع توزیع= syK=sxK=wK, m 1=h10=b=a) 

در این بررسی، ضرایب بستر گاه بر اندازه اولین فرکانس طبیعی ورق مورد بررسی قرار گرفته است. ر نوع تکیهتا 12در شکل 

رفت بیشترین در نظر گرفته شده است. همانطور که انتظار می =m 1hو  b=a=10و ابعاد ورق  syK=sxK=wK=100الاستیک 

 SCSC( است و نیز نکته قابل توجه قرارگیری نمودار CCCCفرکانس طبیعی مربوط به شرایط با بیشترین سختی ایجاد شده )

های مختلف، در بازه مورد بررسی، با تغییر جایگاه ورقشود باشد. همچنین مشاهده میمی CCCCو  SSSSدر بین دو منحنی 

 نسبت به سایر شرایط مرزی است. CFCFگاهی گاهی تغییر اندکی داشته و بیشترین جابجایی مربوط به شرایط تکیهشرایط تکیه

و  SSSSگاهی به ترتیب برای شرایط تکیهجهته جهته و سهشکل چهار مود اول ورق مدرج تابعی یک 14و  13های در شکل

CCCC  0از  عبارت استهای تابع توزیع برای ورق مدرج تابعی یک جهته توان هاقرار گرفته است. در این شکل توجهمورد=y=nxn 

و ابعاد  syK=sxK=wK=100ضرایب بستر الاستیک . همچنین z=ny=nxn=1جهته برابر است با و برای ورق مدرج تابعی سه zn=1و 

مشخص است شکل مودها  طور کههماناند. نشان داده شده zدر راستای  ی ورقهاتغییر شکل بوده و h=1 mو  a=b=10ورق 

 شود.متفاوت میگاهی و نیز شرایط تکیهنیز با تغییر توزیع ماده 

 

گاهی رایط تکیهبا ش )zn, yn, xn(های تابع توزیع با توان جهتهتغییرات اولین فرکانس طبیعی ورق مستطیلی مدرج تابعی چند 12شکل 

 (syK=sxK=wK, m 1=h10=b=a =100روی بستر الاستیک. )متفاوت 
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 .روی بستر الاستیک SSSSگاهی با شرایط تکیهجهته جهته و سهورق مدرج تابعی یک برای zشکل چهار مود اول در جهت  13شکل 

(100= syK=sxK=wKm,  1=h10=b=a) 
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 .روی بستر الاستیک CCCCگاهی با شرایط تکیهجهته جهته و سهورق مدرج تابعی یک برای zشکل چهار مود اول در جهت  14شکل 

(100= syK=sxK=wKm,  1=h10=b=a) 
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 گیرینتیجه -7-2

تواند در تمام جهات تغییر خواص در این پژوهش، برای اولین بار ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی مدرج تابعی چندجهته که می

گاهی مستقل مورد مطالعه قرار گرفت. بعدی و شرایط تکیهستیک و با استفاده از تئوری الاستیسته سهداشته باشد، روی بستر الا

یافته تعمیمیک تابع توزیع توانی برای مشخص نمودن نحوه توزیع خواص مکانیکی در نقاط مختلف ورق استفاده شد. از روش 

مام خواص مکانیکی مرتبط با ارتعاشات آزاد ورق از جمله ضریب سازی معادلات استفاده شد. تبرای گسسته مربعات دیفرانسیلی

آمده به جهت اعتبارسنجی  به دستپواسون در تحقیق حاضر با امکان تغییر در هر سه راستای مختصاتی در نظر گرفته شدند. نتایج 

های با تغییرات لاستیک و ورقهای روی بستر اجهته، ورقهای مدرج تابعی یکبا نتایج موجود در مقالات از جمله برای ورق

ای خواص مکانیکی مقایسه گردید که تطابق خوبی را نشان داد. موارد مختلفی مانند اتر جهت تغییرات ماده، تاتیر صفحهدرون

های ابعاد هندسی ورق بررسی شد. نتایج نشان داد که جهت تغییرات ماده گاهی و نسبتپارامترهای بستر الاستیک، شرایط تکیه

تواند تاتیر قابل توجهی در فرکانس طبیعی ورق داشته باشد. ها( میای یا ترکیبات مختلفی از آنامت، درون صفحهخر جهت ض)د

گاهی های هندسی ابعاد ورق و یا شرایط تکیهتواند تحت تاتیر مواردی مانند نسبتهمچنین چگونگی تاتیر جهات تغییر ماده می

توان دریافت در شرایطی میی، چگونگی این تاتیرات گزارش گردید. با توجه به نتایج این تحقیق قرار گیرد که در قالب نمودارهای

های متفاوتی ایجاد کند. نتایج همچنین تواند فرکانسدنده دو ورق نیز یکسان باشد، جهت توزیع ماده میکه حجم فازهای تشکیل

های مختلف با جهات مختلف تیک، ترتیب اندازه فرکانس طبیعی ورقنشان داد در بازه مورد بررسی، با افزایش ضرایب بستر الاس

تواند علوه بر تغییر اندازه فرکانس توزیع ماده تغییر اندکی داشت. همچنین مشاهده شد، افزایش نسبت طول به عرض ورق می

ق بر فرکانس طبیعی نیز نشان داد ها را نسبت به هم تغییر دهد. تاتیر تغییر ضخامت ورها ترتیب اندازه فرکانس ورقطبیعی ورق

های توزیع ماده در ها شد. افزایش اندازه توانهای مورد بررسی سبب کاهش اولین فرکانس طبیعی ورقکه افزایش ضخامت ورق

ها سبب کاهش اولین فرکانس طبیعی شد که بدلیل نزدیک شدن خواص مواد به فاز فلز بود. همچنین مطالعه تاتیر نوع همه ورق

گاه گیردار، اولین فرکانس گاه ساده و سپس تکیهگاه آزاد به تکیهگاهی به ترتیب از تکیهگاه نشان داد با تغییر قیود تکیههتکی
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