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 دهیچك
هاای  موجی، نيااز اسات دعاداد زياادی از مولفاه     ات پارهای انجام گرفته است. در محاسبامواج پاره ةيطور سنتی در پاهای مقيد بهمحاسبات حالت

بعدی به حا  معااد ت   شود. در اين مقاله، ما با استفاده از متغيرهای برداری سهموجی در نظر گرفته شود که باعث پيچيده شدن محاسبات میپاره
جسمی دودرون و هيدروژن ادمی را بررسی  -های دوجسمی پرداخته و انرژی بستگی سيستم -شوئينگر برای سيستم دو -همگن و ناهمگن ليپمن

 .کنيممی
 
 

 بعدی، دودرون، هيدروژن ادمیشوئينگر، روش سه -شوئينگر، معادله ناهمگن ليپمن -همگن ليپمن ةمعادل :یدیكل یهاهواژ
 

 مقدمه .1
ای اماواج پااره  ة های مقيد به طاور سانتی در پايا   حالت ةمحاسب

[، ۳ -1] در فضااهای دکاناه   انجام شده اسات. ايان محاسابات   

[ انجاام گرفتاه   ۶] [ و يا به کار بردن هر دو فضا5و4] پيکربندی

هااای مرسااوم باارای حاا  معاااد ت حالاات مقيااد   انااد. روش

[ و ۷] 1های وردشیهای چند نوکلئونی، استفاده از روشدستگاه

[ باوده اسات.   8] 2دابع گرين با استفاده از دکنيك مونات کاارلو  

[ و 11و ۹] ۳ارمونيك هاايپرکروی همبساته  های وردشی هروش
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Vriational methods 

 .2 Green's-function Monte Carlo (GFMC) 

 .۳ Hyper spherical harmonic variational techniques 

[ نياز بارای   11] 4گوسای  ةپايا های حالت جفت شاده در  روش

های چند جسمی دستگاهانجام محاسبات مربوط به انرژی قيدی 

اند.  زم به ذکر است، در محاسبات پاره مورد استفاده قرار گرفته

ادی های ميانی و با ، نياز است دعداد زيا موجی مربوط به انرژی

باعاث  له ئمسموجی در نظر گرفته شود که اين  پارههای لفهؤماز 

پيچيده شدن محاسبات خواهد شد. در عوض، کار با متغيرهاای  

ة شود که دمامی اعداد کوانتومی مربوط به دکانا برداری باعث می

زاويااه ای، باادون هيچگونااه دقرياای و يااا ايجاااد پيچياادگی در 

به طاور کاما  از نماايش پااره      معاد ت وارد شوند. بنابراين، ما

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .4 Gaussian basis coupled channel methods 
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و باه طاور مساتقيم باا متغيرهاای بارداری       ده کار موجی پرهيز 

[، اولين کسانی بودند 12] کنيم. کلاش و گلوک بعدی کار میسه

شارودينگر   ةمعادلا و باه حا    ده کار که از اين ديدگاه اساتفاده  

سيستم مقيد سه بوزونی در فضای دکانه پرداختند. آقاای هاادی   

[ 14] دکتارای  ةرساال [ و 1۳] ان نامه کارشناسی ارشدزاده در پاي

خود از ديدگاه سه بعدی در ح  معااد ت مقياد چناد جسامی     

بعادی بارای   ده است. ما در کار حاضر، از ديدگاه سهکراستفاده 

استفاده کارده   1شوئينگر -ح  معاد ت همگن و ناهمگن ليپمن

دمای  جسمی دودرون و هيدروژن ا -های دوو به بررسی سيستم

 پردازيم. می

 

 شوئینگر -. معادلات همگن و ناهمگن لیپمن1

باه   Vشرودينگر يك سيستم مقيد با پتانسي  برهمکنشای   ةمعادل

 صورت زير است:

(1) H E ,  

انرژی بستگی آن است. ايان   Eدابع موج سيستم و که در آن 

 به صورت زير بازنويسی کرد:دوان معادله را می

(2) GV ,  0 

شااوئينگر معااروت اساات و   -همگاان ليااپمن ةمعادلااکااه بااه 

G ( E H )  1
0 pانتشارگر آزاد ناام دارد. باا اعماا      0   از

عملگر همانی، ايان معادلاه در فضاای    دن کرسمت چپ و وارد 

 انتگرالی زير خواهد بود: ةمعادلورت دکانه به ص

(۳) 
' ' ' ' ' ' ,
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p ها در چارچوب مرکز جارم،  هر يك از نوکلئون ةدکانμ   جارم

 زاويه سمتی و φ کاهش يافته، x cos    اسات کاه در آن 

pهاای  قطبی است. حالت ةر زاوينگبيا   ر نگبياا واقاع   نياز در

جساامی در  -هااای هاااميلتونی آزاد سيسااتم دو ويااژه حالاات 

چارچوب مرکز جرم هستند.  زم به ذکر است چارچوب ماورد  

استفاده، چارچوب غيرنسبيتی باوده و همچناين اساپين ذرات را    

ای دابع موج دانيم بخش زاويهگيريم. میدر معاد ت در نظر نمی
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1  Homogeneous and inhomogeneous Lippmann-Schwinger equations 

 کند:های کروی پيروی میارمونيكاز ه

(4)  
^

l
l ,mp p ,pp Y  

    
       

   

 

 گيريم:را در نظر می sدنها حالت 

(5)    ,p p 



1
4

 

 شود:( به صورت زير بازنويسی می۳انتگرالی ) ةمعادلبنابراين 

(۶) 
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که 
^

.y p p   باين دکاناه هاای     ةاويا ز رنگبيااp  وp̂   .اسات

کاه   بادوجه باه ايان   p      وابساتگی فضاايی نادارد، بناابراين

را در راساتای   pدار شادن معااد ت باردار     دوانيم برای سادهمی

 [.12] انتخاب کنيم zمحور 

(۷) 

 
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dp p dx d V p p x p
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ايی که جاز آن 'p  و ' 'V p, p ,x  سمتی  ةزاويبه'   وابساته

 شود:سمتی به راحتی انجام می ةزاوينيستند، انتگرا  نسبت به 

(8) 

 

   ' ' ' ' ' ', , ,

p

dp p dxV p p x p
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طبی در پتانسي  وجود دارد، باا  ق ةزاويدر اينجا دنها وابستگی به 

داوان ايان معادلاه را باه     ، مای x'انجام انتگرا  نسبت به متغيار  

 صورت کلی زير نوشت:

(۹) ,

N

j ij i

i

K 




1

 

Kاين رابطه به صورت    است، که در آنk    مادريسای باا

Nابعاد  N و  نيز مادريس ستونی به ابعادN 1    اسات کاه

پاردازيم.  در بخش چهارم به چگونگی ح  عددی اين روابط می

وياژه مقاداری    ةمعادلا در واقع، ايان معادلاه حالات خاصای از     

K  ا در ح  اين معادله ويژه مقداری به دنبا  است، لذ

ا، يکی از ويژه مقادير ماادريس  نههايی هستيم که به ازای آانرژی
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k.روش ديگاار جهاات دعيااين اناارژی بسااتگی دو ، يااك شااود- 

[ اسات.  15] شوئينگر -ناهمگن ليپمن ةمعادلجسمی، استفاده از 

 شود:اين معادله به صورت زير نوشته می

(11)  t V VG t,0 

ناهمگن  ةمعادلعملگر گذار است.  زم به ذکر است  tکه در آن 

شوئينگر در دوصيف پراکندگی غيرنسبيتی کااربرد دارد،   -ليپمن

کرد. ورد ابرهای منفی نيز را در انرژی tدوان عملگر گذار اما می

دوانيم از ايان معادلاه جهات دعياين انارژی بساتگی       بنابراين می

 يم.استفاده کن

 از سامت  p'از سمت راست و بارای   pاعما  کت با 

 ة(، بااه معادلاا11) ةمعادلااچااپ و وارد کااردن عملگاار همااانی، 

 شود:انتگرالی زير منجر می

(11) 
 

   
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 p'و pباين   ةزاويا باه   Vو پتانسي  برهمکنش  tمادريس گذار 

(، باه دنباا  دساتگاه    11) ةمعادلا وابسته هستند. به منظاور حا    

 pدر شود. بنابراين مختصادی هستيم که ح  معاد ت در آن ساده

کناايم. در اياان صااورت، انتخاااب ماای zرا در راسااتای محااور 

نسبت به اين بردار، به صاورت   p''و  p'سمتگيری بردارهای 

 زير است:

(21) 
^ ^

' ' " "
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. , . ,
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  




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انتخااب کنايم. در نتيجاه     z-x ةصافح را در  pدوانيم بردار می

 شود:های اين زوايا به صورت زير نوشته میکسينوس ةرابط

(۳1) ' " ' " " 'cos( ),cos cos cos sin sin         

(41) 
' ' " ' " ",y x x x x cos      2 20 1 1 

 ( را به صورت زير بازنويسی کرد:11) ةرابطدوان بنابراين می
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(15)  

سامتی در پتانساي  دياده     ةزاويفوق، دنها وابستگی به  ةرابطدر 

 شد:در خواهد شود. بنابراين با دعريف زير، رابطه کمی سادهمی

(1۶) 
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 [:1۳] دوان به صورت زير نوشت( را می15) ةرابطدر نتيجه 

(۷1) 
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هاايی  (، باه دنباا  انارژی   1۷) ةرابطا  زم به ذکر است، در ح  

 شوند.می tهستيم که منجر به ايجاد قطی در مادريس گذار 

 

 تفادههای مورد اس. پتانسیل۳

 دسااتگاهجساامی مربااوط بااه  -پتانساايلی کااه در محاساابات دو

 -دودرون در اين مقاله استفاده شده، پتانساي  موضاعی مالفليات   

نهی دو برهمکنش [ است. اين پتانسي ، در واقع، برهم1۶] ديجن

بارد باوده و در فضاای     کودااه  ةدافعا برد و  بلند ةجاذبيوکاوای 

 شود:مکان به صورت زير نوشته می

(81)   ,
R Ar r

R A

e e
V r V V

r r

  

  

به درديی پارامترهای قادرت و   Rو  AV ،A ،RVکه در آن 

برد قسمت جاذبه و دافعه هساتند. باا اساتفاده از دبادي  فورياه      

دسات  ي  را در فضای دکانه به صورت زير باه دوان اين پتانسمی

 آورد:

(1۹) 

'

' '

,

( ),

( ) ( )

R A

R A

V p p

V V

p p p p


 

 

  

 
  
 
 



   

2
2 2 2 2

1
2

 

 Ιارائاه شاده در جادو      ΙΙΙما از پارامترهای مربوط به پتانسي  

 کنيم.[ استفاده می1۶] ةمقال

جسمی ديگری کاه در ايان مقالاه باه بررسای       -دو دستگاه

ن ادمی و ياا  هيدروژ ةساد دستگاهپردازيم، انرژی بستگی آن می

 همان پرودون و الکترون با پتانسي  کولنی خالص اسات. هماان  
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دانيم پتانسي  کولنی در فضای مکان به صورت زيار  طور که می

 شود:نمايش داده می

(21)   ,
Zze

V r
r




2
 

دوان پتانسي  کاولنی را در فضاای   با استفاده از دبدي  فوريه، می

 دکانه به صورت زير نوشت:

(12) '

'

, ( ),

( )

Zze
V p p

p p


 



 
   
 
  

2

2
2

1
2

 

ای از پتانساي   داوان ايان پتانساي  را حالات سااده شاده      که می

 .ديجن در فضای دکانه در نظر گرفت -مالفيت

 

  حل عددی. 4
[ و ناه دکارار و   1۷] مستقيم( را به روش 1۷( و )8ما معاد ت )

ساازی  ايم. همچنين از روش گسستهبه صورت عددی ح  کرده

سااازی و حاا  عااددی [، جهاات گسسااته18] 1لژاناادر -سوگاا

 ةبااز ايم. در اين روش، انتگرا  دابع بر روی ها بهره بردهانتگرا 

 شود:میورد ابربه صورت زير  [ -1+,1]

(22)    ,
N

i i

i

f x dx w f x






1

11

 

های دابع لژانادر ناوا او  و   به درديی بيانگر ريشه iwو  ixکه 

واقع دعداد  مردبه دابع لژاندر و در Nای هستند و دوابع وزن نقطه

 کند. ها را مشخص میريشه

(، باه  1۷) ةای مانند رابطا در ح  عددی رابطه به طور مثا ،

xگيری روی متغيار  وان انتگرا دراحتی می     را انجاام داد. اماا

لژاندر بارای انجاام انتگارا  بار      -سوگجهت استفاده از روش 

pروی متغير    باه  [1،∞] گياری را از انتگرا  ةباز،  زم است 

يير متغير زير دوان از دغ[ منتق  کنيم. به همين منظور می -1+,1]

 [:1۳] استفاده کرد

(۳2)  " ,.p b tan x
 

  
 

1
4

 

شاود کاه   ای انتخااب مای  باه گوناه   b زم به ذکر است، پارامتر 

pانتگرا  بر متغيار       بتواناد مقادارp E0 را باه خاوبی    2

بتاً وسيع و مناسبی انتگرا  گيری نس ةبازپوشش داده و همچنين 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Gauss-Legendre method 

لژانادر،   -سوگا  ساازی را ايجاد کند. با استفاده از روش گسسته

 صورت زير خواهد بود:( به1۷) ةرابط

(42) 

   

   

' ' ' '

' '

, , , ,

( )

, , , , , ,

N N

i
i j

i j

i
i j i j

i

t p p x v p p x

b p
w w

b

p
v p p x x t p p x

p
E







 

 

 
 

 




1 2

2

1 1

2

2

1
2

1
4

2

 

 با دعريف

(52) 

 

 

' '

' '

, , , ,

( )

, , , ,

i j

i
i j

i
i j

i

k p p x x E

b p
w w

b

p
v p p x x

p
E







 
 

 



2

2

2

1
4

2

 

 ( را به صورت زير نوشت:24) ةمعادلدوان در نهايت می

(۶2) 
 

     

,

, , , , , ,

k l

N N

k l k i l j i j

i j

t p x

v p x k p p x x E t p x


 




1 2

1 1

1
2

 

Atداوان باه صاورت    اين رابطه را می B      نوشات کاه شاام

Nدستگاهی با دعداد  N   معادلاه وN N    مجهاو  اسات و

با استفاده روابط مادريسی قابا  محاسابه اسات.     tمادريس گذار 

ه دلي  منفی باودن انارژی، در ايان    همچنين  زم به ذکر است، ب

معاد ت دکينگی ادفاق نخواهد افتاد. اما دعريف پتانسي  کاولنی  

p'ای است که در در فضای دکانه به گونه p    دچاار دکينگای

های رياضی در رفاع ايان   خواهد بود که بايد با استفاده از روش

 .دکردکينگی اقدام 

( 8) ةرابطا را برای هر دو  xو  pگيری متغير ما نقاط انتگرا 

p,(، به درديی برابار باا   ۶2و ) xN N 40 در نظار گارفتيم.    33

 زم به ذکر است هر قدر دعداد نقاط شبکه بيشتر باشاد، حجام   

 محاسبات و دقت انتگرا  بيشتر خواهد بود.  

يسای  نويسی با استفاده از زباان برناماه نو  محاسبات و برنامه

 انجام گرفت. 4یاسايپ و ۳یامپان هایبستهو با استفاده از  2پايتون

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

.2  Python programming language 

.۳  Numpy 

.4  Scipy 
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 4، شمارة 11جلد  ... جسمی با استفاده از -ومحاسبه انرژی بستگی د 06۳
 

 

 
 الکتارون بار حسای دکاناه و     -داون وپر دساتگاه بارای   tقطای ماادريس گاذار     )رنگای در نساخه الکترونيکای(    .1 شكل cos   در انارژی 

/
e p

E eV  13 6. 

 

 . نتایج۵

pNنقااط شابکه    با در نظر گرفتن  xNو  40  و پتانساي    33

کنشای  ( باه عناوان پتانساي  بارهم    1۹) ةدايجن رابطا   -مالفليت

 (، انارژی بساتگی  ۹ويژه مقداری ) ةدودرون، با ح  عددی معادل

/dE MeV 2 /، به ازای وياژه مقادار   23 1 bو  0004 100 

جسمی  -به دست آمد. همچنين اين محاسبات، برای دستگاه دو

انارژی   (،22)ة رابطا  شاک  هيدروژن به ازای پتانسي  کولنی به 

/بستگی 
e p

E eV  13 /را به ازای ويژه مقدار  6 1 و  0009

/b 0  به دست داد. 0001

شاوئينگر   -همچنين، ما با ح  عددی معاد ت ناهمگن ليپمن

 جسمی دودرون و هيدروژن، مادريس گاذار  -های دودستگاهبرای 

t  طاور کاه ماورد    دست آورديم. هماان ها بهدستگاهرا به ازای اين

هاای  درديی به ازای انارژی به tانتظار بود، اين مادريس های گذار 

dE/بسااتگی  MeV 2 /و  23
e p

E eV  13 . دارناادقطاای  6

الکتارون باه    -جسامی پروداون   -دو دستگاهقطی مادريس گذار 

/ازای اناارژی 
e p

E eV  13 نمااايش داده شااده  1 ، در شااک 6

بار مقاادير   ييدی أددست آمده از ح  مادريس گذار است. نتايج به

 شوئينگر است. -همگن ليپمن ةمعادلدست آمده در ح  به

طور سانتی باا   ر ذکر شد، ح  معاد ت بهشتطور که پي همان

شود که در ايان روش  زم  موجی انجام میاستفاده از روش پاره

 موجی در محاسبات در نظر پارههای لفهؤماست دعداد زيادی از 

خواساتيم از روش  که مای گرفته شوند. به طور مثا ، در صوردی

و  موجی در ح  معاد ت استفاده کنايم،  زم باود پتانساي     پاره

ای بساط  اندازه حرکت زاويههای لفهؤمبرحسی  tمادريس گذار 

دايجن و   -مالفليت 1های جداناپذيرپتانسي نين مچهداده شوند. 

هااای بااه بسااطی از پتانسااي  EST2کااولنی بااا اسااتفاده از روش 

ا بدون استفاده از اين دقريی زده شوند. در اين مقاله م ۳جداپذير

بعادی و کاار باا متغيرهاای     ها و با استفاده از ديدگاه ساه دقريی

ماوجی اسات،   بعدی که روشی جديددر نسبت به روش پااره سه

دوانستيم معاد ت را با دقت با يی ح  کنيم.  زم به ذکر اسات  

بعدی در فضای مقيد هيدروژن ادمی به روش سه دستگاهداکنون 

داوان  حاضر نشان داديم، مای  ةمقالنشده بود. ما در  دکانه مطالعه

های مقيد کولنی را نيز به ايان باه خاوبی باا اساتفاده از      دستگاه

 .بعدی بررسی کردروش سه

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  

 .1 Non-separable potentials 

 .2 Ernst-Shakin-Thaler method 

 .۳  Separable potentials 
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