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هدف مقاله حاضر، تعيين مسيرهاي زماني بهينه متغيرهاي اقتصادي توليـد،  
تورم، حجم پول و مخارج دولتـي و نيـز تحليـل حساسـيت ايـن مسـيرها       

در . شود كنترل بهينه متعين استفاده ميبراي اين منظور از يك مدل . باشد مي
اين مدل يك تابعي هدف درجه دوم با توجه به قيد مسأله كه شـامل يـك   

در اين روش به مجذور . حداقل خواهد شد سيستم معادلات كلان پوياست،
انحراف متغيرهاي هدف از ارزشهاي باثباتشان وزنهاي سياسـتي داده شـده   

مسـيرهاي بهينـه   Mathematica ار سـپس بـا اسـتفاده از نـرم افـز     . اسـت 
سـازي   حاصـل از بهينـه  نتـايج  . اند متغيرهاي وضعيت و كنترل محاسبه شده

هاي بهينه، متغيرهاي نـامبرده بـه    بيانگر آنست كه در صورت اتخاذ سياست
بـر اسـاس   . كمتري برخـوردار خواهنـد بـود    نوساناتطور قابل توجهي از 

هاي تحقيق، تحليل حساسيت مدل نسبت به وزنهاي سياستي بر ارتباط  يافته
اران اقتصادي بـر  زمعكوس بين وزنهاي سياستي اعمال شده توسط سياستگ

مقادير بدست آمده مسـيرهاي بهينـه    دروي متغير هدف با انحراف استاندار
هـا و   و نيز اين مقاله نشان داد كه ميتوان از مدل. براي  آن متغير تأكيد دارد
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Abstract: 

The purpose of this paper is to determine the optimal 
time paths of economic variables such as production, 
inflation, money stock and government expenditures, 
and also sensitivity analysis of these paths. For this aim, 
a deterministic optimal control model is used. In this 
model, a quadratic objective functional, due to the con-
straint of dynamic macroeconomic equations system, 
will be minimized. In this method, the squared devia-
tions of variables from their steady state values  are 
weighted. Then, optimal paths of control and state vari-
ables are calculated by using Mathematica software. 
Optimization results indicate that if optimal policies are 
chosen, mentioned variables will considerably have less 
fluctuations. According to results of survey, analyzing 
the sensitivity of the model to policy weight emphasizes 
on inverse relationship between weight imposed by 
economic policy makers on the target variable, and 
standard deviation of values of the optimal paths for that 
variable. Also, this paper shows that mathematical eco-
nomic models and techniques can be used in order to 
solve the problems of growth, production and inflation. 
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  مقدمه -1
هاي اقتصاد كلان رفتار سيسـتمهاي اقتصـادي را از    معمولاً مدل

آنهـا سـعي دارنـد    . دهنـد  يك نگاه كلي مورد بررسي قرار مـي 
ــتگي  ــط و وابس ــارج     رواب ــرفي، مخ ــارج مص ــين مخ ــاي ب ه

هاي پولي  اري، تورم، اشتغال و نيز متغيرهاي سياستذگ سرمايه
: 1391حسيني نسـب و حاضـري نيـري،    ( مالي را بيان كنندو 

هـا و   تـوان بـه مـدل    هاي اقتصـادي مـي   از بين اين مدل. )127
هـاي   هـاي انتظـارات عقلائـي و مـدل     ، مدلدالگوهاي استاندار

توان روابـط اصـلي    بوسيله اين الگوها مي. اشاره كرد 1يابي بهينه
ج منطقـي تغييـر   بين متغيرهاي اقتصادي را تفكيك كرده و نتـاي 

  . نموداين روابط را بررسي 
هـاي درسـي نيـز     الگوهاي استاندارد كه به الگوهاي كتـاب 

مشهورند، با يك نظام مخارج شروع شده و بـا افـزودن بخـش    
اضـافه كـردن سـطح    . دهنـد  را شـكل مـي   IS-LMپولي، مدل 

اشتغال به همراه يـك تـابع توليـد و منحنـي فيليـپس، مـدل را       
اي به واقعيت نزديك كرده و الگوي عرضه و  تر و تا اندازه كامل

از طرف ديگر مدل سوم، يعنـي  . دهد تقاضاي كل را تشكيل مي
هاي مورد استفاده در اقتصاد  يابي، يكي ديگر از روش مدل بهينه

مطـرح   3و پويا 2يابي ايستا رياضي است كه به دو صورت بهينه
يـابي   هاي حل بهينـه  يكي از روش 4نظريه كنترل بهينه. شود مي

  . پوياست
اين مقاله از تلفيق اين دو مدل بهره خواهد برد، يعني يـك  

بـا   5الگوي استاندارد كلان غير خطي تحت مدل هـال و تيلـور  
آنها را خطـي كـرده و بـه     6نسندوازده معادله كه به شيوه جوها

هـاي   كند و ديگر با استفاده از مدل تبديل مي 7فرم فضاي حالت
مقالـه چگـونگي   . آنـرا حـل خواهـد نمـود     8كنترل بهينه قطعي

اقتصاد رياضـي را در جهـت حـل     هاي ها و تكنيك كاربرد مدل
  . مسائل رشد، توليد و تورم، نشان خواهد داد

  

                                                   
1. Optimization 
2. Static 
3. Dynamic 
4  . Optimal Control Theory 
5. Hall & Taylor 
6. Johansen 
7. State-Space Form 
8. Deterministic Control 

 ي تحقيق پيشينه -2

  لعات خارجيمطا -2-1

ارگيري مسائل تئوري كنترل توسط اقتصـاددانان و يـا   كپيشينه ب
از جمله كارهاي اوليه ميتوان  .گردد برمي 1950مهندسان به دهه 

 ،)1957 و1954( 10، فيليــپس)1953( 9بــه تحقيقــات تاســتين

پيشگامان بعدي . اشاره كرد) 1953(12و تايل) 1956( 11يمونس
ــت ــه هول ــن زمين ــر )1962( 14، فيشــر)1962( 13در اي  15و زلن

 16مطالعات بسـياري ماننـد چـاو    1970در دهه . بودند )1966(
ــدريك و تيلـــــور )1976و 1973، 1970(  ،)1970( 17، كنـــ

و ديگران  )1973و1972( 19، پينديك)1972و1971( 18پرسكات
در تمام اين مطالعات توصيفي از مـدلهاي  . صورت گرفته است

و مـدلها را بـه طـرف تئـوري      بعمل آمده 20)غيرتصادفي(متعين
تـوان بـه تحقيقـات     همچنين مي. اند سوق داده 21كنترل تصادفي

 .زير طي يك دهه گذشته اشاره كرد

مدل بهينه سـازيي را بـراي يـك سيسـتم     ) 2001( 22آوكي
اقتصادي كوچك باز طراحي كرد و به تجزيه و تحليل  اثـرات  

هاي پولي در بخشي كه قيمتها قابل انعطاف بوده و نيـز   سياست
. در بخشي كه چسبندگي قيمتي وجود داشـته باشـد، پرداخـت   

ي هـا  ايشان بوسيله منحني فيليپس و با استفاده  از مدل كينـزين 
دهـد   جديد نشان داد كه سياست پولي بهينه در شرايطي رخ مي

هـاي   گذاري تـورم را در رأس سياسـت   كه بانك مركزي هدف
  .)55:  2001 آوكي،( دهدخود قرار 

هاي مالي و  اي با عنوان سياست در مقاله) 2003( 23پاسكال
قواعد بهينه پولي در يك اقتصاد غير ريكـاردويي بـه مطالعـه و    

. هاي مالي و پولي پرداخت گي تعامل بين سياستبررسي چگون
هاي پولي و مالي به طور  ايشان دو بسته سياستي، يكي سياست

                                                   
9. Tustin (1953) 
10. Phillips (1954,1957) 
11  . Simon (1956) 
12  . Theil (1953) 
13. Holt (1962) 
14. Fisher (1962) 
15. Zellner (1966) 

16. Chow (1970,1973,1976) 
17. Kendrick & Taylor (1970) 
18. Prescott (1971,1972) 
19. Pindyck (1972,1973) 
20. Deterministic models 
21. Stochastic control theory 
22. Aoki (2001)  
23. Pascal (2003) 
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هـاي پـولي بـدون     سازي شده و ديگري سياسـت  همزمان بهينه
سـازي شـده اسـت را بـا يكـديگر       توجه به سياست مالي بهينه

اين نتيجه رسيد كه يك سياسـت تركيبـي بـه    مقايسه كرد و به 
:  2003پاسـكال،  ( آورد ب نتايج بهتري را بـه ارمغـان مـي   مرات

498(.   
هـاي پـولي بهينـه را تحـت      سياست) 2003( 1يو ايندر جي

گذاري شده در يك مدل ساده اقتصاد كلان تصادفي  تورم هدف
تحقيقـات ايشـان نشـان داد كـه انـدازه      . مورد بررسي قرار داد

پارامترهاي سياستي يكي به منـابع ايجـاد كننـده نااطمينـاني و     
ديگري به ترجيحات سياستگزاران و يا به هـر دو پـارامتر يـاد    

   .)55ص : 2003يو ايندر،  جي( ه بستگي داردشد
ــوادريني ــولي و ك ــه   ) 2004( 2ك ــه مطالع ــي ب ــي تحقيق ط

هاي پولي بهينه بوسيله منحني فيليپس و ادغـام تئـوري    سياست
آنهـا  . مدرن بيكاري و مدل نقـدينگي انتقـال پـولي، پرداختنـد    

تجربي متفاوتي را در نظر گرفتنـد و نشـان دادنـد،    سناريوهاي 
ــ ــاني ك ــره زم ــوكهاي به ــرض ش ــاد در مع ــت  ه اقتص وري اس

آنها همچنين بـا  . هاي بهينه بصورت ادواري خواهد بود سياست
هاي پولي بلند مدت نشان دادند كه نرخ  تعيين خواص سياست

 اي معكـوس دارد  زني كارگران رابطـه  بهينه تورم با قدرت چانه
   .)174ص : 2004كولي و كوادريني، (

با استفاده از يك مـدل تعـادل   ) 2005( 3كروستي و پيسنتي
آنها نشـان  . هاي پولي بهينه پرداختند عمومي به بررسي سياست

هـاي انحصـاري    به شركت دادند كه در ميان اقتصادهاي وابسته
تثبيت قيمتهاي داخلي بدون توجه به نوسانات نرخ ارز مطلوب 
نخواهد بود و صـادركنندگان و واردكننـدگان را در برابـر يـك     

آنها بيان داشـتند كـه يـك سياسـت     . دهد ت قرار ميقطعيعدم 
كروستي و ( كند هاي اختياري عمل مي مند بهتر از سياست قاعده

 .)281:  2005 پيسنتي،

اي تحت عنـوان   طي مقاله) 2008( و همكاران 4دمجانويك
قيد و شرط نشـان دادنـد كـه بـراي      هاي پولي بهينه بي سياست

تـوان از مسـائل عمـومي     هاي بهينه مي تجزيه و تحليل سياست

                                                   
1. Guender (2003) 
2. Cooley & Quadrini (2004) 
3. Corsetti & Pesenti (2005) 
4. Damjanovic et al. (2008) 

. خطي درجه و همچنين از مسائل غير خطي نيـز بهـره جسـت   
 مدلي در چهارچوب مدلهاي كينزي جديد استفاده كردندآنها از 

  .)491:  2008دمجانويك و همكاران، (
بـا عنـوان رونـد     طي تحقيقي) 2010( 5ماتسيني و نيستيكو

رشد و سياست پولي بهينه به رفتار بهينه بانـك مركـزي تحـت    
آنها نشان دادند كـه رونـد   . يك اقتصاد با رشد متوازن پرداختند

ــايي ــر پوي ــزي و   رشــد ب ــك مرك ــورم، ترجيحــات بان ــاي ت ه
ماتسـيني و نيسـتيكو،   ( گـذارد  هاي پولي بهينه اثـر مـي   سياست

2010  :797(.   
هـاي پـولي    به بررسي سياسـت ) 2011( 6پتريلا و سانتورو

. بهينه و اثر متقابل بين عوامل جـدول داده و سـتانده پرداختنـد   
آنها در مقاله خود از يك مدل تعادل عمومي پويا استفاده كـرده  
و به اين نتيجه رسيدند كه اگـر فقـط افـزايش ارزش افـزوده و     

هينـه  توليد مد نظر بوده، بدون توجه به اينكه آيا سياست پولي ب
موجب كـاهش رفـاه    ا نه، اين امر به طور  قابل توجهياست ي

  .)1817:  2011پتريلا  و سانتورو، ( گردد اجتماعي مي
را بـا عنـوان تـابع     تحقيقـي ) 2011( 7اپوتسـان ايدو و رنار

هاي پولي بهينه در مدلي با مناطق هدف و  عكس العمل سياست
آنهـا از  . ترجيحات نامتقارن براي آفريقاي جنوبي انجـام دادنـد  

  گذاري شـده  انحراف متغيرهاي تورم و توليد از ارزشهاي هدف
استفاده كرده و واكنش بهينه بانك مركزي آفريقاي جنـوبي   آنها

يافتـه اصـلي آنهـا واكـنش متقـارن      . سنجيدند را نسبت به آنها
مقامات پولي نسبت بـه تـورم اسـت يعنـي زمانيكـه تـورم در       
نزديكي مقدار هدف خود است آنهـا نسـبت بـه تـورم منفعـل      

درحاليكه مقامات بانك مركزي حالتي انفعالي خواهنـد  ، هستند
گذاري  داشت زمانيكه تورم به طور قابل توجهي از ارزش هدف

اين دو حالت انفعالي و منفعل براي زمـاني  . استر شده آن دو
تر از مقدار هدف آن قرار داشته باشد بـه   كه تورم فراتر يا پايين
 دهند كند و به يك ميزان واكنش نشان مي يك صورت عمل مي

   .)251ص : 2011نارديدو و ناپوتسان، (
هـاي   اي به سياست در مطالعه) 2011( 8كريتسو و همكاران

                                                   
5. Mattesini & Nisticò (2010) 
6. Petrella & Santoro (2011) 
7. Naraidoo & Raputsoane (2011) 
8. Kryvtsov et al. (2011) 
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آنهـا  . پردازند تحت بازارهاي ناقص و نااطميناني مي پولي بهينه
با استفاده از روش كنترل بهينه نشان دادند كـه سياسـت پـولي    

پوش با فرض وجود عدم  هاي نسلهاي هم تواند با مدل بهينه مي
همچنين آنهـا  . قطعيت يك تخصيص بهينه پرتو را تأمين نمايد

انـداز   پـس  تثبيـت نـرخ   ،بيان داشتند كه هدف از اين سياسـت 
اقتصاد از طريق تغيير بازده واقعي اوراق قرضه اسـمي بوسـيله   

:  2011كريتسو و همكاران، ( تغيير در نرخ تورم انتظاري است
1045(.  

اي تحت عنوان موجودي انبـار   در مطالعه) 2011( 1لنگوتيو
هاي بهينه در يـك اقتصـاد كوچـك بـاز بـه بررسـي        و سياست

ر موجـودي انبـار بـه طراحـي     اري دذگ ـ چگونگي اثر سـرمايه 
. هاي پولي بهينه در يك مدل كينـزي جديـد پرداخـت    سياست

ايشان با انجام يك تحليل حساسيت نشان داد كـه تحـت يـك    
گذاري، زماني كه كشش جانشيني كوچكتر از يك  سيستم قيمت

هاي پولي بهينه در مدل طراحي شده بـه همـراه    سياست ،است
دارد بـدون موجـودي يكسـان    موجودي انبار با يك مدل اسـتان 

بوده و در غيـر اينصـورت هـر مـدل نتـايج متفـاوتي را نشـان        
   .)1719:  2011لنگوتيو، ( خواهند داد

هاي طي تحقيقي با عنـوان سياسـت  ) 2012( 2رهي و تارداليو
پولي بهينه در يك اقتصاد باز كوچك به همـراه توليـد و تـورم    

هـاي رفتـار    يابي، پويـايي  پايدار و با  استفاده از مدلهاي بهينه
مصرف كننده و نيز شكاف توليـد را در شـرايط تـورم صـفر و     

:  2012رهـي و تـارداليو،   ( همچنين تورم پايدار بررسي نمودند
2533(.  
كـاربرد الگـوريتم    طي مقاله اي) 2012( 3نيكولوويا و نك 

OPTCON  كه درC# نويسي شده است را براي اقتصاد  برنامه
آنان يك تـابعي هـدف درجـه دوم را بـا     . دادندني نشان واسلو

توجه به محدوديت مسأله كـه يـك سيسـتم معـادلات اقتصـاد      
آنها نشان دادند كه چگونه . سنجي غير خطي بود، مينيمم كردند

بوسيله اين الگوريتم ميتوان مسائل كنترل قطعـي و تصـادفي را   
  .)3230:  2012نيكولوويا و نك، ( حل نمود

ــويك ــوان  ) 2012( 4 اسـ ــت عنـ ــود تحـ ــه خـ در مطالعـ
                                                   
1. Leong Teo (2011)  
2. Rhee & Turdaliev (2012) 
3. Nikolaeva & Neck (2012)  
4. Svec (2012)   

هاي مالي بهينه بـا كنتـرل قـوي بـه تجزيـه و تحليـل        سياست
نااطميناني رفتار مصرف كننده تحت چـارچوب مـدل لوكـاس    

ايشان نشان ميدهد كه دولت چگونه ميتواند بـا  .  پرداخته است
وارد كردن تابع مطلوبيت مصرف كننده در تابعي هـدف خـود،   

:  2012، جاسـتين اسـويك  ( آوردحد بهينه ماليـات را بدسـت   
349(. 

  
  مطالعات داخلي -2-2

توان بـه مـوارد زيـر     از مطالعات انجام يافته در داخل كشور مي
  :اشاره كرد

اري مـدل  زسياسـتگ تحقيقـي بـه    طـي ) 1368(تركي عقدا 
پرداختـه   استفاده از تئـوري كنتـرل بهينـه   اقتصاد كلان ايران با 

هـاي   ايشان با استفاده از سـناريوهاي متفـاوت، بررسـي   . است
تركـي  (مختلفي را در رابطه با موضوع تحقيق انجام داده اسـت  

  ).10:  1368عقدا ، 
اي رشـد اقتصـادي كشـور را در     طي مقالـه  )1375( عسلي

هاي خارجي از طريق كاربرد نظريه كنتـرل   مقابل انباشت بدهي
. بهينه در يك مدل ساده اقتصادي مورد بحـث قـرار داده اسـت   

مقاله بـراي بدسـت آوردن سياسـتهاي بهينـه رشـد اقتصـادي،       
سناريوهاي مختلفي را در نظر گرفته و به توضـيح آن پرداختـه   

  ).5:  1375ي، است عسل
با استفاده از روش كنترل بهينه به  )1379( توكلي و شجري

تاثير آزادسازي تجارت خارجي بـر مخـارج دولـت و مصـرف     
آنهـا يـك مـدل كـلان اقتصـادي،      . خانوارها در ايران پرداختند

متشكل از ده معادله را بكار گرفتند و با استفاده از آن تـأثيرات  
بر متغيرهاي درونزاي مدل مـورد   حاصله از متغيرهاي كنترل را

  ).55:  1379توكلي و شجري، (بررسي قرار دادند 
طـي تحقيقـي بـا     )1383( جعفري صـميمي و طهرانچيـان  

به بررسـي   OPTCONاستفاده از الگوريتم كنترل بهينه تصادفي 
هـاي عمـده    بهينـه بـر شـاخص   اثرات سياستهاي پولي و مالي 

 هـاي  مه سوم توسعه در نظـام اقتصاد كلان ايران، براي دوره برنا
:  1383جعفري صميمي و طهرانچيان، (مختلف ارزي پرداختند 

213 .( 

ــا عنــوان ) 1385(عبــدي راد  كنتــرل بهينــه در پژوهشــي ب
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كـاربردي از الگـوريتم كنتـرل بهينـه     : سياستهاي مالي در ايـران 
ــادفي ــوريتم  تص ــيله الگ ــي   OPTCON، بوس ــرآورد كم ــه ب ب

نتايج بدست آمـده از ايـن   . اخته استسياستهاي مالي بهينه پرد
دهند كه به اسـتثناي سـال اول برنامـه چهـارم،      تحقيق نشان مي

مقادير بهينه مخارج جاري دولـت از مقـادير پيشـنهاد شـده آن     
بيشتر بوده و مقادير بهينه مخارج عمراني در تمام سالهاي مورد 

عبـدي  (بررسي همواره بيشتر از مقادير مصوب آنها بوده است 
  ).10:  1385اد، ر

ــاران ــاكري و همك ــتگزاري   )1386( ش ــي سياس ــه بررس ب
هاي توسعه در چـارچوب يـك الگـوي كنتـرل      اقتصادي برنامه

نتايج تحقيق حاكي از آن است كـه برخـي از   . اند بهينه پرداخته
ها بعضاً در تعارض بـوده و   اهداف در نظر گرفته شده در برنامه

ي مطلـوب ابزارهـاي   قابل دسـترس نيسـتند و اينكـه مسـيرها    
سياستي پولي بهتـر از مسـيرهاي ابزارهـاي مـالي تعيـين شـده       
توسط سياستگزاران است و با هدايت ابزارهاي مالي به سـمت  

توان به بسياري از اهداف در نظـر گرفتـه    مقادير مطلوبشان نمي
:  1386شـاكري و همكـاران،   (شده براي متغيرها دست يافـت  

15.(  
بـا بكـارگيري تئـوري      )1388( خليلي عراقي و همكـاران 

كنترل بهينه به تعيين قاعدة بهينة سياسـت پـولي بـراي اقتصـاد     
ايران با اين فرض كه سياستگزار از نرخ بهره بـه عنـوان ابـزار    

نتايج تحقيـق نشـان داد كـه    . كند، پرداختند سياستي استفاده مي
رفتار بهينة سياستگزار اين است كه نرخ بهـره را در پاسـخ بـه    

ان مثبت تورم، توليد و حجم پول افزايش، و در پاسـخ بـه   نوس
خليلي عراقـي و همكـاران،   (دهد مي شوك تكنولوژي كاهش 

1388  :69 .(  
اي بـا اسـتفاده از    در مقاله )1389( درگاهي و شربت اوغلي

تئوري كنترل بهينه به تعيين قاعـدة سياسـت پـولي در شـرايط     
ايج بررسي پايداري تـورم  نت. تورم پايدار اقتصاد ايران پرداختند

با روشهاي مختلف، نشان داد كه تورم در اقتصاد ايـران پايـدار   
مـدت و   بايست اثرات كوتاه بوده و در اجراي سياست پولي مي
درگـاهي و شـربت اوغلـي،    (بلندمدت آن، در نظر گرفته شـود  

1389  :1.(  
اي با بكارگيري كنترل  طي مقاله) 1390(پوركاظمي و لطفي 

آنهـا  . ويا به شبيه سازي رشد اقتصـادي ايـران پرداختنـد   بهينه پ
مسيرهاي زماني بهينه متغيرهاي كلان اقتصاد ايران را بر اساس 

 1390پوركاظمي و لطفي،(يك مدل رشد درونزا محاسبه كردند 
 :147(.  

  

 ساختار و روابط مدل -3

  مدل كنترل بهينه -3-1

جويد، رهيافت كنترل  رهيافتي كه پژوهش حاضر از آن بهره مي
معمولا مسائل تئوري كنترل با دو گروه متغير، يعني . بهينه است

متغيرهاي . باشد روبرو مي uو متغير كنترل  Xمتغير وضعيت 
وضعيت، توصيف كننده موقعيت و يـا وضـعيت يـك سيسـتم     
اقتصادي در هـر نقطـه از زمـان اسـت و متغيـر كنتـرل همـان        
متغيرهاي سياستي هسـتند كـه توسـط سياسـتگزاران انتخـاب      

  .شوند مي
بندي كه براي تئوري كنترل بيان  از طرف ديگر سيستم طبقه

كنـد؛ يكـي تئـوري     اصلي تقسـيم مـي  گرديده، آنرا به دو دسته 
ي يا متعين و ديگري تئوري كنترل تصـادفي كـه بـا    طعكنترل ق

. توجه به نگاه هر يك به مسأله نااطميناني شـكل گرفتـه اسـت   
كنـد، امـا    مورد اول نا اطميناني را در معادلات خـود وارد نمـي  

كنترل تصادفي اثرات نا اطميناني را بر سيستم معادلات در نظر 
  .ردگي مي

در تئوري كنترل متعين از مسائل خطي درجه دوم اسـتفاده  
شـود كـه در آن تـابعي هـدف درجـه دوم بـوده و سيسـتم         مي

ازآنجا كه اكثر مسائل اقتصاد كـلان  . باشد معادلات آن خطي مي
كه پايه معادلات سيستمي اين تحقيـق بـر آن بناشـده، از نـوع     

نتگـرال بـه   لذا تابعي هدف بجـاي ا  ،مسائل زمان گسسته است
صورت زيگما يا مجموع تحت زمان بوده و سيستم معادلات به 

مسأله كنترل متعين در پي يـافتن   .شكل معادلات تفاضلي است
1 بـه صـورت   Kبردارهايي از متغير كنترل در دوره

0)(
−
=

N

Kk
u  

باشد و همانگونه كه مشخص اسـت از دوره صـفر تـا دوره    مي
1−N يعني مسأله در پي يافتن. باشد مي),...,,( 110 −Nuuu 
اين بردار براي حداقل كردن تابعي هدف درجه دوم زير . است 

  .گيرد مورد استفاده قرار مي
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بـه   مرتبـه اول محدوديت مسـأله، سيسـتم معـادلات تفاضـلي     

  :زير استصورت 

1,.....,1,0

1

−=

++=+

NK

cuBxAx KKKKKK
                                 )2(  

و بالاخره براي شرايط اوليه، 
0xداده شده فرض مي شود .  

هر كدام از نمادهـاي اسـتفاده شـده در بـالا بـه صـورت زيـر        
  :باشند مي

Kx  : متغير وضعيت براي دوره بردارK  باn عنصر،  

Ku  : متغير كنترل براي دوره بردارK  باm عنصر،  
#

Kx  :  دوره بـراي   بردار متغير وضـعيت مطلـوبK   بـاn 
  عنصر، 

#

Ku  :وره براي د بردار متغير كنترل مطلوبK  باm رعنص ،  
#

KW  : معين مثبـت روي انحـراف متغيـر    ماتريس وزني متقارن
 وضعيت از مسير مطلوب،

 #

KΛ  :   ماتريس وزني متقارن معين مثبت روي انحـراف متغيـر
  كنترل از مسير مطلوب، 

KA  : بردار متغير وضعيت ماتريس ضرايب( )nn×، 

KB  :بردار متغير كنترل ضرايب س ماتري( )mn×،  

Kc :ر برداn  عنصري براي دورهK،  
 m رهاي زماني بـراي يپس دركل، مسأله تحقيق پيدا كردن مس

براي  N−1 متغير كنترل در هر دوره براي بازه زماني صفر تا
مينيمم كردن شكل درجه دوم بالا با شروع از شرط اوليـه  

0x  و
  .باشد ميادامه آن بوسيله معادلات تفاضلي، 

اگر در مسأله كنترل قطعي براي تابعي هدف جهت حـداقل  
)كــردن آن يــك ارزش انتظــاري  )E  در نظــر گرفتــه شــود و

اضافه  Kξهمچنين به سيستم معادلات تفاضلي يك جمله خطا
. شود، آنگاه يكي از انواع مسائل كنترل تصادفي رخ خواهد داد

بنابراين محدوديت مسأله در كنترل تصـادفي بـه صـورت زيـر     
  :شود ظاهر مي

1.....,1,0

1

−=

+++=+

NK

kKKKKKK CUBXAX ξ
                    )3(  

داراي توزيع نرمـال بـا ميـانگين     Kξشود  كه در آن فرض مي
  :يعني. باشد بوده و نيز ناهمبسته پياپي مي Qصفر و كواريانس 

{ } { } { } .,0,,0 θθξξξξξ ≠==′= kKKKK EQEE  
قسمت بعدي به استخراج محدوديت مسأله كنترل تحـت يـك   

هـاي اسـتاندارد اقتصـاد     سيستم معادلات اقتصادي از نوع مـدل 
  .كلان خواهد پرداخت

  
  مدل اقتصادي هال و تيلور -3-2

اين قسمت به بيان يك مـدل شـناخته شـده در متـون درسـي      
اين يك . پردازد مي) 1997(اقتصاد كلان يعني مدل هال و تيلور 

مدل پوياي غير خطـي شـامل چهـار بخـش بـا دوازده معادلـه       
 )1(جـدول  باشد كه معادلات و پارامترهاي آن بـه صـورت    مي

اين مدل با يك مـدل كنتـرل بهينـه سـه     براي تطبيق  .مي باشد
متغيرهـاي درونـزا، متغيرهـاي    . دسته متغير قابل تعريف اسـت 

برونزاي بدون كنترل و متغيرهاي برونزاي كنترل يـا متغيرهـاي   
  .اند آمده )2( سياستي كه در جدول

  

  ن و برآورد مدلميتخ -4

  خطي سازي و كاليبره كردن مدل -4-1

به يك مدل پوياي  1روش جوهانسناكنون مدل فوق را بوسيله 
خطي تبديل كرده كه هر متغير به صورت انحراف درصـدي از  

بعنـوان مثـال   . شود خود تعريف مي 2ارزش وضعيت يكنواخت
  :اگر داشته باشيم

zyx +=                                                              )4(  

  :خواهيم داشت
dzdydx +=                                                        )5(  

x

dz

x

dy

x

dx
+=                                                     )6(  

x

dz

x

z

x

dy

x

y

x

dx
** +=                                         )7(  

∗∗∗ += zsysx zy                                                  )8(   

∗، x∗ كه در آن 
y و∗z  انحراف درصدي هر يك از متغرهـا ،

را نشان داده و 
y

s  و
zs     سهم هر يك از متغيرهاسـت كـه بـه

                                                   
 . Johansen(1960)براي اطلاعات بيشتر رجوع كنيد به  . 1

2. Steady State 
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صورت 
ssss

ss

y
zy

y
s

+
و  =

ssss

ss

z
zy

z
s

+
 ssباشد و انـديس   مي =

  .بمعني ارزش وضعيت يكنواخت هر يك از متغيرهاست
اكنون دوازده معادله مدل را با جايگزاري به چهار معادله تبديل 

∗كنيم بطوريكـه   مي
Y  ،∗R ،∗P  و∗E     حاصـل شـود كـه

نشان ستاره دلالت بـر انحـراف درصـدي هـر متغيـر از ارزش      
بعد معادلات را خطي كرده و مدل . وضعيت يكنواختش را دارد

نويسـيم سـپس مـدل را بـراي تبـديل       را به فرم ماتريسـي مـي  
كنيم كه معادلات تفاضلي  معادلات به فرم خلاصه شده حل مي

معادلات را بـه مرتبـه    مرتبه سوم خواهد بود و سرانجام سيستم
. حالت ظـاهر شـود  -دهيم تا به صورت فرم فضا يك تقليل مي

سيستم معادلات حاضر شده به عنـوان محـدوديت، وارد يـك    
  .مدل كنترل بهينه خواهد شد

  معادلات و پارامترهاي مدل اقتصاد كلان هال و تيلور ):1(جدول 
 رديف توضيحات معادلات بخش

 IS-LMمعادلات 

XGICY +++=  1 توليد ناخالص داخليمعادله تعريفي  

( )YtYD −= 1  2 درآمد قابل تصرف 

bYDC += α  3 مخارج مصرفي 

dReI −=  4 مخارج سرمايه گذاري 

hRkY
P

M
−=  5 تقاضاي پول 

 انتظارات و منحني فيليپس

21 −− +=
tt

e βπαππ  6 تورم انتظاري 








 −
+=

N

Nte

Y

YY
fππ  7 نرخ تورم 

( )π+= − 11tPP  8 سطح عمومي قيمت ها 

  بخش خارجي

vRq
P

PE

W

+=
*

 9 نرخ ارز واقعي 

WP

PE
nmYgX

*
−−=  10 خالص صادرات 

 دولت و بيكاري

tYGGD −=  11 كسري بودجه دولت 








 −
−=

N

N
N

Y

YY
UU

tµ  12 نرخ بيكاري 

 پارامترها

1583/0=k2000=h  600=g  8/0=f  1000=e  2000=d  7754/0=b  220=a  

33/0=µ2/0=β  4/0=α  5=v  1875/0=t  75/0=q  100=n  1/0=m  

  1997هال و تيلور، : مأخذ

   متغيرهاي به كار رفته در مدل: )2( جدول
 متغيرهاي برونزاي بدون كنترل

 توليد ناخالص داخلي بالقوه
NY نرخ طبيعي بيكاري 

nU سطح قيمتهاي خارجي 
WP 

 )متغيرهاي سياستي(متغيرهاي برونزاي كنترل 

 G مخارج دولتي M حجم پول

 متغيرهاي درونزا

 GD دولتكسري بودجه  E نرخ ارز اسمي C مخارج مصرفي

 R نرخ بهره واقعي P سطح قيمتهاي داخلي I اريذمخارج سرمايه گ

 Y توليد ناخالص داخلي X خالص صادرات U نرخ بيكاري

 eπ نرخ تورم انتظاري π نرخ تورم YD درآمد قابل تصرف

  تحقيقمحاسبات : مأخذ
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صـورت   چهار معادله خطي سازي شده به روش جوهانسن بـه 
  :باشد زير مي

)9(  
∗∗∗∗∗∗ ++−−−= PwscGsbEsaPsaRsaY 1212141312  
)10(  

∗∗∗∗ +−−= MsbPsaYsaR 212321
                    

)11( 

∗∗
−

∗
−

∗
−

∗
−

∗ ++++= YNscPsaPsaPsaYsaP tttt 31333233133131 3211
 

)12(  
∗∗∗∗ +−−= PwscPsaRsaE 424342
 

  

  قيد مسأله تحقيق -4-2

  .نويسيم ميمدل را به صورت ماتريسي ) 12(تا ) 9( معادلات
)13(  

 
و  )U(، متغيرهاي كنتـرل )X(كه در آن بردار متغيرهاي وضعيت

  :به صورت زير است )V(متغيرهاي برونزاي غير كنترل
)14(  
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  :و داريم
)15(    
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ضرب كنيم خواهيم ) 13(را در سمت راست معادله  SA−1اگر
  :داشت

  

)16(  
VRCURBXRAXRAXRAX ++++= −−− 321

321  

1*1بعنوان مثال  1 SASARA باشد و بقيه موارد نيز بـه   مي =−
  .همين صورت است

  :بردارهاي جديدي به صورت زير تعريف كنيماكنون كافيست 
)17(                                                     1−= XXL  
)18(                                       21 −− == XXLXLL  

  :بنابراين خواهيم داشت
)19(  

 
  :نويسيمو در آخر آنرا به شكل ماتريس كلي زير مي 

 )20(                                   CVBUAxx ++= −1    
  .به صورت زير مي باشد A ماتريس كه در آن

)21(  
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معادله آخر در اصل همان قيد مسأله كنترل ما در قسـمت قبـل   
 بنابراين مسأله تحقيق حداقل كردن تـابعي هـدف معادلـه   .است

هـاي   مـاتريس . باشد مي) 20(با توجه به محدوديت معادله ) 1(
A  ،B  وC  فوق براي سيستم معادلات به صورت زير محاسبه

  .شده و بدست آمده اند
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  حل مدل -4-3

هاي وزني متقارن معين  ، ماتريسΛوWهاي ماتريس) 1(در معادله 
مثبت به ترتيب روي انحراف متغير وضعيت و متغير كنترل از مسير 

اعمال اين وزنها به فـروض سياسـتگزاران در   . باشند مطلوبشان مي
شود كه  در اينجا فرض مي. ارتباط با هر بسته سياستي بستگي دارد

∗سياست هدف، تثبيت 
Y  ،∗R ،∗P  و∗E   اطراف ارزشـهاي
شود كه يك شـوك   حال فرض مي. باشد وضعيت يكنواختشان مي

% 4بـه ميـزان    Yمنفي موقتي در خالص صادرات، باعث شود كه 
اگر چنين شود ايـن  . تر از وضعيت يكنواخت خود قرار گيرد نيپاي

شود كه مسيرهاي بهينه براي متغيرهـاي سياسـتي    سئوال مطرح مي
)يعني مخارج دولتي  )G  و حجم پول( )M    بـراي برگردانـدن

GNP به وضعيت باثباتش چيست؟ 

اينست كه اگر سيستم با چنين شوكهائي برخـورد  سئوال ديگر 
كند و دولت و بانك مركزي از ابزارهـاي سياسـتي خـود اسـتفاده     
نكنند، مسيرهاي بهينه متغيرهاي وضعيت چه خواهد بود؟ بعبـارت  
ديگر مقايسه اين مسيرهاي بهينه در صورت وجود و يا عدم وجود 

  بكارگيري ابزارهاي سياستي چگونه است؟
گويي به اين سئوالات، مسأله دو بار در شرايط كنترل براي پاسخ

يعني تابعي هدف نسبت ) 1(يكمرتبه معادله . متعين حل شده است
در صورت بروز شوك حل گرديده است و بار ديگـر  ) 20(به قيد 

همان مسأله با صفر قرار دادن انحرافات درصدي متغيرهاي سياستي 
مقايسه مسيرهاي ) 1(ار نمود. از مقادير يكنواختشان حل شده است

هاي  ي متغيرهاي وضعيت را در حالت كنترل بهينه و نيز جواب بهينه
افـزار  سيستم مسـتقل از بكـارگيري ابزارهـاي سياسـتي را در نـرم     

Mathematica دهد نشان مي .  
محورهــاي عمــودي ) 1(نمــودار) د(تــا ) الــف(در قســمت هــاي 

عيت باثباتشان را انحرافات درصدي هر يك از متغيرها نسبت به وض
لازم  .دهد و محورهاي افقي نشان دهنده دوره زماني است نشان مي

يعنـي دو درصـد بـالاتر از    % 2به توضيح است كه در اينجا ارزش 
افـزايش نسـبت بـه دوره قبـل     % 2وضعيت يكنواخت و به معنـي  

از آنجا كه تمام متغيرها به صـورت انحرافـات درصـدي    . باشد نمي
ين ارزش وضعيت يكنواخت آنها همگي برابر صفر باشند، بنابرا مي
  .باشد مي

 

 

 )الف(قسمت 

  
 )ب(قسمت 

  
 )ج(قسمت 

  
 )د(قسمت 

  
در مقابل مسيرهاي  Eو Y ،R ،Pمسيرهاي بهينه متغيرهاي وضعيت: )1(نمودار 

  مستقل آنها

  محاسبات تحقيق: مأخذ 
  

 مسيرهاي مسـتقل متغيرهـاي وضـعيت كـه بـا     ) 1( در نمودار
اند، چرا چنـين رفتـار نوسـاني را     چين مشخص شده خطوط نقطه

هاي كـلان اسـتاندارد، اينگونـه بيـان      دهند؟ بر اساس مدل نشان مي
هـا   شود كه با كاهش موقتي در خالص صادرات، سـطح قيمـت   مي

هـا   شروع به كاهش خواهد كرد، چرا كه تقاضا براي توليدات بنگاه
سـطح  . آورنـد  ن را پائين مـي كاهش يافته و آنها قيمت محصولاتشا

تر، از طريق بازار پول منجر به كاهش نرخ بهـره و   هاي پائين قيمت
ايـن نوسـانات تعـديل قيمتـي     . گذاري خواهد شد افزايش سرمايه

اند ادامه خواهـد   مادامي كه متغيرها به وضعيت يكنواختشان نرسيده
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  .داشت
اي چـين بـر   اين نوسانات در نمودارهاي بالا بـا خطـوط نقطـه   

مسيرهاي بهينه بدست . است همتغيرهاي وضعيت مدل، قابل مشاهد
، )الـف (در قسـمت  . انـد  آمده نيز با خطوط پررنگ مشخص شده

GDP  بالاي اين % 3زير وضعيت يكنواخت به % 4به سرعت از
وضعيت افزايش يافته و سپس به آرامي به ارزش وضعيت باثباتش 

تواند از يك افزايش بيش از  ن فراز و نشيب مياي. كاهش يافته است
)درصدي در متغير كنترل  6 )G  باشد كه مسير بهينه آن در نمودار
  .شود مشاهده مي) 2(

  

 
  Gو Mمسيرهاي بهينه متغيرهاي كنترل ): 2(نمودار 

  محاسبات تحقيق: مأخذ

همچنين مسير نرخ بهره واقعي بهينه تقريبا بـدون تغييـر مانـده    
كـاهش  % 35است، اين در حالي است كه مسير مستقل آن حدودا 

)تواند ناشي از افزايش  اين ثبات مي. يافته است )G ]2( نمودار( [ 
و ايجاد فشار رو به بالاي آن باشد و در آخر نرخ ارز اسمي بـراي  

ها افزايش يافته اسـت و سـپس بـه آهسـتگي      كاهش قيمت جبران
  .بطرف وضعيت يكنواخت خود كاهش يافته است

اگرچه براي متغيرهاي كنترل وزن يكساني در نظر گرفته شده اما با 
هـاي مـالي    شود كه نقش سياسـت  مشاهده مي) 2(توجه به نمودار 
هاي پـولي بـوده اسـت و مخـارج دولـت اثـرات        بيشتر از سياست

  .تري براي خارج كردن اقتصاد از ركود داشته است قوي
  
  هاي سياستي تحليل حساسيت مدل نسبت به وزن - 4 - 4

و مدل كلان اسـتاندارد هـال و تيلـور،    ) 1(با توجه به تابعي هدف 
)هـاي متغيرهـاي    تركيبات مختلفـي از وزن  )Y  و( )P  را در نظـر

سـپس  . مدل كنترل براي هر كدام از آنها حل شـده اسـت  گرفته و 
انحراف استاندارد هر يك از مسيرهاي بهينه براي هر تركيب وزني 

ايـن تركيبـات از   . آمـده اسـت  ) 3(محاسبه گرديـده و در جـدول   

)هاي بالا براي  وزن )Y هاي پائين براي  و وزن( )P شود  شروع مي
  .يابد و تا عكس اين تركيب ادامه مي

 Pو  Yتركيبات وزني مختلف و انحراف استاندارد متغيرهاي ): 3(جدول 

  جهت تحليل حساسيت مدل
انحراف استاندارد 

P  
انحراف استاندارد 

Y  
وزن متغير 

P  
وزن متغير 

Y  
  آزمايش

0500/0  0479/0  0 100 1 

0466/0  0489/0  20 80 2 

0440/0  0499/0  40 60 3 

0419/0  0509/0  60 40 4 

0401/0  0520/0  80 20 5 

0386/0  0531/0  100 0 6 

  محاسبات تحقيق: مأخذ

  
 1دهد و به منحني مرز سياسـتي  منحني كه اين تركيبات را نشان مي

 .آمده است)  3(معروف است، در نمودار 
  

  
   P و  Yمنحني مرز سياستي براي متغيرهاي ): 3(نمودار 

  محاسبات تحقيق: مأخذ

  
هر دايره در نمودار فوق نشان دهنـده يـك بـار حـل مـدل بـا       

هاي يك  هر چقدر كه وزن. باشد مي) 3(هاي تركيبي در جدول  وزن
شود، انحـراف اسـتاندارد نقـاط بدسـت آمـده بـراي        متغير كم مي

بايد توجه داشت كه . يابد و برعكس مسيرهاي بهينه آن افزايش مي
بـه سـاختار   )  3(منحني مرز سياستي در نمـودار  شكل و موقعيت 

. هاي داده شده به متغيرهـاي وضـعيت و كنتـرل بسـتگي دارد     وزن
هاي متغيرهاي سياستي بطور كلي افزايش  بعنوان مثال هر چقدر وزن

يابد، منحني مرز سياستي بطور پيوسته از مركز فاصله گرفتـه و بـه   
  .يابد طرف راست و بالا انتقال مي

  

                                                   
1. Policy Frontier  
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  گيري و پيشنهادات  جهنتي - 5

هاي پولي و مالي بهينـه همـواره يكـي از مهمتـرين      تعيين سياست
. ريزان اقتصادي هر كشوري بوده است وظائف سياستگزاران و برنامه
هاي بهينه خـود بوسـيله    يابي به هدف بدين لحاظ آنها در پي دست

 در مقاله حاضر مـا . باشند مدت و بلندمدت مي هاي ميان ريزي برنامه
هاي اقتصاد رياضي و بخصوص مسائل  نشان داديم كه چگونه مدل

هاي معمول اقتصاد كـلان آمـده و    كنترل بهينه متعين به كمك مدل
. دهد نظران را افزايش مي هاي اقتصادي صاحب توان تجزيه و تحليل

همچنين نشان داده شد كه در صورت بروز يك شوك منفي موقتي 
دخالت دولت و بانك مركزي در خالص صادرات، در صورت عدم 

و عدم استفاده آنها از ابزارهاي پولي و مالي مسيرهاي بهينه نرخ بهره 
ها تا رسيدن به وضعيت باثبات  واقعي، نرخ ارز اسمي و سطح قيمت

از طرف ديگـر در صـورت   . شود خود دچار نوسانات شديدي مي
ده از متغيرهاي نامبر ،هاي پولي و مالي كنترل سيستم بوسيله سياست

  . نوسانات بسيار كمتري برخوردارند
هرچند موارد مطرح شده در اين مقاله نيازمند مطالعات بيشتري  

هـاي ايـن تحقيـق     امـا بـا توجـه بـه يافتـه      ،باشد در اين حوزه مي
ماننـد   مربوطـه اول اينكه مراجع . پيشنهادهاي زير قابل طرح است

هاي اقتصادي  يهاي اقتصاد سنجي و تئور بانك مركزي در كنار مدل
هاي اقتصاد رياضي و بخصوص كنترل بهينه نيز در مطالعات  از مدل

شـود   همچنين  توصـيه مـي  . هاي خود استفاده نمايند ريزي و برنامه
هـايي بـراي    دولت و بانك مركزي در صورت بروز چنـين شـوك  

تـورم،  مانند نـرخ   يجلوگيري از نوسانات شديد متغيرهاي اقتصاد
هاي پـولي و بخصـوص    ستم را بوسيله سياستنرخ ارز و غيره سي

هـاي تحقيـق نشـان داد     هاي مالي كنترل كنند چرا كه يافته سياست
تـر از   اثرات ابزارهاي مالي در خارج كردن اقتصـاد از ركـود قـوي   

  .ابزارهاي پوليست
ديگر اينكه عليرغم تلاش محققان در مطالعه حاضر، سـوالات  

بدون جواب بـاقي مانـده    ديگري نيز در اين حيطه مطرح است كه
از جمله . تواند تحقيقات بعدي را بدنبال داشته باشد است و خود مي

آنكه اين مقاله از سيستم كنترل بهينه متعين استفاده نمود و به نتـايج  
اما با توجه به اين نكته كـه ايـن سيسـتم، مسـأله     . فوق الذكر رسيد

 ـ هاي گونـاگون را در نظـر نمـي    نااطميناني به شكل رد، بنـابراين  گي
ها بوسيله يك سيستم كنترل بهينه  شود كه تجزيه و تحليل پيشنهاد مي
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