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    چكيده 

يند وينر، به آفر هدف اين تحقيق درنظرگرفتن مدل ريسك كلاسيك است كه با عامل 

هايي  در اين تحقيق فرمول. شود مدل ريسك كلاسيك با عامل اغتشاش تبديل مي

اي مقدار مازاد سرمايه بلافاصله قبل و  م و حاشيهأح براي تابع چگالي احتمال توصري

در زمان ورشكستگي و همچنين تابع چگالي احتمالي براي مقادير و اندازه 

چنين تحقيقي انجام  .آوريم مي دست هاند، ب هايي كه باعث ورشكستگي شده خسارت

زان دقيقي از احتمال ميزان مازاد  كه در مدل ريسك كلاسيك، ميلازم استبدين سبب 

را به مديريت ريسك گزارش ... سرمايه باتوجه به عواملي چون سود و تورم و 

 .خواني چنداني ندارند هاي واقعي بيمه هم كند و اين احتمالات با اطلاعات و داده نمي

شدن  توان از دو ديدگاه اضافه كردن عامل اغتشاش به مدل كلاسيك را مي اضافه

در ادامه  .بيمه و يا كل خسارت تفسير كرد هاي حق اطميناني جديد در دريافتي عدم

شده،  هاي محاسبه آمده براي تابع چگالي احتمال دست ههاي نظري ب باتوجه به فرمول

هاي ماتريسي در اين  شود و با استفاده از ويژگي توزيع احتمال فاز نوع معرفي مي

شده و توزيع فاز  هاي محاسبه بع چگالي احتمالهاي تا  بين فرمول راتوزيع، ارتباطي

   .كنيم ميهاي مورد نظر را رسم  نوع برقرار و نمودار توزيع احتمال

تئوري ورشكستگي، مازاد سرمايه قبل و در زمان ورشكستگي، توزيع  :كليدي واژگان
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  1دكتر رضا پورطاهري
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قبل و در زمان   مازاد سرمايه شركت بيمه بلافاصله

  ريسك كلاسيك با عامل اغتشاش يندآفر ورشكستگي در 
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  مقدمه. 1

 ي مناسبكردن نرخاهاي بيمه در بازار رقابتي بيمه همواره سعي در پيد مديران شركت

اي براي نيل به اهدافشان از جمله جلب مشتريان بيشتر  بيمه در هر رشته بيمه براي حق

اي را تصور كنيد كه سعي در ارائه  شركت بيمه. نددارو سودآوري براي شركت بيمه 

بيمه و  گيري در مورد نرخ حق اي جديدي دارد، تصميم  بيمه اي در رشته خدمات بيمه

اي باتوجه به اطلاعات تاريخي خسارت  يه مورد نياز براي اين رشته بيمهسرمايه اول

 روند ميزان سرمايه ،هاي ريسك مدل. دارد اهميت بسزايي ،اي براي اين رشته بيمه

اي مورد نظر را دنبال كرده و احتمال ورشكستگي را  شركت بيمه در رشته بيمه

توان در تخصيص  آمده مي دست هصورت باتوجه به احتمال ب  دراين؛كند محاسبه مي

  .دكرگيري  بيمه تصميم مقداري مناسب براي حق

 :                           يند ريسك كلاسيك را درنظربگيريدآفر
N(t)

i
i=

=U(t) u+ct- X∑
1

 

U(t): ميزان سرمايه شركت در زمان t؛  

u ≥ o:گذاري در يك رشته  اي است كه شركت تمايل به سرمايه  مقدار سرمايه اوليه

  ؛ دارداي خاص بيمه

c:گذاران  هايي است كه شركت در واحد زمان از بيمه بيمه  مقدار نرخ ثابتي از حق

  ؛كند دريافت مي

iX ,i{ }≥ توزيع با تابع توزيع  هاي تصادفي و هم راي از متغي  دنباله:1
X

F و ميانگين 

X
µ است كه مقادير خسارت i؛دهد ام را براي شركت نشان مي   

,N(t)لفه ؤم t{ }≥ o:ان هايي است كه براي شركت بيمه تا زم  تعداد خسارتt اتفاق 

  . افتد مي

يند پواسون آفر  از يك tها تا زمان  كنيم تعداد خسارت در اين تحقيق فرض مي

اگرچه حالات ديگري براي توزيع تعداد .  در واحد زمان پيروي كندλبا شدت وقوع 

  . فرض شود،تها ممكن اس خسارت
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هاي  پذيريم اين است كه هزينه هاي بيمه مي همچنين فرض ديگري كه براي شركت

بيمه دريافتي از ميزان شدت  ديگر ميزان حق عبارت  به؛شوند مي  مثبت درنظرگرفته،سربار

  :صورت رياضي داريم خسارت در ميانگين خسارت بيشتر است يا به

c-λµ
q

c
= > o  

يند براوني به آن آفر ريسك كلاسيك را درنظربگيريد كه يك عامل اغتشاش حال مدل 

  :اضافه شود
N(t)

i t
i=

U(t)=u+ct- x +σB∑
1

                                                              )1(  

عبارت 
t

σB داردو ويژگي مهم د:   

- 
t

σBتوزيع نرمال با ميانگين صفر و واريانس  داراي σ t
  .  است2

- 
t

σB ،مستقل از خسارت كل 
N(t)

i
i=

x∑
1

  . است

اطمينان اضافي براي ميزان خسارت كل بيان  يك عدم) 1(عامل اغتشاش در رابطه 

ها  بيمه اطميناني را به ميزان درآمد از حق يك عدمديگر اين عبارت  عبارت كند يا به مي

  .كند اضافه مي

  :گيريم مفاهيم را درنظرمياين شده  براي مدل معرفي

Tيعني ؛رسد  اولين زماني است كه مازاد سرمايه به زير صفر مي: زمان ورشكستگي 

{ }T = inf t, U(t) ≤ o .  
-

U(T  مقدار مازاد سرمايه در U(T) مايه بلافاصله قبل از ورشكستگي و ميزان سر(

  . استلحظه ورشكستگي

  :شوند صورت تعريف مي اين  ورشكستگي و بقاي شركت نيز بهتاحتمالا
ψ(u)= p(U(T) , T )< ∀ < ∞o                                      

φ(u)= -ψ(u)1   
)2(  

)3(  
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درك بهتري از تفاوت در رخداد ورشكستگي در مدل كلاسيك و مدل بـا عامـل اغتـشاش                  

طورجداگانـه باعـث     صورت است كه در مدل ريسك با عامل اغتـشاش دو عامـل بـه               اين به

:   شـود   صورت تجزيه مـي    اين   به بنابراين احتمال ورشكستگي  . شود  رخداد ورشكستگي مي  

  
d s

ψ(u) =ψ (u)+ψ (u)  
كه 

d
ψ (u)دهد علت نوسانات در مازاد سرمايه را نشان مي  احتمال ورشكستگي به. 

 . زمان ورشكستگي برابر صفر است ميزان مازاد سرمايه درحالت دراين
s
ψ (u) احتمال 

 مازاد سرمايه در حالت دراين. دهد دادن خسارت را نشان مي ورشكستگي به علت رخ

علاوه با استفاده از ويژگي عامل اغتشاش  به). 1نمودار(زمان ورشكستگي منفي است 

  :توان نشان داد در همسايگي نقطه صفر مي

s d
φ( )= ψ ( )= , ψ( )= ψ ( )= 1o o o o o  

 

  

  

   

  

(Dufresne & Gerber, 1991) 

 با عامل يند ريسك كلاسيك وآدر اين تحقيق به مباحث ميزان مازاد سرمايه در فر

 1 فيليپ لاندبرگرامدل ريسك كلاسيك ن بار ينخست. اغتشاش خواهيم پرداخت

بنابراين . دادمورد مطالعه قرار ) 1930 (2طورگسترده كرامر  و بهكردمعرفي ) 1903(

اما مدل ريسك در مازاد سرمايه با . شود لاندبرگ شناخته مي-غالباً به نام مدل كرامر

                                                                                                                
1. Filip Lundberg 

2. Cramer 

 علت عامل اغتشاش و رخداد خسارت  ورشكستگي به.1نمودار
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يند آ كه عامل اغتشاش يك فركردمعرفي ) 1970( 1ر گربرنخستين بارا عامل اغتشاش 

م مازاد سرمايه قبل و بعد از أ به بررسي توزيع احتمال تو2گربر و شيو. براوني بود

هايي   روش،5 و رن4 تاسي،3در ادامه اين كارها گربر و لندري. ورشكستگي پرداختند

ي احتمال مازاد سرمايه ها متفاوتي را براي محاسبه احتمال ورشكستگي و تابع چگالي

به ) 2007( در اين مقاله پيرو مقاله رن. قبل و در زمان ورشكستگي معرفي كردند

 .پردازيم  براي دستيابي به هدفمان مييتر هايي آسان بررسي بيشتر و پيداكردن روش

علت  در اين مقاله نخست به بررسي مفهوم كاهش در ميزان مازاد سرمايه به

هاي مربوطه و تابع توزيع آنها  و با استفاده از تعاريف متغيرپردازيم   مي6خسارت

اي مازاد سرمايه قبل و در  م و حاشيهأهايي تئوري براي تابع چگالي احتمال تو فرمول

دهيم زماني كه توزيع  در پايان نشان مي. آوريم مي دست هزمان ورشكستگي ب

هاي احتمالي به آساني  يت پيروي كند تمامي كم7فاز نوعاحتمال ها از توزيع  خسارت

  .رسانيم قابل محاسبه است و اين بحث را با معرفي يك مثال به پايان مي

  علت خسارت  بيشترين كاهش در مازاد سرمايه به.2

σ>مقادير  <σ <...1 2o  بگيريد،  كه دلالت بر زمان وقوع هر خسارت دارد، درنظررا

كه  طوري به
i i i-

T σ -σ= i و 1 = 1, 2, 3, هاي تصادفي مستقل و با توزيع   متغير...

. مشترك نمايي باشند
+
τگيريم كه مقدار مازاد  مي ها درنظر  را زماني از وقوع خسارت

  .سرمايه در آن زمان كمترين مقدار خود را تا آن زمان گرفته است

                                                                                                                
1. Gerber 

2. Gerber & Shiu, 1997 

3. Gerber & Landry, 1998 

4. Tsai, 2001 

5. Ren, 2005; 2007 

6. Modified Ladder Height 

7. Phase Type Probability Distribution 
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متغير 
d +

L = u-inf (U(t): <t<τ دهنده تفاوت بين مقدار سرمايه اوليه و   نشان�(

كمترين مقدار مازاد سرمايه تا زمان 
+
τمتغير .  است

c
L تفاوت بين مقدار سرمايه 

اوليه و مازاد سرمايه در زمان 
+
τ و مقدار 

d
Lيعني؛ است  

c + d
L = u U(t ) L− − .

صورت تفاوت ميزان مازاد سرمايه و تفاوت سرمايه  شود به متغير ديگري كه معرفي مي

اوليه با مقدار 
d

L است 
+ + d

X = U(t ) u+ L
−

 تعبيري شهودي از كاهش 2 نمودار .−

 .هدد علت خسارت را نشان مي سرمايه به

  

 

  

  

  

  

  

  

  
(Ren, 2007) 

هاي   در ارتباط با متغير)4(رابطه احتمالي 
+ d c

X , L , L كتاب ) 13.2.13( در رابطه

  .ثابت شده است ،1رلسكيهاي تصادفي براي بيمه و امور مالي  فرآيند
- cy

δ
+ d c + X

x+y

λ
pr(X x, L y, L z, t ) e F (v) dv

c

∞

≥ ≥ ≥ < ∞ = ∫
2
2

(4)   

  :بت كردتوان ثا به آساني مي) 4(با استفاده از رابطه 

                                                                                                                
1. Rolski et al, 1999 

 علت خسارت  بيشترين كاهش در مازاد سرمايه به.2نمودار 
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- Bx

d

c
H (x) = p(L x) = - e ,B=

σ
≤1 2

2
1 (5)   

  :شود به آساني ثابت مي) 4(به طور مشابه از رابطه 

+ d c + c
x ,y

lim p(X > x, L > y, L > z, τ < ) p(L > z),
→−∞ →−∞

∞ =  

z

c X

λ
H (z) = p(L z) ( - F (y)) dy

c
≤ = ∫2 1 (6)

o
  

آوردن تابع چگالي احتمال توام  دست ههمچنين براي ب
+ c

X , Lدادن   با ميلy به سمت 

كمترين مقدار ) (4(صفر در رابطه 
d

L( ،رابطه حاصل خواهد شد  اين:  

+ d c +
y

X
x+z

lim p(X > x, L > y, L > z, τ <

λ
= ( - F (ξ))dξ x, z >

c

)
→

∞

∞

∫ 1 (7)

�

�

 

نماد 
+

f (x, z)
−

م ناقص أ را براي تابع چگالي احتمال تو
+ c

X , Lبريم و  مي كار  به

,xبه  نسبت) 7(گيري از رابطه  مقدار آن با مشتق zشود صورت حاصل مي اين  به:  

X

λ
f (x, z ) f (x+ z)

c
=

+−
(8)   

هاي  در اين بخش مقادير متغير
+ d c

X , L , L و توابع چگالي احتمال مورد نياز 

علت  هاي مورد نياز مفهوم بيشترين كاهش سرمايه به معرفي شدند و برخي از ويژگي

حال با استفاده از اين مفاهيم و ارتباط نزديك آنها با احتمالات . ن شدخسارت بيا

  .پردازيم آوردن احتمالات ورشكستگي مي دست ههايي براي ب ورشكستگي به بيان روش

  م مقدار سرمايه بلافاصله قبل و در زمان ورشكستگيأتابع چگالي احتمال تو. 3

م صريح با استفاده از مفاهيمي أ توهدف ما در اين بخش پيداكردن تابع چگالي احتمال

  .هايي است كه در ادامه استفاده خواهيم كرد است كه  معرفي شدند و تكنيك
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هاي  صورت توابعي از متغير منظور ابتدا تابع بقا را به بدين
d c

L , Lاثبات . كنيم  بيان مي

طوركامل در  و به 1ربرطورخلاصه در مقاله دفرسن و گ توان به اين رابطه را مي

  :2به همين مقاله مشاهده كرد نامه مربوط پايان

n *(n+ ) *(n)
*

n=

*(n)

n=

*

φ(u)=q ( - q) H H (u)

q * H (u)

=qH H (u)

H

∞

∞ 
≈  

 

∑

∑

1
1 2

3 1

4 1

1

(9)

o

o

  

  اند و معرفي شده) 6(و ) 5(هاي  ترتيب در رابطه  بهH2 و H1رابطه توابع  دراين

 *(n)

n=

H H , H = H * H

∞

=∑4 3 3 1 2
o

 

  :كنيم صورت شرطي مي اين له را بهئ مس وكنيم ميپيدا  م راأع چگالي احتمال تواكنون تاب

علت وقوع خسارت باعث وقوع ورشكستگي شده است  آيا نخستين كاهش سرمايه به

علت وقوع خسارت براي وقوع  دانيم بايد حداقل يك كاهش سرمايه به مي. يا خير

اگر نماد . ورشكستگي رخ دهد
+-

h (x, y, u) dxdyدهنده احتمال وقوع   نشان

علت وقوع خسارت براي مقادير مازاد  ورشكستگي در نخستين كاهش سرمايه به

,x)ورشكستگي بين  x+ dx) و كسري در زمان ورشكستگي بين (y, y+ dy) ،باشد 

  :شود سه شرط مهم در اين مورد بايد درنظرگرفته

d
L < u−   

  .صورت بدين معني است كه ورشكستگي قبلاً رخ داده است درغيراين

                                                          
+ d d

X (x- u+ L , x- u+ L + dx)− ∈  

                                                          
c d d

L (y+ u- L , y+ u- L + dy)− ∈  

                                                                                                                
1. Dufrecene & Gerber, 1991 

2. Kabusi, 2010 
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  :شود  معادله انتگرالي حاصل مي، ايناز اين سه شرطبا استفاده 
u

+ +
h (x, y, u) = h (ξ)f (x+ ξ u, y+ u ξ)dξ

− −
− −∫ 1 (10)

o
  

 ي كه براي متغيربا استفاده از تعريف
+

X  بيان شده متغير2در بخش 
+

X هميشه 

داخل انتگرال رابطه عبارت در ، )8( با توجه به رابطه مثبت است، بنابراينمقداري 

xشرط نياز است كه داشته باشيم ، به اين )10( > u ξ− . اين شرط به خودي خود

xزماني كه  > uهنگامي كه لي برقرار است و x u≤ گيري  چون متغير انتگرالξ 

xجه به شرط است با تو > u ξ− مقدار) 10(انتگرال در معادله ، مقدار حد پاييني  

u-xبه زير حاصل خواهد شد) 10(با توجه به اين شرايط، معادله .  خواهد بود :  

 

u

+

+ u

+
u x

h (ξ) f u, y+ u ξ)dξ x > u >

h (x, y, u) =

h (ξ) f (x+ ξ u, y+ u ξ)dξ < x u

(x+ ξ
−

−

−
−

− −

− − ≤







∫

∫

1

1

�

�

�

)11(     

  

سارت علت وقوع خ حال با درنظرگرفتن شرط اينكه آيا نخستين كاهش سرمايه به

م مازاد سرمايه قبل و أباعث وقوع ورشكستگي شده است يا نه تابع چگالي احتمال تو

  :شود صورت نتيجه مي اين در زمان ورشكستگي به

+

u

f(x, y, u) = f(x, y, u ξ) dH (ξ) + h (x, y, u)
−

−∫ 3 (12)
o

  

وقوع ورشكستگي است و مانند اين است كه  دهنده عدم كه عبارت اول نشان

رمايه اوليه جديد كه مقدار نخستين كاهش م را براي سأخواهيم تابع چگالي تو مي

عبارت تابع چگالي . شود را محاسبه كنيم علت وقوع خسارت از آن كم مي سرمايه به

 بنابراين با استفاده از روش تبديل ؛وجود دارد) 12(م در دو طرف رابطه أاحتمال تو

  .پردازيم لاپلاس به حل اين معادله مي
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( )

+

+

+

f f H h

f H h

h

f

H

+

u

+

l (s) = l (s) l (s) + l (s)

l (s) - l (s) = l (s)

l (s)
l (s) =

- l (s)

f(x, y, u) = L (L(h )) L (1 + L(H ) + L(H ) + ...)

f(x, y, u) = h (x, y, u- z) dH (z)

−

−

−

−

−

→

  

  

 
 

∫

3

3

3

2

3 3
-1 -1

4

1

1
(13)

o

 

توان تابع چگالي  هاي توزيع، مي و ويژگي پيچش در تابع) 11(با استفاده از رابطه 

  :صورت بازنويسي كرد اين م را بهأاحتمال تو

X

λ
f(x, y, u) = H * H (u) - H * H (u- x) I(u x) f (x+y)

c
≥44 1 1 (14)   

م مازاد سرمايه قبل و در زمان ورشكستگي برحسب أدرنهايت تابع چگالي احتمال تو

  :شود صورت حاصل مي اين ها به رتتابع بقا و تابع چگالي احتمال خسا

( )

X

X

λ
φ(u) f (x+ y) x > u >

cq
f(x, y, u) =

λ
φ(u)-φ(u-x) f (x+ y) < x u

cq
≤







(15)
�

�

  

م مازاد سرمايه قبل و در زمان ورشكستگي، أبا داشتن تابع چگالي احتمال تو

 كار 1اي مازاد سرمايه قبل از ورشكستگي آوردن تابع چگالي احتمال حاشيه دست به

 متغير كسري در زمان  ياyبه  نسبت) 15(اي است و كافي است از رابطه  ساده

بنابراين تابع چگالي احتمال . گيري شود انتگرال∞تا  o روي مقاديرورشكستگي

  :شود صورت حاصل مي اين به مازاد سرمايه قبل از ورشكستگي

                                                                                                                
1. Surplus Prior to Ruin 
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φ(u) h (x) x > u >
q

f(x, u) =

(φ(u)-φ(u- x)) h (x) < x u
q

≤







2

2

1

1
(16)

�

�

  

لي احتمال متغير ا همان تابع چگh2در اينجا 
d

L است.  

xدر مدل ريسك با عامل اغتشاش، اين تابع در نقطه  = u تابعي پيوسته است و اين 

شود كه تابع مورد نظر در نقطه  هاي كلاسيك ثابت مي ست كه در مدلا  حالي در

x = uتابع ،پردازيم  تابع چگالي احتمال ديگري كه به معرفي آن مي. پيوسته نيست 

  .چگالي احتمال كسري سرمايه در زمان ورشكستگي است

  1 كسري در زمان ورشكستگي.4

كنيم درست مانند  روشي كه براي محاسبه تابع چگالي احتمال كسري استفاده مي

.  معرفي شده است3م در بخش أتمال توروشي است كه براي محاسبه تابع چگالي اح

تابع 
+

h (y, u) را احتمال ورشكستگي با مقدار كسري بين (y, y+ dy) در نخستين 

  :در اينجا نيز دو شرط برقرار است. كنيم علت خسارت معرفي مي كاهش سرمايه به

- 
d

L < uت به معني اين است كه  ورشكستگي قبلاً روي داده استصور  كه درغيراين.  

با توجه به مقدار  -
c

L متغير 
c

L بين مقادير 
d d

(y u L , y u L dy)+ − + −  قرار +

  .گيرد مي

  :بنابراين باتوجه به اين دو شرط
- Bu

+
h (y, u) = h (u+ y) e h (y)−3 3 (17)   

كردن پيشامد كسري در زمان ورشكستگي روي اينكه آيا نخستين  يحال با شرط

رابطه اين علت خسارت  باعث ورشكستگي شده است يا خير، به  كاهش سرمايه به

  :دست خواهيم يافت

                                                                                                                
1. Deficit at Ruin 
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u

+
g(y, u) = g(y, u z) dH (z) + h (y, u)−∫ 3 (18)

o
  

علت  كه جمله انتگرال در معادله بالا بيانگر اين است كه نخستين كاهش سرمايه به

خسارت باعث ورشكستگي نشده و بايد ميزان تابع چگالي احتمال را با ميزان سرمايه 

با .  محاسبه نمود،علت خسارت است جديد كه به انداره نخستين كاهش سرمايه به

 فرمول براي تابع چگالي كسري ، اينحل اين معادله انتگرالي به روش تبديل لاپلاس

  :شود در زمان ورشكستگي حاصل مي
u h (y)

g(y, u) = h (u+ y z) dH (z) φ (u)
qB

′− −∫ 3
3 4 (19)

o
  

  شود هايي كه باعث ورشكستگي مي اندازه خسارت. 5

متغير مهم ديگري كه براي ميزان كنترل ريسك حائز اهميت است، توجه به تابع 

اندازه . شوند هايي است كه باعث ورشكستگي مي چگالي احتمال براي اندازه خسارت

U(Tخسارت در لحظه ورشكستگي برابر  ) + U(T)
با داشتن تابع چگالي . است −

zم سرمايه قبل و در زمان ورشكستگي و تعريف متغيرهاي أتو = U(T ) + U(T)
 و −

v = U(T)معادله براي تابع اين توان به   و استفاده از تكنيك تبديل به آساني مي

,vاحتمال توام  zدست يافت :   

Z,V X

λ
f (z, v, u)=(φ(u)-φ(u + v- z)I(u z- v)) f (z) , z > v >

cq
≥ o   

 تابع چگالي احتمال مطلوب به آساني vگيري از رابطه بالا بر حسب متغير  با انتگرال

  :شود صورت نتيجه مي اين و به
 u

 

Z
 u

 u-z

X

X

λ
(φ(u)z φ(ξ)dξ) f (z) z > u >

cq
f (z)

λ
(φ(u)z φ(ξ)dξ) f (z) < z u

cq

=

−

− ≤







∫

∫
(20)

�

�

�
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   تئوري ريسك با استفاده از توزيع فاز نوع.6

توان به محاسبه  هاي قبلي نمي شده در بخش هاي معرفي تابع چگالي احتمال  در تمامي

ها پرداخت و يا تابع توزيع آنها را براي مقادير دلخواه محاسبه  اين تابع چگالي احتمال

هاي اصلي آن وجود جمله تابع بقا در اين توابع چگالي احتمال  يكي از علت. كرد

دي خاص شود و به جز در موار ف مي بعدي تعريnاست كه برحسب يك پيچش 

  .، توزيع نمايي است، در موارد ديگر قابل محاسبه نيستها ع خسارتيمثلاً وقتي توز

كند و روش عددي مناسبي برحسب جبر  اما توزيع فاز نوع اين مشكل را حل مي

. كند ها و توابع چگالي احتمال براي ما حاصل مي ها براي محاسبه اين احتمال ماتريس

f(x)يع فاز نوع با تابع چگالي احتمالتوز = α exp(xT) t x ≥ oهاي   و با پارامتر

E,T,αشود، كه در آن   معرفي ميα يند، آفر  بردار احتمال نقطه شروعT زيرماتريس 

tيند و آفر  در 2نتقال استخراج شده از ماتريس ا1شدت انتقال = - Te و e بردار ستوني 

  . فضاي حالت استEهاي يك و با درايه

هاي آماري كه دامنه  بودن توزيع فاز نوع، تقريباً اكثر توزيع علت خاصيت چگال به

صورت  طوردقيق يا به توان به ثبت است را ميمقادير آنها روي خط اعداد حقيقي م

  .هاي مربوط نوشت تقريبي با توزيع فاز نوع با پارامتر

]=α يك توزيع فاز نوع با پارامتر λمثلاً توزيع نمايي با پارامتر  ]1 T=(-λ) يا . است

وزيع فاز نوع با پارامتر يك تnتوزيع ارلنگ 

 
n

-λ λ ...

-λ λ ...
T = ,α = α =... = α =

... -λ

 
 
 
 
  

2 3

o o o

o o o
o

M M M M M

o o o o

  .است  

                                                                                                                
1. Sub Intensity Matrix 

2. Transition Matrix 

Archive of SID

www.SID.ir

www.SID.ir


 

 

  ... مازاد سرمايه شركت بيمه بلافاصله قبل      / 

 

110

 T,αها يك توزيع فاز نوع با پارامتر  باتوجه به اين مقدمه فرض كنيد توزيع خسارت

  .پردازيم است، باتوجه به قضاياي زير به بيان بقيه مفاهيم مي

Tهاي   داراي توزيع فاز نوع با پارامترF فرض كنيد:1قضيه  ,α1  ،E1 و فضاي حالت1

Tهاي داراي توزيع فاز نوع با پارامترGتابع ,α2 پيچش اين .  باشدE2و فضاي حالت2

*Fدو تابع G داراي توزيع فاز نوع با پارامترهاي T,α و فضاي حالت E = E E1 2U 

  :صورت است اين به

( )

( ) ( )
i

i

i

α i E T t α
α = T

Tα α i E
,

∈
=

∈

  
  

 

1 1

1 2 2

1 1 2

2

(21)
o

o
  

)كه  )k i
α ،iلفه ؤامين م

k
α است و 

k k
k = t = T e−1,    و 2

 روي اعداد حقيقي مثبت تعريف شده باشد G,Fهاي توزيع   فرض كنيد تابع:2قضيه 

α با T,α داراي توزيع فاز نوع با پارامتر Gو =
o

o و F  يك توزيع هندسي تركيبي 

>باشد كه ) p,G(با پارامترهاي  p < 1o آنگاه توزيع F داراي توزيع فاز نوع با 

αپارامترهاي  pα, T T+ptα′ ′=         . است=

ها در تابع توزيع  گذاري توزيع فاز نوع براي تابع توزيع خسارتبه سادگي و با جاي

متغير 
c

L ،
x

X

λ
H (x)= ( - F (y)) dy

c
∫2 1
o

توزيع  توان مشاهده كرد شكل تابع  مي

H (x)2صورت يك توزيع فاز نوع با پارامترهاي   بهλ
T T   α αT

c
,′ ′= =

  .است -1-

وجه به اينكه توزيع متغير ت با
d

Lتوان نتيجه گرفت   يك توزيع نمايي است مي
d

L 

Tداراي توزيع فاز نوع با پارامتر  [- B], α [ ]= =  1 است، بنابراين با استفاده از قضيه 1

Hتوان بررسي كرد توزيع  راحتي مي به = H * H23 صورت  اين  بهH2 و H1 پيچش 1

  :آيد مي دست هب

T x T t
H = - α e e ,α = (α , ) T = t =

-β β
, ,′

  
     

1
3 1 1 1 11 o

o
o

   )22(               
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توان اثبات كرد، تابع بقا داراي توزيع فاز   مي2و 1و قضيه ) 22(با استفاده از رابطه 

  :هاست پارامتراين نوع با 

-β βα ( q)
α [ , ] , T = , t = T e

T +( q)t α
= −

 
  

1
2 2 2 2

1 1 1

1
1 -

(23)
1 -

o
o

  

  : شود صورت حاصل مي اين بنابراين تابع بقا به

φ(u) α exp(T u)= − 2 21 (24)   

اي برحسب پارامترهاي توزيع فاز نوع براي تابع چگالي احتمال  براي پيداكردن رابطه

,f(xم أتو y, u) داريم) 24(و ) 15( بااستفاده از رابطه:  

(T (u x)) (T u) (T(x+y))

λ (T u) T(x+y)
( α e e)(αe t) x > u >

cq
f(x, y, u) =

λ
(α e e-α e e)(αe t) <x u

cq

−

≤







2

2 2

2

-
2 2

1

(25)
o

o

  

  .است شده ها نيز بر مبناي فرض اوليه توزيع فاز نوع درنظرگرفته كه در اين رابطه توزيع خسارت

,f(xاي  تابع چگالي احتمال حاشيه u)و ) 16 (ترتيب و با استفاده از روابط همين  نيز به

  . صورت حاصل خواهد شد اينبه) 25(

T u Tx

T u(u x) Tx

1
(1 α e e)(α e t) x > u >+

q
f(x, u) =

1 T
(α e e α e e)(α e t) < x u+

q
≤







2
2

2 - 2
2 2

-

-

�

�

) 26(            

اما براي تابع چگالي احتمال كسري در زمان ورشكستگي در جمله انتگرالي معادله 

  :داريم) 19(
u u

T y T (u z)
h (u+ y z) dH (z) α e e t dH (z)=∫ ∫ 1 -1
3 1 1 44- (27)

o o
  

 1دهنده پيچش دو تابع فاز نوع است و با استفاده مجدد از قضيه  كه اين انتگرال نشان

ورت تابع چگالي توزيع فاز نوع جديدي با پارامترهاي ص كل اين عبارت به

T T +t α α α exp(T y),′ ′= =1 1 1 1   .شود  حاصل مي1
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تابع چگالي احتمال كسري در زمان ورشكستگي ) 19(ثير جمله دوم در معادله أو با ت

  :آيد مي دست صورت به اين به

T y T y(T +t α )u T u
g(y,u) α e e t α e t α e t

qB
= 1 1 1 21 1

1 1 1 1 2 2

1
- (28)   

توان  شوند مي ه خسارت كه باعث ورشكستگي مياما براي تابع چگالي احتمال انداز

 شكل را براي اين تابع ، اينشده و مفاهيم بيان) 20(به سادگي، با استفاده از رابطه 

  :وردآ دست هب

T uT u Tz

Z

T u TzT u T (u - z)

λ
(( α e e)z u α T (e  I)e αe t if z >u >

cq
f (z)

λ
(( α e e)z z α T (e e )e αe t if <z u

cq

)

)

− − − −

− − − − ≤

  
  

=
   

2 2

-1 22
2 2 2

 2 
2 2 2

-1

1

1

o

o

) 29( 

        

 يك عامل اغتشاش ،شده تمام موارد فوق براي زماني بيان شد كه مدل درنظرگرفته

شود كه حالت خاص  براي مدل كلاسيك تنها تفاوت از اينجا ناشي مي. داردمثبت 

σ = oبنابراين براي مدل كلاسيك كافي ؛ را در مدل با عامل اغتشاش درنظربگيريم 

آمده، براي محاسبه توابع چگالي احتمال با استفاده از  دست ههاي ب است تمام فرمول

  . را معادل صفر قرار دهيمσها مقدار  ر ماتريستوزيع فاز نوع و برحسب جب

هاي  كردن مراحلي مشابه براي مدل ريسك با عامل اغتشاش براي تمام فرمول با طي

  :شود  مقادير جايگزين مي، اينشده بيان

 -βx c c
H (x) -e =  β  

σ
,= = = = ∞1 2

2 2
1 1

o
 

( )

[ ]( )

Tx

+

Tx

+

φ(u) ( q)α e t x > u >
q

φ(u) φ(u- x) ( q)α e t < x u
q

f(x,u) =

−

− − ≤







1
1

1
1

(30)
o

o
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(T+t( q) a ) uTy +
+

g(y, u) ( q)α e e t
−

= −
11 (31)   

( )
Tz

(T+ ( -q) tα ) u+

Z

Tz

(T+( q) tα )u (T+( q) t α )(u-z)+ +

+ +

+ +

φ(u)z
λ
α e t if z > u >

u ( q) α (T+( - q) tα ) e I e cq

f (z)
φ(u)z λ

α e t if z u
z (  q) α (T ( q) tα ) (e e )e cq

−

− −

< ≤
− + −

 
 
     

=
 
     

1-1

1- 1--1

1- 1 

-

1 - 1-

o

o

 )32(  

اي خاص   واحد در رشته3با سرمايه اوليه  را در نظر بگيريد كه اي شركت بيمه: مثال

λها داراي توزيع پواسون با پارامتر  كند و شدت وقوع خسارت كارمي شروع به = 1 

c شركت در واحد زمان هاي اين بيمه ميزان دريافتي حق. است = ،  واحد است1/847

c-λµبنابراين مقدار 
q

c
= = ض كنيد مقدار عامل اغتشاش را براي مثال رف.  است0/25

σ =
2 اين صورت توزيع فاز نوع با  ها به گيريم و توزيع خسارت درنظرمي 0/3

]                                :اند پارامترها معرفي شده ]α = 0/9731, 0/0152, 0/0106, 0/001  

T=

 
 
 
 
  

-28/648 28/532 0/089 0/027
0/102 -8/255 8/063 0/086
0/133 0/107 -5/807 5/296
0/1 0/102 0/111 -2/176

 

  :صورت است اين شده به فيرهاي مع  مقدار تابع احتمال بقا و نمودار تابع چگالي

φ(u)                :ورشكستگي در مدل ريسك كلاسيك احتمال بقا يا عدم - = 0/7549  

φ(u)       :ورشكستگي در مدل ريسك با عامل اغتشاش ال بقا يا عدماحتم - = 0/6929  
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   مازاد سرمايه قبل از ورشكستگي در حالت مدل ريسك كلاسيك و مدل ريسك با عامل اغتشاش.3نمودار 

σمدل با عامل اغتشاش    =2 0/3  

σمدل كلاسيك                  =
2
�  

  مازاد سرمايه قبل از ورشكستگيمقدار 

  مقدار كسري سرمايه در زمان ورشكستگي

  ل ريسك كلاسيك و مدل ريسك با عامل اغتشاش كسري در زمان ورشكستگي در حالت مد.4نمودار

σمدل با عامل اغتشاش    =2 0/3  

σمدل كلاسيك                  =
2
�  
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  عامل اغتشاش است؛ اين مسئلهمقدار احتمال بقا در مدل كلاسيك بيش از مدل با

ه همچنين باتوجه ب. اطمينان اضافي به مدل بوده است كردن يك عدم علت اضافه به

ند، ا  كه تقريباً مساوي5 نمودارشده به جز در مورد اندازه خسارت در  نمودارهاي رسم

 استاي معين در مدل با عامل اغتشاش بيش از مدل كلاسيك  انباشتگي احتمال در نقطه

  .استبه سادگي قابل محاسبه ) مساحت زير نمودار( اين احتمالات ،و در صورت نياز

  گيري  نتيجه.7

هاي   ابزاري مناسب در اختيار مديران ريسك شركت، عامل اغتشاشمدل ريسك با

ها،  بيمه دهد تا براي مقادير مختلف و دلخواهي از سرمايه اوليه و حق بيمه قرار مي

بيمه را استخراج  ترين مقدار حق سازي نمايند و مناسب احتمال ورشكستگي را شبيه

ت كه باتوجه به عوامل شده داراي عامل اغتشاشي اس مدل ريسك معرفي. كنند

تري از مازاد سرمايه   مقدار واقعي،شود و مدل جديد مختلفي در بازار بيمه تعريف مي

بيمه را در واحد زمان  در اين مقاله مقدار حق. دهد شركت بيمه را در زمان نشان مي

σمدل با عامل اغتشاش    =
2 0/3  

σ                 كلاسيكمدل  =
2
�  

  مقدار اندازه خسارت در زمان ورشكستگي

  اندازه خسارت در زمان ورشكستگي در حالت مدل ريسك كلاسيك و مدل ريسك با عامل اغتشاش.5نمودار
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در ... ها و   ماليات،ها ايم ولي باتوجه به عواملي از قبيل تخفيف ثابت درنظرگرفته

توان آن را نيز متغير تصادفي درنظرگرفت كه البته بر پيچيدگي  ها مي بيمه يافت حقدر

  .دكن كس ميعتري را از رفتار مازاد سرمايه شركت بيمه من افزايد و مدل واقعي مدل مي
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