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  چکیده

بیمه دوره بعد بر اساس تجربیات  حق  آماري براي محاسبه يابزار، باورمندي  نظریه
در این مقاله . شود هر قرارداد با یک پارامتر ریسک مشخص می. شده است بیمه  گذشته

هاي آمیخته  گیریم و با استفاده از توزیع درنظرمییک پارامتر ریسک  شده براي هر بیمه
باورمندي و بیزي، بر اساس فراوانی و شدت   بیمه حق  یک مدل براي محاسبه ،نامتناهی
ها بر اساس  شدت خسارت  توزیع مجموع. شود میها به صورت توأم، بررسی  خسارت

نهایت با درنظرگرفتن توزیع پیشین  در. نامتناهی خواهد بود  فراوانی، یک توزیع آمیخته
  .شود محاسبه میبیمه باورمندي و بیزي  گاما براي پارامتر ریسک، حق

هاي  بیزي، توزیع  بیمه بیمه باورمندي، حق باورمندي، حق  ، نظریهبیمه حق :کلیدي واژگان
  نامتناهی  آمیخته
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 مقدمه .1

گذاري براي جوامـع نـاهمگن اسـت، بـه      مد نرخآهاي کار نظریه باورمندي از روش
توان آنها را بـا هـم ادغـام     خصوص در جوامعی که تعداد طبقات زیاد است و نمی

 ،استفاده از نظریـه باورمنـدي در مـواقعی کـه بـراي یـک مخـاطره خـاص        با . کرد
عنـوان اطلاعـات     توان از اطلاعات مشابه دیگري بـه  اطلاعات کمی وجود دارد، می

  .جانبی استفاده کرد

در سال  1موبري رادارد که اساس آن  آکچوئرياین روش سابقه طولانی در علم 
شکل جالبی از میانگین وزنی متوسط  2ویتنی  1918 در سال .  است بنا نهاده 1914

هاي  بینی خسارت ها را به منظور پیش هاي وارده به یک دسته و سایر دسته خسارت
شامل اثرات  اساسی ،3میلادي بولمان  1967ر سال د. هاي آتی ارائه داد وارده در سال

ن اثر را، اثر بولمان ای. ها ارائه داد عنوان ویژگی تمام مخاطره غیرقابل مشاهده به
باورمندي و   ، رابطه نظریه 1950 تا   1945هاي  در سال 4بیلی.  ساختاري نامیده است

  .روش بیزي را نشان داد
…،ܺفرض کنید که ،ܺଵ  ݊در  شده هاي یک فرد بیمه خسارت) تعداد(شدت 
 براي کل داشتمان برآورد ߤاي  شرکت بیمه معمولاً یک نرخ بیمه. دوره گذشته باشد

 .است ߤهاي گذشته و  دادهباورمندي یک دستورالعمل براي ترکیب  کرده است،
ܲ براساس این دیدگاه به باورمندي، یک برآوردگر سازگار    اساس رابطه زیر  بر

 :شود محاسبه می

ܲ = ܼ തܺ + (1 −  ߤ(ܼ
-  ܺത :  ؛)ها براي مثال داده( گذشتهمیانگین مشاهدات  
-μ :  ؛ )یک برآورد براساس اطلاعات پیشینبراي مثال (میانگین پیشین  

                                                                                                          
1. Mowbray 
2. Whitney 
3. Buhlmann 
4. Bailey 
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 21   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

-  ܼ ،	0 < ܼ <    .عامل باورمندي :1
ܼ  چند رویکرد براي محاسبه  :وجود دارد  

که به آن باورمندي محدودکردن نوسـانات نیـز گفتـه      :  1مدل باورمندي کلاسیک -
اولین قـدم بـراي حـل مسـئله باورمنـدي       ،این رویکرد از نظریه باورمنديشود،  می

 .است

ــه  ــد ک ــرض کنی ــراي دوره    خســارت 		ܺ ف ــرد ب ــک ف ــه ی ــوط ب ــاي مرب   ام باشــد݆ه
 	݆ = 1,… , ൣܧ فرض کنید کههمچنین ، ݊ ܺ൧ = کـه بایـد پرداختـه     اي بیمـه  ، مقدار حقߝ

(ܺ)ݎܸܽ و شود =  :خلاصـه کـرد   صـورت  این  توان به اطلاعات گذشته را می. باشد ଶߪ
തܺ = ଵ


∑ ܺ

ୀଵ   
]ܧدانیم که  می തܺ] = )ݎܸܽها مستقل باشند ܺو اگر  ߝ തܺ) = ఙమ


  .است 

تواند این باشد که اطلاعات  حل می یک راه. است ߝمقدار   گر محاسبه هدف بیمه
از اطلاعات گذشته مشـابه   ܯ که استفاده کنیم ܯگذشته را نادیده بگیریم و فقط از 

آمده و اطلاعـات   دست به) گذاران گذشته گروهی دیگر از بیمهاطلاعات براي مثال (
ایـن   ߝآوردن  دسـت  راه دیگر بـراي بـه   تأثیر ندارد، ܯ گذار در محاسبه گذشته بیمه

തܺگذار،  هاي گذشته بیمه فقط از میانگین خسارت است که = ଵ

∑ ܺ

ୀଵ   با نادیـده

در باورمنـدي   .شود حالت باورمندي کامل گفته می  استفاده کرد که به این ܯگرفتن 
بایـد بـزرگ    ݊کامل براي اینکه مقدار واریانس میانگین مشاهدات کم باشد مقـدار  

تواند این باشد که  یک راه ممکن دیگر می .افتد باشد که در عمل بسیار کم اتفاق می
یک . شود فته میکنیم، که به این روش باورمندي جزئی گ استفاده  ܯو  തܺ از ترکیب

بیمـه را   میـانگین وزنـی اسـت، کـه مقـدار حـق      ، براي ترکیب این دو مقـدار روش 
  :دهد صورت نشان می  این به

ܲ = ܼ തܺ + (1 −  ܯ(ܼ

                                                                                                          
1. Classic Credibility 
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0عامل باورمندي است و ܼ < ܼ < هـاي   روش. )بایـد مشـخص شـود   کـه  ( 1
ܼبراي مثال (وجود دارد  ܼ متفاوتی براي محاسبه = که باورمندي کامل را نتیجه  1

)ݎܸܽکردن  از مینیمم ܼ، در باورمندي جزئی مقدار )دهد می ܲ) شود محاسبه می.  
هـا   یعنی واریانس خسـارت  گذار پایدار باشد، گذشته بیمه گر، اگر از دیدگاه بیمه

. بینی نتایج دوره بعد استفاده کنیم براي پیش തܺرسد که از  نظرمی کم باشد، منطقی به
همچنین اگر گذشته افراد داراي تغییرپذیري بیشـتري باشـد بهتـر اسـت کـه بـراي       

  .بیشتر باشد ܯاستفاده کنیم و وزن  തܺکمتر از  ،بینی نتایج دوره بعد پیش
شود ریسک هر فرد توسط یک  رویکرد فرض می در این :   1باورمندي بولمان -

 (ߠ)ߨداراي توزیـع آمـاري   کنیم کـه   می فرض  شود و ارائه می پارامتر ریسک 
تـابع سـاختاري گفتـه     ،توزیع پیشین و در نظریه باورمندي (ߠ)ߨدر آمار به . است

݊  هاي خسارت مشاهدات مربوط به شرکت بیمه با توجه به فرض کنید که .شود می   
݊)  انفـرادي را بـراي سـال     بیمـه  حـق  دخواه ـ مـی  شـده  گذشته بیمـه سال  + ام  (1

، براي هر فرد  بیمه با توجه به پارامتر ریسک هر فرد  ، در این نوع حقدآور دست هب
 با پـارامتر ریسـک    )خالص( بیمه انفرادي حق. آید می دست خاص به بیمه یک حق

 :برابر است با
[ߠ|ାଵܺ]ܧ =:  (ߠ)ߤ

ممکن است،  بیمه نامند و بهترین حق نیز می بیمه عادلانه بیمه را حق نوع حقاین 
یـک   (ߠ)ߤبنـابراین  .نـامعلوم اسـت    (ߠ)ߤو به دنبال آن    جاست که اما مشکل آن

در این رویکرد با استفاده از تابع کمترین  .پارامتر است و باید مقدار آن برآورد شود
براسـاس ترکیـب خطـی از مشـاهدات      (ߠ)ߤهاي توان دوم یک برآورد براي  زیان

  .شود گذشته ارائه می
  

                                                                                                          
1. Buhlmann Credibility 
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 23   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

 مدل باورمندي بولمان  
  :گیریم نظرمیدرصورت  این  هاي مدل را به ابتدا فرض

  متغیرهاي تصادفیܺ, (݆ = 1,… , به شرط  (݊ = اند و  از هم مستقل ߠ
 :گشتاورها هستنداین ، با ܨداراي توزیع یکسان 

(ߠ)ߤ = ห݆ܺൣܧ =  ൧ߠ
(ߠ)ଶߪ = ൣݎܸܽ ܺห =  ൧ߠ

    است (ߠ)ߨیک متغیر تصادفی با توزیع.  

صورت محاسبه  این ورد باورمندي تحت فرضیات مدل بالا بهآبر :1-1قضیه 
  :  (Buhlmann and Gisler, 2005)1شود می

μ(ߠ) = ݖ തܺ + (1 −  ߤ(ݖ
  :که در آن

ߤ = ܧ ቂ(ߠ)ߤቃ 
ݖ =

݊
݊ + ఙమ

ఛమ
 

ଶߪ =  [(ߠ)ଶߪ]ܧ
߬ଶ = ݎܸܽ ൬(ߠ)ߤ൰ 

یشـین  است که در آن مشاهدات فعلی با اطلاعات پ رویکردي : 2رویکرد بیزي -
نظریه بیز اسـاس ایـن   . شوند آوردن برآورد بهتري ترکیب می  دست به منظور به

,ଵݔ|(ߠ)ߤ]ܧ در این رویکرد از .رویکرد است … , بیمـه   براي محاسبه حق [ݔ
حالـت خـاص کـه بـرآورد بیـزي ترکیـب خطـی از         دریـک . شـود  استفاده می

  شوند، به ایـن  بیمه بیزي و بولمان با هم برابر می حق ،آید می دست مشاهدات به
 .شود گفته می باورمندي دقیق ،حالت

                                                                                                          
 Klugman et al., 2004: ك.براي مطالعه بیشتر ر. 1

2. Bayesian Approach 
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نظر  ها به صورت مجزا در فراوانی یا شدت خسارت تحقیقات،کنون در بیشتر تا
برآورد باورمندي بولمان و بیزي را بـراي فراوانـی و    مقالهدر این  .گرفته شده است
در یـک حالـت   . دهـیم  ها به صورت همزمان مورد بررسی قرار مـی  شدت خسارت

 ـ نظرگـرفتن فراوانـی و شـدت    آوردن بـرآورد باورمنـدي بـا در    دسـت  هساده براي ب
صورت  این ، به کنیم استفاده میها براي هر فرد  ، از میانگین شدت خسارت ها خسارت

هاي گذشته براي هر فرد از تقسیم شدت خسـارت کـل    که میانگین شدت خسارت
دهیم  حالتی که ما در اینجا مورد بررسی قرار می. آید می  دست ها به بر تعداد خسارت

د را بـه صـورت یـک مجمـوع تصـادفی      ي هر فر ها صورت است که خسارت این به
توزیـع ایـن   . کنـیم  محاسـبه مـی   حالت  آورد باورمندي را دراینگیریم و بر نظرمیدر

مجموع تصادفی با توجه به آنچه کـه در ادامـه خـواهیم دیـد یـک توزیـع آمیختـه        
زمینـه اسـتفاده از نظریـه باورمنـدي در      مقـالات متعـددي در   .نامتناهی خواهد بود

اما آنچه کـه ایـن مقالـه را از     ،(Agata, 2008)هاي ریسک جمعی وجود دارد  مدل
بیمـه   سازد این است که در این مقاله نحوه محاسبه عددي حق سایر منابع متمایز می

  .هاي ریسک جمعی توضیح داده شده است بیزي در مدل
  نامتناهی هاي آمیخته برآورد باورمندي در توزیع  .2

ܺ فرض کنید که  ଵ،… ،ܺே   گذار در یک بازه زمانی  ها براي یک بیمه شدت خسارت
ܰ     که  ،مشخص باشد به صورت تصادفی از یک توزیع مشخص  ها، ، تعداد خسارت 

P(N                                                       :نشود و در آ ریف میتع = l) = ζ݈     
ܻ حالت از متغیر آوردن برآورد بیزي و بولمان دراین دست براي به = ∑ ܺே

ୀଵ 
ܻ  ،  کنیم استفاده می شده را  هاي یک بیمه کل خسارت یک مجموع تصادفی است که   

یک  ܻ .آن به صورت یک توزیع آمیخته نامتناهی خواهد بود  توزیع دهد و نشان می
ܰمدل ریسک جمعی است که براي  = ܻبه صورت  …,1,2 = ∑ ܺே

ୀଵ  تعریف
ܰشود و  می = ܻ و 0 = ها را  فرض ، ایندر یک مدل ریسک جمعی. است 0

  :داریم
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 ܺଵ،… ،ܺே  ܰتحت شرط =  ؛توزیع هستند متغیرهاي تصادفی مستقل و هم ݊

  ܺتوزیع متغیرهاي تصادفیே،… ،ܺଵ  ܰتحت شرط =  بستگی ندارد؛ ݊، به ݊

  به مقادیر  ܰتوزیع… ،ܺଶ،ܺଵ بستگی ندارد.  
، در اینجا  کنیم پارامتر ریسک یک فرد استفاده می به عنوان کلی از   درحالت 

ܺ همچنین فرض کنید که . است                (ߠ)ߨداراي توزیع     کنیم که  فرض می ே،… ،ܺଵ 
  : باشد صورت  این ، بهθ با پارامتر  هاي نمایی خطی از خانواده توزیع    =θبه شرط  

(  θ|ݔ)݂ = (θ)௫݁(ݔ)

(θ)ݍ
	,	θ>0 , x>0 

  :شود صورت زیر تعریف می این حالت به ها دراین مجموع خسارت 
ܻ = ܺଵ +⋯+ܺே 

ܲ     که  طوري تغیر تصادفی است بهمنیز یک     ܰ که (ܰ = ݈) = ߞ ,    ݈ ≥ ܰ     . است 0   
|ܻ .کند ها براي هر فرد را مشخص می تعداد خسارت  = θ      یـک متغیـر تصـادفی

  :صورت است این آن بهمرکب خواهد بود که توزیع 
݂(ܻ|  θ) = ݂భା⋯ାಿ(ݕ|θ) 

=݂∑ ಿ
సభ

൫(ݕ|θ)หܰ = ݈൯ܲ(ܰ = ݈)
∞

ୀ

 

=݂∑ 
సభ

ܰ)ܲ(θ|ݕ) = ݈)
∞

ୀ

 

∑ توجه به اینکه  اب ܲ(ܰ = ݈)∞
ୀ = ܻ     توزیع  1 |θ    نامتنـاهی    یک توزیع آمیخته  

را به  آوردن برآورد باورمندي در مدل بولمان فرضیات مدل دست هحال براي ب. است
  :گیریم صورت درنظرمی این
  فرضیات مدل -

  ، حال فرض کنید که ایـن  گذار بود بیمه دورهآنچه که در بالا گفته شد براي یک 
ــراي ــرایط ب ــد دوره  t ش ــرار باش ݐ)برق = 1،… ,௧ଵܺ	و  (ܶ، … , ܺ௧ே| = θ  داراي

ایـن  یک متغیـر تصـادفی بـه      ݐY  وهاي نمایی خطی باشد  توزیعی از خانواده توزیع
  :استصورت 
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௧ܻ = ܺ௧ଵ +⋯+ ܺ௧ே ݐ																																													 = 1,… , ܶ 
  

  ورد باورمنديبرآ -
تحــت فرضــیات مــدل بــالا بــرآورد باورمنــدي در مــدل بولمــان  .2-1یه قضــ

  :صورت خواهد بود این به
ߤ̂ = തݕݖ + (1 −  ߤ(ݖ

  :که

	ݖ = 	
ܶ

ܶ + ݇	
 

݇	 = 	
)ݎܸܽ]ܧ ଵܻ|θ)]
]ܧ)ݎܸܽ ଵܻ|θ])

 

(θ)ߤ	 = ]ܧ	 ଵܻ|θ] =  [ܰ]ܧ[ଵଵ|θܺ]ܧ

ߤ 	=  [(θ)ߤ]ܧ	
  

…,௧ଵܺدر ادامه فرض کنید کـه   , ܺ௧ே| = θ ~exp(θ) ،  آوردن  دسـت  بـراي بـه
)ݎܸܽ]ܧرا محاسبه کنیم، ابتـدا   ݇برآورد باورمندي باید  ଵܻ|صـورت   ایـن  را بـه  [(ߠ

  :کنیم محاسبه می

)ݎܸܽ]ܧ ଵܻ|ߠ)] = ܧ	 ܸܽݎ ൭ܺଵ

ே

ୀଵ

อθ൱൩ 

							= ܧ}ܧ	 ܸܽݎ ൭ܺଵ

ே

ୀଵ

อθ൱ อܰ൩ + ܧ)ݎܸܽ ൭ܺଵ

ே

ୀଵ

อθ൱ อܰ൩} 

= ൫ܧ[ܰ] + ܧ൯(ܰ)ݎܸܽ 
1
ଶ൨ 

)]ܧݎܸܽحال  ଵܻ|کنیم را نیز محاسبه می [(ߠ:  
)]ܧݎܸܽ ଵܻ|ߠ)] = ൯(θ)ߤ൫ݎܸܽ = ݎܸܽ[ܰ]ଶܧ ൬

1

൰ 

⇒ ݇ =
(ܰ)ݎܸܽ + [ܰ]ܧ

[ܰ]2ܧ
×

[−2]ܧ

[−2]ܧ − [−1]2ܧ
 

  :صورت باشد این داراي توزیع گاما به اگر 

π(ߠ) =
ߙߚ

(ߙ)߁
ߠ																																							ߠߚ1݁−ߙߠ > 0 
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 27   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

  :پس داریم

ିଶ൧ൣܧ =
ଶߚ

ߙ) − ߙ)(1 − 2)
	, ିଵ൧ൣܧ =

ߚ
ߙ) − 1)

 
  :آید می دست صورت به این ، بهܲباورمندي  هبیم ورد حقدر نتیجه برآ

ܲ =
ܶ

ܶ + ݇
തݕ +

ߚ
ܶ + ݇

[ܰ]ܧ + (ܰ)ݎܸܽ
[ܰ]ܧ

 
  هاي آمیخته نامتناهی بیزي در توزیع  بیمه ورد حقآبر .3

்ܻ،ଵܻکلی، اگر  درحالت , … ،்ܻ ାଵ  به شرط=θ بیمه بیزي  مستقل باشد، حق
  (Klugman et al., 2004)شود  صورت تعریف می این به

…,ଵݕ|(ߠ)ߤ]ܧ , [்ݕ = ்ܻ]ܧ ାଵ|ݕଵ,… ,  [்ݕ

= න ்ܻ]ܧ ାଵ|=θ]
∞


,ଵݕ|θ)ߨ … ,  ߠ݀(்ݕ

,ଵݕ|θ)ߨ که   … , ்ܻبـه شـرط       چگالی پسـین    (்ݕ = …،்ݕ ، ଵܻ = . اسـت     ଵݕ
…،Y் مأزیع توبراي محاسبه توزیع پسین ابتدا باید تو ، ଵܻ   به شرط=θ   محاسبه را

…,ଵݕ)݂خواهیم  در ادامه می. کنید ,   را محاسبه کنیم، بدین منظور ابتدا قضیه (ߠ|்ݕ
  :شود زیر بیان می
…،ଵܺفرض کنید که  :3-1قضیه  ،ܺே هاي  توزیع از خانواده توزیع مستقل و هم

ܻهمچنین فرض کنید . باشد θنمایی خطی با پارامتر  = ܺଵ +⋯+ܺே نیز  ܰ، که
  :صورت است  این به ܻصورت تابع چگالی احتمال  دراین. یک متغیر تصادفی است

݂(ݕ) =
݁௬(ఏ)

(ߠ)ାଵݍ
ାଵߞ(ݕ)∗

∞

ୀ

 

ܰبا فرض . برهان = (ݔ)ܶابتـدا چگـالی    ݈ = ܺଵ +⋯+ܺ  صـورت  ایـن  بـه 
  :شود محاسبه می

்݂ (ݐ) = න … න (ଵݔ)݂
௫షభ௫భ

݂(ିଵݔ)݂… ቌݐ −ݔ

ିଵ

ୀଵ

ቍ݀ݔଵ…݀ݔିଵ 
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			=
݁௧(ఏ)

(ߠ)ݍ
න … න (ଵݔ)

௫షభ௫భ

(ିଵݔ)… ቌݐ −ݔ

ିଵ

ୀଵ

ቍ݀ݔଵ…݀ݔିଵ
ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

∗(௧)

 

در نتیجه . هاي نمایی خطی است ها نیز از خانواده توزیعܺپس توزیع مجموع 
  :است صورت این به ܻچگالی 

݂(ݕ) =
݁௬(ఏ)

(ߠ)ାଵݍ
ାଵߞ(ݕ)∗

∞

ୀ

 

 
  .شده استم استفاده أاز قضیه زیر براي محاسبه تابع چگالی احتمال تو

…،Yଵفرض کنید که   :3-2قضیه  و مسـتقل بـا تـابع     توزیـع  هم θبه شرط  ்ܻ،
…,ଵݕ)݂ صورت   دراین  .دچگالی بالا باش ,   :آید می دست هصورت ب این به (ߠ|்ݕ

݂(ݕଵ,… , (ߠ|்ݕ = 
݁∑ ௬(ఏ)

సభ

(ߠ)ା்ݍ

∞

ୀ

,݉)ܦ ,ଵݕ … , ,்ݕ  (ߞ

  :که در رابطه بالا
 ܲ(ܰ = ݈) =   ߞ

,݉)ܦ ,ଵݕ … , ,்ݕ (ߞ =௭ାଵ∗ (௧ݕ)


௭ୀ

݉)ܦ௭ାଵߞ − ,ݖ ,ଵݕ … , ଵି்ݕ ,  (ߞ

  :برابر است با   ܦ     و ستون اول ماتریس
,݉)ܦ ,ଵݕ (ߞ = ାଵାଵߞ

∗ ݉,	(ଵݕ) = 0,1, … 
، ابتـدا فـرض کنیـد کـه      کنـیم  بالا از استقرا استفاده می  براي اثبات رابطه  :برهان

 ܶ =   :صورت دراین   2

,ଵݕ)݂ (ߠ|ଶݕ = 
݁௬భ(ఏ)

(ߠ)భାଵݍ భାଵ
∗ భାଵߞ(ଵݕ) 

݁௬మ(ఏ)

(ߠ)మାଵݍ మାଵ
∗ మାଵߞ(ଶݕ)

∞

మୀ

∞

భୀ

 

ଵ݉که با قراردادن  +݉ଶ = ݖو  ݉ = ݉ଶ  آید می دست به  رابطهاین:  

,ଵݕ)݂ (ߠ|ଶݕ = 
݁(ఏ)(௬భା௬మ)

(ߠ)ାଶݍ

∞

ୀ

,݉)ܦ ,ଵݕ ,ଶݕ  (ߞ

ܶاکنون اگر فرض کنیم رابطه بالا براي  = درست باشد، رابطه را براي وقتی  ݇
ܶکه  = ݇ +   :کنیم است، اثبات می 1
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 29   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

݂(ݕଵ,… , ݕ , (ߠ|ାଵݕ = ݂(ݕଵ, … ,  (ߠ|ାଵݕ)݂(ߠ|ݕ

= 
݁∑ ௬(ఏ)ೖ

సభ

(ߠ)భାݍ

∞

భୀ

,ଵ݉)ܦ …,ଵݕ , ݕ , (ߞ 
݁௬మ(ఏ)

(ߠ)మାଵݍ
మାଵ
∗ మାଵߞ(ଶݕ)

∞

మୀ

 

݉که با قراردادن  = ݉ଵ +݉ଶ  ݖو = ݉ଶ آید می دست رابطه به این: 

݂(ݕଵ,… , ݕ , (ߠ|ାଵݕ = 
݁∑ ௬(ఏ)ೖశభ

సభ

(ߠ)భାାଵݍ

∞

భୀ

,ଵ݉)ܦ …,ଵݕ , ,ାଵݕ  (ߞ

 بیزي  بیمه حق -

  :بیزي برابر است با  بیمه حق
…,ଵݕ|(ߠ)ߤ]ܧ ,  [்ݕ

  :که طوري به
(ߠ)ߤ = ]ܧ ௧ܻାଵ|] 
	= ܧ ܺ(௧ାଵ)

ே

ୀଵ

൩ =  [௧ାଵܺ]ܧ[ܰ]ܧ

=
()′ݍ

()ݍ()′ݎ
 [ܰ]ܧ

  :شود بابیمه بیزي برابر می در نتیجه حق

,ଵݕ|(ߠ)ߤ]ܧ … , [்ݕ = ]ܧ
()′ݍ

()ݍ()′ݎ
…,ଵݕ| ,  [ܰ]ܧ[்ݕ

براي محاسبه . که براي محاسبه رابطه بالا باید توزیع پسینی را محاسبه کنیم
  :صورت است این به توزیع پسینی فرض کنید توزیع 

π(ߠ) =
(ߠ)′ݎ(ߠ)ݎ݇ߤ݁݇−[(ߠ)ݍ]

,ߤ)ܿ ݇)
, ߠ > ,ߤ	0 ݇ > 0 

  :کنیم رابطه محاسبه میاین در ادامه توزیع پسینی را با استفاده از 

π൫1ݕ|ߠ, … , ൯ܶݕ =
,1ݕ)݂ … , (ߠ)ߨ(ߠ|ܶݕ

∫ ,1ݕ)݂ … , ߠ݀(ߠ)ߨ(ߠ|ܶݕ
∞

0

 

  :کردن روابط داریم ي و سادهذارجایگکه با 

π൫1ݕ|ߠ, … , ൯ܶݕ =
ߤ݁

(ߠ)ݎ∗݇∗

∗݇[(ߠ)ݍ]
,൫݉ܦ ,1ݕ … , ,ܶݕ ൯ߞ

݀൫ߤ∗, ݇∗, ,1ݕ … , ,ܶݕ ൯ߞ

∞

݉=0
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  :که طوري به

∗ߤ =
∑ ௧்ݕ
௧ୀଵ + ߤ݇
݇ +݉ + ܶ

 
∗ܭ = ݇ +݉ + ܶ			 
∗ߤ)݀ , ݇∗, …,ଵݕ , ,்ݕ (ߞ =  ,∗ߤ)ܿ ,݉)ܦ(∗݇ …,ଵݕ , ,்ݕ (ߞ

∞

ୀ

 

݅)ܺ௧حال بـه عنـوان مثـالی از حالـت کلـی فـرض کنیـد کـه          = 1, … , ܰ	, ݐ = 1, … , ܶ) 
  :صورت دراین. است θداراي توزي نمایی با پارامتر =θشرط  به

݂(ݕ) = 
݁ି௬θ

(ߠ1)
ାଵ

ିଵݕ

(݉)߁
ାଵߞ

∞

ୀଵ

 

  :و داریم
(ߠ)ݎ =  ߠ−

(ߠ)ݍ =
1
ߠ

 

∗ =
ିଵݕ

(݉)߁
 

  :آید می دست صورت به این بنابراین توزیع پسینی به

…,ଵݕ|ߠ)ߨ , (்ݕ =  ݁ିఓ∗∗ఏߠ∗
,݉)ܦ ,ଵݕ … , ,்ݕ (ߞ

,∗ߤ)݀ ݇∗, …,ଵݕ , ,்ݕ (ߞ

∞

ୀ

 

   :که

∗ߤ)݀ , ݇∗, …,ଵݕ , ,்ݕ (ߞ =  ,∗ߤ)ܿ ,݉)ܦ(∗݇ …,ଵݕ , ,்ݕ (ߞ
∞

ୀ

 

,∗ߤ)ܿ ݇∗) =
∗݇)߁ + 1)

																∗ାଵ(∗݇∗ߤ)	
 

  :شود صورت محاسبه می این بیمه بیزي به حقحالت  دراین پس

,ଵݕ|(ߠ)ߤ]ܧ … , [்ݕ = ]ܧ
()′ݍ

()ݍ()′ݎ
…,ଵݕ| ,  [ܰ]ܧ[்ݕ

= ܧ 
1

ฬݕଵ,… , ൨்ݕ =

∑ (∗݇)߁
∗(∗݇∗ߤ) ܦ

(݉, ,ଵݕ … , ,்ݕ ∞(ߞ
ୀ

,∗ߤ)݀ ݇∗, …,ଵݕ , ,்ݕ (ߞ
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 31   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

  ܇اي  چگالی حاشیه .4
  :فرض کنید که

ܻ = ൜ ଵܺ +⋯+ ܺே 	,			ܰ > 0
0																							,				ܰ = 0

�   
و  =θبه شرط  ܻاست، پس θداراي توزیع نمایی با پارامتر  =θها به شرط ܺکه 

ܰ =  ܻاي  است و چگـالی حاشـیه   (N,)داراي تابع چگالی گاما با پارامترهاي  ݊
  :شود صورت تعیین می این  به

(ݕ)݂ = ݂(ݕ|ܰ = ݊)ܲ(ܰ = ݊)
∞

ୀଵ

 

ܰ|ݕ)݂که  =   :شود رابطه تعیین میاین از  (݊
ܰ|ݕ)݂ = ݊) = න ܰ|ݕ)݂ = ݊,=θ)ߠ݀(ߠ)ߨ

∞


 

⇒ (ݕ)݂ =
1−݊ݕߙߚ

,ߙ)ߚ ݕ)(݊ + ߙ+݊(ߚ
ܲ(ܰ = ݊)

∞

݊=1

 

  :که
,ߙ)ߚ ݊) = ௰(ఈ)௰()

௰(ఈା)
   

صورت چگالی  دراین ،است λداراي توزیع پواسون با پارامتر  ܰاگر فرض کنیم 
  :برابر است با ܻاي  حاشیه

⇒ (ݕ)݂ =
1−݊ݕߙߚ

,ߙ)ߚ ݕ)(݊ + ߙ+݊(ߚ
λ
݊
݁−λ

݊!

∞

݊=1

 

 .(Klugman et al., 2004)یافته است  از پارتوي تعمیم که یک توزیع آمیخته نامتناهی

  کاربرد .5

ߙفرض کنید که پارامترهاي توزیع پیشین گاما : 1مثال  = ߚو  5 = باشند،  10
همچنین فرض کنید که . است 05/0و واریانس  5/0بنابراین میانگین پارامتر ریسک 

λها براي هر فرد داراي توزیع پواسون با پارامتر  تعداد خسارت = است، امید  5
  :آید می دست گونه به این ها غیرشرطی خسارت

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

   114شماره مسلسل / 1393تابستان / 2شماره / نهم و   سال بیست/ پژوهشنامۀ بیمه/   32 

ߙ)/ߚE[N]=[/1]ܧ[ܰ]ܧ − 1)	 
 5، ܰو  θبیمه بیزي و باورمندي از توزیع گاما بـا پارامترهـاي    حق براي مقایسه

مشاهده، مربوط به یک ریسـک   5ایم، که این  تصادفی تولید کردهصورت  مشاهده به
ریسـک متفـاوت تکـرار     100این روند براي . هاي قبل است مشخص در طی دوره

همچنـین   .آیـد  می دست به ،1صورت نمودار  ولمان بهبیمه بیزي و ب شده است و حق
بیـزي   مهبی صورت متوسط حق به. ها آورده شده است بیمه متوسط حق ،1 در جدول

 ܧܵܯمقـادیر   ،فرمولاین همچنین با استفاده از . بولمان کمتر شده است  بیمه از حق
  :نیز محاسبه شده و متوسط این مقادیر در جدول آورده شده است

ܧܵܯ = ൫ ܲ − θିଵ൯[ܰ]ܧ
ଶ
 

ܧܵܯ = ൫ ܲ − θିଵ൯[ܰ]ܧ
ଶ
 

 1بیزي و بولمان در مثال   بیمه حق. 1جدول 
 

  ܲܧܵܯ  ܲܧܵܯ
9594/14  6497/12  4269/14  9205/12  

ــدول در  ــدار  ،1ج ــع مق ــاي    از توزی ــا پارامتره ــا ب ߙگام = ߚو  5 = 10 
چـین   نمـودار خـط  (دهـد   بیمه را نشـان مـی   مقادیر حق 1نمودار . است آمده دست به

     ).بیمه بولمان است بیزي و نمودار خط مربوط به حق  بیمه مربوط به حق
  1بیزي و بولمان براي مثال   بیمه مقایسه حق. 1 نمودار

  
  

  

40 

35 
30 
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10 
5 
 
     0   10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
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 33   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

  1براي مثال  Yاي  چگالی حاشیه. 2 نمودار

  
  

  
   

ߙداراي توزیع گامـا بـا پارامترهـاي       فرض کنید که :2مثال  = ߚو   1 = 2 
ها پواسون بـا   همچنین فرض کنید که توزیع خسارت ،  باشد )   5/0  نمایی با میانگین (

از توزیـع   نفـر  30       هاي مربوط بـه   خسارت ،گذشته براي پنج دوره. باشد 3میانگین 
، خلاصـه مقـادیر    ه استشدبیمه بیزي و بولمان محاسبه  سازي شده و حق گاما شبیه

  .آورده شده است 2 بیمه در جدول  حق
  2بیزي و بولمان در مثال   بیمه حق. 2جدول 

  ܲܧܵܯ  ܲܧܵܯ
97/80  65/30  95/90  02/34  

نمودار (دهد پارامتر ریسک نشان می  30      و بولمان را براي  يبیمه بیز حق   3نمودار  
  .)بیمه بولمان است بیزي و نمودار خط مربوط به حق  بیمه حقچین مربوط به  خط

   

14/0  
12/0  
1/0  

08/0  
06/0  
04/0  
02/0  

0 5 10 15 20 25 30 
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  2بیزي و بولمان براي مثال   بیمه مقایسه حق. 3 نمودار

  
  2براي مثال Yاي  چگالی حاشیه. 4نمودار 
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 35   /هاي آمیخته  باورمندي بیزي و بولمان در توزیع                                                    

   گیري نتیجه. 6
هاي آمیخته نامتناهی بررسی  وردگرهاي باورمندي و بیزي در توزیعآدر این مقاله بر

هاي نمایی خطی  ها به شرط پارامتر ریسک از خانواده توزیع شد، توزیع خسارت
هاي هر دوره با استفاده از یک متغیر کمکی به صورت  شد و خسارت گرفتهدرنظر

گرفت که توزیع این مجموع تصادفی یک توزیع قرار  نظرمدیک مجموع تصادفی 
ها به شرط پارامتر  در یک حالت خاص توزیع خسارت. آمد دست نامتناهی به  آمیخته

پیشین مناسب شد و با درنظرگرفتن یک توزیع  ریسک توزیع نمایی درنظرگرفته
ها را نیز محاسبه  اي مجموع خسارت براي پارامتر ریسک، تابع چگالی حاشیه) گاما(

اي مجموع  در حالتی که توزیع پارامتر ریسک گاما باشد، چگالی حاشیه .کردیم
ک آید که ی می دست یافته به ها یک توزیع آمیخته نامتناهی از پارتوي تعمیم خسارت
در . اي بسیار مفید است هاي بیمه کردن داده بندي اي مدلسنگین است و بر توزیع دم

هم مقایسه شد و مشاهده شد که  بیزي و بولمان با  بیمه نهایت براي این حالت حق
در . آید می دست بیمه بولمان کمتر به بیمه بیزي از حق صورت متوسط مقدار حق به

ها  ها یا فراوانی خسارت شدت خسارت ،دوره بعد  بیمه حق  عمل براي محاسبه
که  شددر این مقاله با ارائه یک روش جدید این امکان فراهم  .شود می گرفتهنظردر

 دوره  بیمه زمان براي محاسبه حق طور هم ها را به بتوان فراوانی و شدت خسارت
 . عادلانه ارائه کرد  بیمه بعدي مورد بررسی قرار داد و یک حق
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