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 CAPM رويکرد با مالي سبد استوار سازي بهينه

 

 3، احرام صفري2، سيدجعفر سجادي1*محسن قره خاني

 دانشگاه قم استادیار دانشكده مهندسی گروه مهندسی صنایع -1

 دانشگاه علم و صنعتدانشكده مهندسی صنایع گروه مهندسی صنایع استاد  -1

 دانشگاه علم و صنعتسی صنایع مهند مهندسی صنایع دانشكده دانشجوی دکتری  -9
 

 چکيده

ای پیشدنهاد شدده    در این تحقیق، رویكرد بهینه سازی استوار برای حل مسأله انتخاب سبد مالی چندد دوره 

های موجدود در سدبد سدهام  یدر قاعدی اسدت، از        دانیم، بازده مربوط به هریك از دارایی چنانكه می. است

هدا، باعدخ اواهدد شدد تدا       ها به جای بازده هریك از دارایدی  رو درنظرگیری یك مقدار قاعی در مدل این

سدازی   برای  لبه بر این مشكل، در این مقالده از روش بهینده  . های ما از اعتبار لازم براوردار نباشد انتخاب

هدا را بده صدورت يدرایر  یدر       های بهینه سازی استوار، بازدهی آینده دارایی مدل. شود استوار استفاده می

گیرند و درجه ریسك گریزی سرمایه گذاری را به درجه تحمدل در   أله بهینه سازی در نظر میقاعی در مس

در ایدن تحقیدق، بده منظدور تخمدین بدازدهی       . کنندد  ها تصویر مدی  مقابل کل ااای حاصل تخمین بازدهی

فاده با توجه به مددل اادی اسدت   . ای استفاده شده است انتظاری دارایی از مدل قیمت گذاری دارایی سرمایه

بازدهی و رویكرد بهینه سازی استوار اای استفاده شده، مدل پیشنهادی حاصدله، اادی    شده برای تخمین

هدای   اای بودن مدل حاصله در زمانی کده محددودیت  . است که از نظر محاسباتی کارایی قابل قبولی دارد

 .آید مالیات به سااتار مسأله ايافه شود، مزیت مهمی به حساب می: پیچیده، از قبیل
  

ای،  بهینده سدازی اسدتوار، انتخداب سدبد مدالی، مددل قیمدت گدذاری دارایدی سدرمایه           : هاي كليددي  واژه

 گذاری سرمایه
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  مقدمه

یكدی از مهمتدرین مسدا ل     1مسأله انتخاب سبد مدالی 

علم مالی است که همواره از اهمیت بالایی براوردار 

هددر سددال سددرمایه گددذاری بیشددتری در . بددوده اسددت

های سدرمایه گدذاری    مشارکتی و شرکتهای  صندوق

شود و مدیران سبد مالی همواره به دنبال راه  انجام می

 .های کاراتر و با ریسك کمتر در این رویه هستند حل

نخستین رویكرد سیتماتیك به مسأله انتخاب سدبد  

. مارح شد 1391در سال  1مالی توسط هری مارکویتز

دارایدی   Mبا  گذار در مسأله انتخاب سبد مالی، سرمایه

گدذاری   مواجه است که هر یك در طول دوره سرمایه

مسأله تخصیص بودجه معیندی  . بازدهی تصادفی دارد

هاست؛ به طوری که در عین حصول  میان کلیه دارایی

. بازدهی معین، کل ریسك سرمایه گذاری کمینه شدود 

یكی حداکثر کدردن  : این مسأله دارای دو هدف است

. کردن ریسك سرمایه گذاری بازدهی و دیگری کمینه

توان با قرار دادن يریبی که حساسدیت   به سادگی می

دهد، هر دو هدف  سرمایه گذار به ریسك را نشان می

رویكدرد   .یك تابع هدف با یكدیگر جمع کدرد  را در

ایجاد تعادل میان ریسدك  ( 1391)پیشنهادی مارکویتز 

. و بازدهی سبد مالی را مورد اااب قدرار داده اسدت  

واریدان    _ل پیشنهادی وی که به مددل میدانگین   مد

 :معروف شده، به شرح زیر است
 

   

 
  

   

 
عضوی اسدت کده وزن هدر     Mبرداری  Xکه درآن 

بدازدهی   Rبردار  .دهد دارایی را در سبد مالی نشان می

 مقدادیر کوواریدان    ∑انتظاری هر دارایی و مداتری   

پدارامتر   λيدریر  . دهدد  هر زوج دارایی را نشان مدی 

جریمه مرتبط با تمایل به رسیك سرمایه گذار است و 

e   محددودیت اول مسدأله   . بردار عناصر واحدد اسدت

هدای   دهد کده کدل بودجده بایدد بده دارایدی       نشان می

مختلف تخصدیص یابدد و امكدان اسدتفاده از بودجده      

دیت محددودیت سدوم یدا محددو    . ايافی منتفی است

علامددت بیددانگر عدددم امكددان اسددتفاده از فددروش     

 . است 9استقرايی

واریان  ماهیت تك  _مشكل اساسی مدل میانگین 

انتخاب نادرست طدول افدق زمدانی    . ای آن است دوره

هدای سدرمایه    سرمایه گذاری ممكن است بده تصدمیم  

مسأله ( 1339)مارکویتز . گذاری  یر بهینه منجر گردد

ت را بددا اسددتفاده از تددابع سددرمایه گددذاری بلنددد مددد

مالوبیت بر پایه مصرف در قالر برنامده ریدزی پویدا    

حل تحلیلی مسأله بهینده سدازی سدرمایه    . فرموله کرد

گذاری پیوسته برای انواع ااصی از توابع مالوبیت و 

هددددای قیمددددت دارایددددی در کارهددددای   فرآینددددد

و ( 1363)9، سامو لسدددددون(1391،1339)1مرتدددددون

اسددت، امددا بدده طددور  بررسددی شددده( 1363)6کدداک 

های فرم بسته برای ایدن مسدا ل تنهدا     مشخص جواب

تحددت فريددیات قددوی روی رفتددار سددرمایه گددذار و 

سااتار فرآیند قیمت دارایی میسر است و به سدادگی  

هزینده معداملات   : های بازار، نظیر توان محدودیت نمی

هدای اایدر در    پیشدرفت . و مالیات را در آنها گنجاندد 

عات باعدخ شدده اسدت کده حدل      حوزه فناوری اطلا

مسأله بهینه سازی سبد مالی در زمان گسسدته آسدانتر   

 . شود

یكی از مشكلات اصلی در تصدمیم گیدری در مدورد    

های آیندده   انتخاب سبد مالی،  یر قاعی بودن بازدهی

ایددن در حددالی اسددت کدده فددر  اساسددی در . اسددت

هدای   ریزی ریايدی ایدن اسدت کده مقددار داده      برنامه
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  اً معلدوم اسدت و معدادل مقدادیر اسددمی    ورودی دقیقد 

هدای   فر  اثر عدم قاعیدت در پدارامتر   این. آنهاست

مسأله را بدر کیفیدت و شددنی بدودن مسدأله در نظدر       

بندابراین در صدورتیكه پارامترهدای مسدأله     . گیرد نمی

بهینه سازی مقدادیری  یدر از مقددار اسدمی بگیرندد،      

هدا رعایدت نشدود و     ممكن است برادی محددودیت  

هدای اسدمی بده     ای که با اسدتفاده از داده  بهینه جواب

. دست آمده، دیگر بهینه و یا حتی شددنی هدم نباشدد   

هدای بهینده    این مسأله باعخ شد محققدان روی روش 

سازی کارکنند که نسبت به عدم قاعیت مصون باشند 

 9هدا بهینده سدازی اسدتوار     که در ادبیات به ایدن روش 

 .گویند

ای اسدتوار توسدط   ه نخستین گام در طراحی روش 

وی مدلی پیشنهاد کرد . برداشته شد( 1399) 6سویستر

که به ازای کلیه مقادیر که به مجموعه محددبی تعلدق   

مددل حاصدل   . داشت، جواب بهینه شدنی باقی بماندد 

کرد کده بسدیار محافظده کارانده      هایی تولید می جواب

که تا حد زیادی از جواب بهینده مسدأله    بود؛ به طوری

در واقع، رویكدرد پیشدنهادی   . گرفت می اسمی فاصله

بسیار سخت گیرانه و بدرای بددترین   ( 1399)سویستر

، 1333و  1999) 3بن تدال و نمیروفسدكی  . حالت بود

هدای   قدم (1336، 1333) 19و همچنین آلگوی( 1336

. موثر تری در زمینده بهینده سدازی اسدتوار برداشدتند     

رویكدددرد پیشدددنهادی ایدددن نویسدددندگان کمتدددر از  

محافظه کارانه بود و شامل حل نظیدر  ( 1399)سویستر

هدای پیشدنهادی آنهدا عددم      در مددل . شد می 11استوار

. شدد  قاعیت به صورت بیضدوی در نظدر گرفتده مدی    

مشكل روش آنها این اسدت کده یدك مسدأله برنامده      

ریزی اای را بده فدرم برنامده ریدزی درجده دوم یدا       

 . آورد مخروطی در می
ستفاده از رویكرد با ا( 1996)و همكاران  11سجادی

هدا را   بهینه سازی استوار، مسأله تحلیدل پوششدی داده  
حل و رویكرد بر تسیماس و بن تال را مقایسه کردند 
. و تفاوت چشمگیری میان نتایج آنها گزارش نكردندد 

رویكرد بهینه سدازی  ( 1919)و همكاران  19قره اانی
چند هدفی استواری برای حدل مسدأله برنامده ریدزی     

مسددأله بهیندده سددازی اسددتوار . هاد کردندددتولیددد پیشددن
کاربردهای زیادی پیدا کرده است، ولی در این میدان،  
کاربرد ایدن رویكدرد در مسدأله تعیدین سدبد مدالی از       
اهمیت بدالایی برادودار اسدت، زیدرا در ایدن مسدأله       
فر  عدم قاعیت در مورد پارامترهدای مددل فدر     

 .رسد بدیهی به نظر می
یددك رویكددرد  ( 1996)برتسددیماس و همكدداران  

ای اسدتواری پیشدنهاد    مدیریت سبد مدالی چندد دوره  
ایدراد  . نرم عمل کرده اندد  Dکردند که در آن براساس 

هدایی اسدت کده بده      این روش تعداد زیاد محدودیت
ااطر کثرت پارامترهای  یر قاعی به مسدأله تحمیدل   

یدك رویكدرد     (1999)گلدفارب وهمكداران . شود می
انتخداب سدبد سدهام تدك     استوار بدرای حدل مسدأله    

ای با استفاده از مدل عاملی برای بدازدهی سدهام    دوره
پیشنهاد کردند که مدل حاصدله  آنهدا از ندوع برنامده     

رویكددرد ( 1991)برتسدیماس  . ریدزی مخروطدی بددود  
بهینه سازی استواری پیشنهاد کرد که اای بودن مدل 

در رویكدرد پیشدنهادی وی از ندرم    . کندد  را حفظ مدی 
نرم بده جدای ندرم اقلیدسدی      Dعنوان جدیدی تحت 

 .استفاده شده است
 

 اي سازي سبد مالي چند دوره بهينهمسأله  -1
توان به شرح زیر  مسأله انتخاب سبد چند دوره را می

دارایدی اارپدذیر    M(:  1339دانتزیند،،  )فرموله کرد

(R1,R2,…,RM  )  و یك دارایی بدون ریسدك R0  وN 

. جدود دارد و (T=0…….N-1 )دوره ارید و فدروش  

اش  سرمایه گذار کل دارایدی  ( N )در دوره زمانی آار

هدف این سرمایه گذار مدیریت بهینه . زند را جمع می
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کده   هدای زمدانی اسدت؛ بده طدوری      مالی در این دوره

 .را بیشینه کند U(WN)اش  مالوبیت انتظاری نهایی

در دارایی  tمیزان پول سرمایه گذار در ابتدای دوره 

i  اگدر او از دارایدی   . دهدیم  نمایش می را باi  ام در

بخددرد،  بفروشددد و یددا مقدددار  ام مقدددار  tدروه 

 و  باعخ ایجاد هزینه معداملاتی بده ترتیدر    

در آمد حاصل از فروش به حساب . شود می 

ز آن کدم  هدا ا  ايدافه و هزینده  ( دارایدی صدفر  )نقدی 

میزان دارایی سرمایه گدذار بدر    t+1در زمان . شود می

به روز  (t,t+1)اساس بازدهی بوقوع پیوسته در دوره 

ام در  iدارایدی   در اینجا بازدهی  یدر قاعدی  . شود می

. دهدیم  نشدان مدی   را بدا   (t,t+1)طول دوره زمانی 

کندیم بدازدهی تدك     برای ساده کردن مدل فدر  مدی  

مددل  . ، ثابت و قاعی باشدی دارایی ریسك ا دوره

ای بده شدرح زیدر     هینه سازی سدبد مدالی چندد دوره   

 :شود فرموله می
 

   

   

  

 

(2)  

 
 

  

 
را  اگر سرمایه گذار بتواند بدازدهی  یدر قاعدی    

ش بدا حدل مسدأله بهینده     ا تخمین بزند، سیاست بهینه

در واقعیدت، بدازدهی   . آیدد  سازی فوق به دسدت مدی  

در عمدل، سدرمایه   . آینده در زمان صفر معلوم نیسدت 

گذار پد  از بده دسدت آوردن اطلاعدات ايدافی در      

 . کند تصمیم گیری می t+1، برای دروه (t,t+1)دوره 

شددود کدده درهددر مرحلدده    در اینجددا فددر  مددی  

ه از اطلاعات موجدود تدا آن   گذار تنها با استفاد سرمایه

. دارد دوره، گام اول سیاست بهینه تخصیص را بر مدی 

بنددابراین، وی مسددا ل بهیندده سددازی مكددرری را حددل 

در . شدود  کند و هر دفعه افق زمدانی کوتداهتر مدی    می

ادبیددات کلاسددیك سددرمایه گددذاری تددابع مالوبیددت  

شود تا عدم تمایل به ریسك  مقعر فر  می 

بنابراین، در اینجا به صورت اادی و  . عك  کندرا من

 :  شود در نظر گرفته می( 9)به فرم عبارت 
 

 
  (CAPM): اي گذاري دارايي سرمايه قيمتمدل 

توسدط ولیدام    11ای مدل قیمت گذاری دارایی سرمایه

مارح شد که وی به ااطر ارا ده ایدن   ( 1361)شارپ 

مددل  . وبدل اقتصداد شدد   مدل موفق به اادذ جدایزه ن  

CAPM تدوان   ای است که به کمك آن می روش ساده

هدای مختلدف را بدا اسدتفاده از      میزان بازدهی دارایدی 

بددازدهی  CAPMمدددل . شدااص بددازار بددرآورد کددرد 

 :زند های مختلف را به شرح زیر تخمین می دارایی
 

(1)   

 ام، i بازدهی دارایی ریسك پدذیر  که در آن 

بددازدهی  نددرب بددازدهی بدددون ریسددك و  

يریر همبستگی میان بازدهی  β. شااص بازار است

هر دارایی و شااص بازار اسدت کده بده آن ریسدك     

 :شود ویند و به شرح زیر محاسبه میسیستماتیك گ
 

(9)  
 

(9)   
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صرف نظدر  . واریان  بازدهی بازار است که در آن

وع موجدود در سدبد مدالی، حدذف کلیدد      از میزان تند 

هدر سدرمایه گدذار در    . ها امكان پدذیر نیسدت   ریسك

هنگددام انتخدداب سددبد مددالی دو نددوع ریسددك تحمددل 

 اول نرب ریسك سیستماتیك کده مربدوط بده   : کند می

ای بدرای حدذف آن نیسدت؛ مثدل      بازار است و چداره 

های نرب بهره، تورم، رکورد اقتصادی و جند،   نوسان

یدر سیسدتماتیك اسدت کده بده یدك       و دوم ریسك  

دارایی ااص مربوط است و بدا افدزایش تندوع سدبد     

تئدوری مددرن سدبد    . توان آن را حذف کدرد  مالی می

دهدد کده ریسدك  یدر سیسدتماتیك را       مالی نشان می

توان حذف کرد ولی ریسك سیسدتماتیك را حتدی    می

تدوان   با تشكیل سبد مالی بده بزرگدی بدازار نیدز نمدی     

شود به منظدور   تحقیق، پیشنهاد می در این. حذف کرد

ها در هر دوره زمانی  برآورد بازدهی  یر قاعی دارایی

بددین ترتیدر تعدداد    . اسدتفاده شدود   CAPMاز مدل 

پارامترهای  یر قاعی مسدأله کمتدر شدده، کدار مددل      

 .گیرد سازی استوار مسأله به سادگی صورت می
 

پيشنهادي براي حل مسأله بهينده   استواررويکرد -2

 اي ازي سبد مالي چند دورهس

در فرآیند مدل سازی مسأله انتخاب سبد مدالی چندد   

هدای   ای، پارامتر بازدهی در هر دوره برای دارایی دوره

در . شدود  ریسك پذیر،  یر قاعی در نظدر گرفتده مدی   

شدود بده منظدور مددل سدازی       این تحقیق پیشنهاد می

بدا   .اسدتفاده شدود   CAPMهای انتظاری از مدل  بازده

تدوان بدازدهی    مدی  CAPMجه به فدرم کلدی مددل    تو

ام  tام در دوره زمانی  i یرقاعی دارایی ریسك پذیر 

 .مدل کرد 6را به شرح عبارت 

(6)  
 

بازدهی  یدر مناقدی شدااص     که در آن 

بازدهی دارایی بدون ریسك ر  ام و  tازار در دوره 

ذاری برآورد بدازدهی  گ با جای. ام است tدوره زمانی 

در مدل بهینه سازی سبد هدام   CAPMنتظاری بر پایه 

 .اواهیم رسید 9ای به مدل  چند دوره
 

  

 
s.t. 

 

 

(9)  

 

 

 
 

 
 

 
نشددان دادنددد کدده ( 1996)برتسددیماس و همكدداران 

را که در  6مسأله برنامه ریزی اای به فرم کلی مدل 

توان  اند، می  یر قاعی A آن برای از عناصر ماتری 

 3با استفاده از نرم پیشدنهادی وی بده صدورت مددل     

 .فرموله کرد
 

  

(8)   
  

 
 

 

 

(9)    
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(9)    

   

   

 
داد نشان دهندده تعد   Jiدر این فرموله بندی پیشنهادی 

. اسدت  Aام مداتری     iيرایر  یر قاعدی در سدار  

، عدد تصدادفی  شود يریر  یر قاعی  فر  می

در . باشدد   یكنواات در بازه 

تا از يرایر  یر قاعی در سار  این صورت، اگر 

i    ام تغییر کند، قاعاً جواب هنوز شدنی اسدت و اگدر

تا از يریر تغییر کند، احتمدال رد شددن    بیش از 

 .آوریم محدودیت را به دست می

تواندد در بدازه    لزوماً صحیح نیست و مدی  پارامتر

توجیه این روش این است کده  . مقدار بگیرد 

آید کده همده يدرایر  یدر      در طبیعت کمتر پیش می

ند و معمدولاً  قاعی بدترین مقدار به اود را ااتیار کن

بدا اسدتفاده از رویكدرد    . کندد  برای از آنها تغییدر مدی  

پیشنهادی برتسیماس مسأله بهینده سدازی سدبد مدالی     

به عنوان مددل   CAPMای با در نظر گرفتن  چند دوره

فرموله  19برآورد کننده بازدهی انتظاری به شرح مدل 

 .شود می
 

 

 

 

 

 

(01)  

  
 

   

 
(01)  

  
 

 
 

 
 

شود، در این فرمولده بنددی بده     چنانكه مشاهده می

فقدط بدازدهی    های  یدر قاعدی    جای کلیه بازدهی

شااص بازار  یر قاعی است که مقدار اسدمی آن در  

 .شود دوره استفاده می
 
 عددي مثالحل  -3

ال عدد به منظور بررسی کارایی مدل پیشنهادی یك مث

در . شدود  با استفاده از اعداد شبیه سازی شده حل مدی 

به منظور . شود در نظر گرفته می N=4 ,M=3این مثال، 

به دست آوردن جواب بهینه، مدل پیشدنهادی در ندرم   

ایدن مسدأله   . کد نویسی و حل شده است Lingoافزار 

  به پارامتر . ایم حل کرده را به ازای مقادیر مختلف 

نتایج محاسباتی بده  . شود بودجه استواری نیز گفته می

همان طور کده در   .الاصه شده است 1شرح جدول 

، مقددار  شود، با افدزایش مقددار    مشاهده می 1 شكل

کل تابع هدف؛ یعنی میزان دارایی کدل سدرمایه گدذار    

 با توجه به وجود تنها یدك  .شود در دوره آار، کم می

پددارامتر قاعددی در هددر محدددودیت مدددل پیشددنهادی، 

تدا   توان نتیجه گرفدت کده در صدورت افدزایش     می

هدای مسدأله رعایدت     مقدار یك، قاعاً کلیه محدودیت

تدوان   نمدی  شود، ولی در صدورت افدزایش    می

هدا اطمیندان حاصدل     باور قاع از اريای محددودیت 

هدا را   رد شددن محددودیت   توان احتمال تنها می. کرد

 .بررسی کرد
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 گيري نتيجه -4

در این تحقیق، مسأله بهینه سازی انتخاب سدبد مدالی   

ای با استفاده از رویكرد بهینه سازی اسدتوار   چند دوره

به منظور تخمین بازدهی  یدر قاعدی   . حل شده است

ای  ها از مدل قیمت گذاری دارایی سرمایه آینده دارایی

کندد تدا    این مدل به ما کمدك مدی   .استفاده شده است

های مسدأله   تعداد پارامترهای  یر قاعی در محدودیت

بهینه سازی را کمتر کنیم که از نظر حل مسدأله نظیدر   

 همچندین، ماهیدت مسدأله   . استوار نقش بسدزایی دارد 

سرمایه گذاری با عدم قاعیت نسبت به آیندده همدراه   

ی از توان برای پاسخ به چنین عدم قاعیتد  است که می

در ایدن   .رویكردهای شبیه سازی استوار استفاده کدرد 

 تحقیق از رویكرد بهینده سدازی اسدتوار برتسدیماس    

استفاده شده است کده اادی بدودن مددل را     ( 1991)

دهد کده   مثال عددی حل شده نشان می. کند حفظ می

تواندد بدرای    مدل سازی صورت گرفته به ادوبی مدی  

ن سبد مالی به کار مقابله با عدم قاعیت در مسأله تعیی

 .رود
 

 نتایج محاسباتی به ازای مقادیر مختلف بودجه استواری -1جدول

 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 گاما

تابع 

 هدف
492.1 491.4 490.8 490.2 490.2 488.9 488.2 488.2 486.9 486.3 485.6 

 

 

 ره هایی بر اساس مقادیر مختلف بودجه استوارینمودار تابع هدف دو -1 شكل
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