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 9دکتر زهرا گویا -1یونس کریمی فردین پور
کرد هندسی حل های آموزش رویمطالعه چالش :چکیده

های یکی از بحث خودگردان (DE)معادلات دیفرانسیل 

به این دلیل، آموزش ریاضی در سطح آموزش عالی است. 

جامعیت و شناخت ی طراحی شد که هدف اصلی آن، پژوهش

در این مطالعه، بود.  (DEاز ) دانشجویاندرک و فهم عمق 

با ا، هدانشجوی علوم پایه و مهندسی شرکت کردند و داده 21

در این آوری شد. جمعمدار  -فیمصاحبه تکلروش استفاده از 

شد که معادله دیفرانسیل از دانشجویان خواسته  ،هامصاحبه

های جواب داده شده را با رویکرد هندسی حل کرده و منحنی

و نموده منطبق  ،دست آمده را با میدان شیب داده شدهه ب

ها معلوم حلیل مصاحبهتجزیه و تکنند. بیان دلیل انطباق را 

 ,t]و  [y, f(y)]های درک وجود ارتباط بین دستگاهکرد که 

y(t)] ،های تعداد ریشهf(y)=0 های تعادلو تعداد جواب ،

با محور افقی و  f(y)ارتباط بین تعداد نقاط تقاطع نمودار 

رابطه بین علامت ،  y نقش دوگانه، های تعادلتعداد جواب

f(y) بر و   تنظیم خط فاز، های جوابیو یکنوایی منحن

آموزش های  همگی از چالش، های تعادلجواب زدنِچسب

بودند. با این آگاهی،  رویکرد هندسی حل معادلات دیفرانسیل

 قرار گرفت بررسی ها مورد این چالشوجود علت 

معادلات ریاضی، آموزشآموزش عالی،آموزش: کلمات کلیدی

معادلات آموزشبه  د هندسیرویکرای هچالشدیفرانسیل، 

 .دیفرانسیل

 

Yunes Karimi Fardinpour- Dr.Zahra 

Gooya 

Abstract: Educational challenges of 

geometric approach to Differential 

Equations (DE) is one of the important 

issues of undergraduate mathematics 

curriculum. Thus, a study was designed to 

investigate the breadth and depth of 

students’ understanding of DE. 17 

undergraduate students majoring in science 

and engineering, participated in the study. 

The data were collected via task- based 

interviews. Students were asked to solve a 

DE using geometric approach and then, 

compare the response curves with the 

given slope field and justify their answers. 

The analysis of the data helped to identify 

various challenges including their 

understanding of the relationships between 

[y, f (y)] and [t, y (t)], the number of roots 

of f(y) = 0 and the number of equilibrium 

solutions, the number of intersection points 

of the graph of f(y) with the horizontal axis 

and the number of equilibrium solutions, 

the sign of f(y) and monotonicity of 

solution curves, phase line and labling of 

equilibrium solutions.   

Keywords: Higher education, mathematics 

education, teaching Differential Equations, 

challenges of using geometric approach to 

DE.  
 

                                                 
 است. یدانشگاه یضایآموزش ر یپژوهش نهیبا زم نویسنده اول یاضیر یبرگرفته از رساله دکتر ،مقاله نیا.  2

  آموزش ریاضی با گرایشریاضی  دانشجوی دکترای.  1
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 مقدمه  .2

در قرن بیست یکم، دلیل اصلی توجه محققان آموزشی ریاضی دانشگاهی به مبحث 

 و گویا، پورفردین) سازی استمدلهای این حوزه در بحث آموزش معادلات دیفرانسیل، قابلیت

ساده فیزیکی  هایپدیدهاهمیت معادلات دیفرانسیل در این است که از  (.1111، 2و هِیبِر 2931

های الکتریکی گرفته تا فرآیندهای طبیعی جرم و مدل -های فنرنمایی، دستگاهنمو و  مانند رشد

و هیبر،  ب 2939 پور،فردین) کندو کاربست صنعتی پیدا مینموده سازی مدل را دینامیکی

های های مسائل دنیای واقعی، معمولاً از تلفیق و تعمیم این مدلسازیمدلدر واقع  (.1119

دهد های ساده فیزیکی ارائه میاطلاعات جامعی از مدلو شود اسی حاصل میاس لیساده و

اغلب   ،معادلات دیفرانسیلبا کمک مسائل دنیای واقعی  و حل سازیمدل. برای (1111، 1)کین

، 6، مورد نیاز است )اَلینحل معادلات دیفرانسیلبه  5و هندسی 1، عددی9سه رویکرد جبری

1116 .)  

توسط نیوتن و  ،های مهم ریاضی است که در قرن هفدهمسیل یکی از شاخهمعادلات دیفران

پریما و بویس، دی)شکل گرفت  ،مطالعات حساب دیفرانسیل و انتگرالو در جریان نیتیز لایب

های مقدماتی حل جبری معادلات ، بسیاری از روشمتا آخر قرن هجدهو  (11121میتِرا، 

کشف  ،لاگرانژ ای مانند برادران برنولی، اویلر ونان برجستهداتوسط ریاضی ،دیفرانسیل معمولی

 که در آن، استروشی شدند. منظور از رویکرد جبری )تحلیلی( در آموزش معادلات دیفرانسیل، 

معمولی یا با مشتقات جزئی، از قبیل ای به چه رده ،شود که معادله دیفرانسیلابتدا مشخص می

های ها و الگوریتمتعلق دارد. سپس تکنیکو غیره،  دوم، مرتبه اول یا 8خطی یا غیر خطی

در زمینه  م،. در طول قرن نوزدهپ( 2939 ،پور)فردین شودمشخصی برای حل آن اعمال می

های توانی حل معادلات دیفرانسیل، بیشتر به بررسی مسائل نظری وجود، یکتایی و بسط به سری

 حلقابل های جبری دیفرانسیل به وسیله روشتعدادی از معادلات  ،پرداخته شد. در این بین

شد. ولی کاربرد رویکرد عددی در حل معادلات عددی های روشباعث ابداع ، نبودند و همین

ی نرم افزارهاتولید و  تکنولوژیدیفرانسیل به خاطر محدودیت محاسبات دستی، تا گسترش 

                                                 
1 Habre 
2 Keene 

3 Algebraic (Analytic) 

4 Numerical 

5 Geometric (Graphical, Qualitative) 
6 Allen 
7 Boyce, DiPrima & Mitrea 

8 Nonlinear Differential Equations 
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هندسی  سیل، با ابداع رویکردبه تعویق افتاد. شروع قرن بیستم برای معادلات دیفرانمناسب، 

 . الف( 2939 پور،فردینو  1121، 2)کاماچو )گرافیکی، کیفی( حل معادلات دیفرانسیل آغاز شد

ها از خصوص برای معادلات دیفرانسیل غیرخطی، درک رفتار کیفی جوابه هدف این رویکرد، ب

ر حالی است که این د (.1118، 1پیکارد-دانا و 2931، پور)فردین دیدگاه هندسی است

، قرن بیست و یکمدر  آموزش معادلات دیفرانسیل(، رویکرد غالب را به 1112) 9راسموسن

  1و وایتهدراسموسن  به باور ،در واقع داند.می جبری، عددی و گرافیکی  هایی از روشتلفیق

در  به صورت منبع باروری از مسائل جذاب و مهم را معادلات دیفرانسیلاین تلفیق،  ،(2003)

 اهمیت به دلیل. در نتیجه، استکرده با کاربردهای متنوع صنعتی  5های دینامیکیبحث سیستم

انجام تحقیق برای روشن شدن ابعاد ضرورت حل معادلات دیفرانسیل،  به رویکرد هندسی

 (1121) 6ارسلان ،مورد توجه واقع شده است. در همین راستا ،یادگیری و تدریس این رویکرد

بیشتر کمتر مفهومی و حل معادلات دیفرانسیل، به رویکرد جبری تأکید که است شده یادآور 

 . گیردمین قرار جدی مورد توجه ،کاربست معادلات دیفرانسیل در آن،و است  1ایرویه

که ممکن است به  کندنتایجی از حل یک معادله دیفرانسیل را روشن می ،رویکرد هندسی

 ،باشد. در واقع حل مسئله در دنیای واقعیابهام مانده  درهای جبری پیچیده، وسیله فرمول

ها با رویکرد هندسی به عنوان های کیفی جوابمعمولاً بر تحلیل مقدماتی برای تعیین ویژگی

رد متغیرها و پارامترهای لازم استوار ی خاص، یا کشف بُهای حدتراهنمای محاسبه، بررسی حال

نوآوری در به دلیل ضرورت ایجاد احساس نیاز ین، چنهم(. 1119راسموسن و وایتهد، است )

ماهیت آموزش معادلات دیفرانسیل  ،های دینامیکیمندی به سیستمهافزایش علاقو آموزش عالی 

کید بر معادلات دیفرانسیل أتدر حقیقت،  (.2931 و گویا،پور فردیننیز نیازمند تحول است )

سازی ریاضی، ی عددی و گرافیکی در مدلغیرخطی، دستگاه معادلات دیفرانسیل و رویکردها

 بیشتر کرده است.  ،معادلات دیفرانسیلرا به رویکرد هندسی یعنی تحلیل رفتار کیفی اهمیت 

                                                 
1 Camacho 
2 Dana-Picard 
3 Rasmussen 
4 Rasmussen & Whitehead 

5 Systems of Differential Equations 
6 Arslan 

1 Procedural Learning 
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 پیشینه پژوهش .1

به  های مربوط به آموزش تحلیل رفتار کیفی معادلات دیفرانسیل خودگردانواکاوی چالش

ت دیفرانسیل با رویکرد هندسی، هدف بررسی مشکلات مربوط به درک و فهم حل معادلامنظور 

 راسموسن و وایتهددر این راستا، مشترک تحقیقات متعددی در دو دهه اخیر بوده است. 

ها و مشکلات شناسایی جزئیات مربوط به چالشبرای کید دارند که أاین نکته تبر  (1119)

-های تکلیفمصاحبه استفاده از ،حل معادلات دیفرانسیلبه درک رویکرد هندسی دانشجویان در 

-تکلیف به روش مصاحبهدر این زمینه و  اولین تحقیق، روش مؤثری است. به گفته آنان، مدار

با دانشجویان سال اول در دانشگاه لیل در فرانسه  2آرتیگمیشل  توسط، 2331در سال  ،مدار

مرتبه  نزدیک سی و پنج ساعت آموزش معادلات دیفرانسیلدر این پژوهش، آرتیگ انجام شد. 

/ تمرینکلاس حل چند جلسه  ه درس،جلسدانشجو ارائه نمود و بعد از هر  911را به حدود  اول

هر چنان تنظیم شده بودند که حل شدن  هاشد. تکلیفبرگزار می ،کامپیوتربا استفاده از  تکلیف،

ود. به طور ها بحل هندسی و دیدن ارتباط بین آنراه ،حل جبریزمان راهنیازمند تفسیر همیک، 

خواست که هفت معادلات دیفرانسیل داده شده را با ها از دانشجویان میمثال یکی از تکلیف

با نمودار  را منطبق کنند و دلیل نظیرکردن هر معادله دیفرانسیل ،های جوابهفت نمودار منحنی

موفق به  ،نتعداد بسیار کمی از دانشجویاها، تنها آن، توضیح دهند. در این کلاس منحنی جواب

ها افزایش چشمگیری تعداد آن ،«1مداخله آموزشی» ند، اما پس ازشد هاتکمیل همه تکلیف

 ود:منست به صورت زیر، فهر ،برای موفق شدن دانشجویان را نیازهای لازمپیش ،آرتیگیافت. 

 

  ارتباط برقرار کردن بین علامتf  درdy/dt=f(y) های جواب منحنی 9با یکنوایی 

 های رقرار کردن بین ریشهارتباط بf های افقی و شیب 

  ارتباط برقرار کردن بین حد نامتناهیf های عمودی و شیب 

  ارتباط برقرار کردن بین مقدارf های جواب در آن نقطهدر نقاط خاص و شیب منحنی 

 های خاص در ارتباط با خطوط راست در محیط گرافیکی و بررسی حلشناخت راه

 بری.ها با رویکرد جآن

 

                                                 
1 Michelle Artigue 

1 Intervention 

9 Monotonicity 
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نیازها از طریق پیشاین با  ،همه دانشجویاناگر که بوداظهار امیدواری کرده  گآرتی

جبری و  رویکردهایاستفاده از  ای برایبه عنوان پایهرا  هاتوان آن، میحسابان آشنا شده باشند

ار هر معادله دیفرانسیل با نمود، در نظر گرفت که در آن، معادلات دیفرانسیلآموزش به  هندسی

 . شودمرتبط میهای جواب متناظرش، منحنی

(، 1119راسموسن و وایتهد، ، نقل شده 2333) 2دونالد(، زندیه و مک2331پس از آرتیگ )

ها آنپرداختند. های معادلات دیفرانسیل حلهای تعادل و راهدرک دانشجویان از جواببه بررسی 

ایالتی در جنوب غرب آمریکا و دیگری در  دانشگاه بزرگیک یکی در  -دانشجو از دو کلاس 19با 

و « معادله دیفرانسیل چیست؟»هایی از قبیل الؤعلاوه بر سند و مصاحبه کرد -کالجی کوچک

. دادند تا انجام دهند شوندگانبه مصاحبه هایی نیزتکلیف ،«؟یعنی چهجواب معادله دیفرانسیل »

های نادادن معادلات دیفرانسیل با مید ارتباط، هایکی از تکلیف(، 2331مانند پژوهش آرتیگ )

از دانشجویان خواسته شده بود که برای میدان شیب  نیز، شیب نظیرشان بود. در تکلیف دیگری

 19های تحقیقات قبلی، هفت نفر از رسم کنند. مشابه یافته هاییجواب، dy/dt=y+1داده شده 

شوند، برابر صفر می dy/dtی که در آن های تعادل را به تمام متغیرهایدانشجو، درکشان از جواب

های جواب را رسم کنند، سه نفر از تابع که ها خواسته شده بودتعمیم داده بودند. وقتی از آن

 نمودند که بر خلافاظهار پژوهشگران نشده بودند.  y(t)=-2  موفق به رسم جواب تعادلآنان 

از  شانای از درکزیر مجموعه ،ی تعادلهادرک دانشجویان از جواب کردندشان که فکر میانتظار

 .نیفتاد ، چنین اتفاقیاستهای یک معادله دیفرانسیل حلراه

 راسموسنکین، ( و 1113) 1راسموسن، زندیه و واوروهای های پژوهشیافتهاز این گذشته، 

های تعادل و جواب f(y)=0های درک وجود ارتباط بین ریشه(، نشان داد که 1121) 9و استفان

جدی دانشجویان در حل معادلات های از چالش ،dy/dt=f(y)عادله دیفرانسیل خودگردان م

 دیفرانسیل است. 

 یاندانشجومتوجه شد که با وجودی که بعضی نیز در تحقیق دیگری، ( 1112) راسموسن

های اساسی روبرو دهند، ولی در درک این ارتباط، با چالشانجام می یدرستبه عملیات را 

درباره بیشتری جزئیات ، «1کردن بلند فکر»همراه با های عمیق با انجام مصاحبهو اهستند. 

دانشجوی با شش  خود، تحقیقوی در . آورد دسته ب دراین رابطه، مشکلات ناپیدای دانشجویان

هشت ها، مدار انجام داد. در یکی از مصاحبه-تکلیف هایمصاحبه ،معادلات دیفرانسیلدرس 

                                                 
1 Zandieh & McDonald 
2 Rasmussen, Zandieh & Wawro 

mussen & StephanKeene & Ras 3 
4 Think aloud 
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و برای فرانسیل، میدان شیب ه دیچهار معادلکه برای   داده شده دانشجویان بمعادله دیفرانسیل 

دانشجویان . مصاحبه بر مبنای این تکلیف بود که از نشده بودچهار تای دیگر، میدان شیب داده 

 هایبا میدان ،ها داده نشده بودی را که میدان شیب آنچهار معادله دیفرانسیلکه  خواسته شد

ها معلوم کرد که تجزیه و تحلیل مصاحبه .منطبق کنند چهار معادله دیگر،در  نظیرشان شیب

این انجام در  ،مطرح کرده بود (2331) نیازهایی که آرتیگپیشاستفاده از با ، تمام دانشجویان

هنگام روبرو شدن ها، قابل تأمل بود. مثلاً اشتباهات آناین در حالی بود که ند. تکلیف موفق شد

را به عنوان  t=-1و  y=tدانشجویان ، بیشتر dy/dt=t+1و dy/dt=y-t فرانسیل با معادلات دی

 با معادلات دیفرانسیل منطبق کردنهای تعادل معرفی کرده و این اشتباه را هنگام جواب

ها، درک آنسه نفر از یا این که گرفته بودند. در نظر معیار یک به عنوان  ،های شیبنامید

های تعادل زمانی وجود دارند که جواب»کردند تصور میداشتند و  ادلهای تعاز جوابنادرستی 

فقط برای معادلات دیفرانسیل ، گزارهاین  و توجه نکرده بودند که« معادلات دیفرانسیل صفر باشد

( نتیجه گرفت که 1112راسموسن ) نیست. ، درستاست و در حالت کلیدرست خودگردان 

تحلیل رفتار کیفی به معادلات دیفرانسیل  ی ازمیم نادرستتعدهنده درک این دانشجویان، نشان

چنین، بیان نمود که احتمالاً، ریشه این مشکل در این است که وی هم .بود خودگردان-غیر

که در آن بدانند  تابعی پیدا کردن به عنوانتنها  را راه حل یک معادله دیفرانسیلدانشجویان، 

 از ریاضیدانشجویان های آموزشی تجربهیگر وی به . حدس دکندصدق می ،معادله دیفرانسیل

جواب در صورتی که  ،مسئله ریاضی، یک عدد باشدجواب هر اند که عادت کردهگردد که برمی

یک معرف هم  ،در یک معادله دیفرانسیل« y »یک معادله دیفرانسیل،  یک تابع است. در واقع 

یک متغیر در خود معادله دهنده نشانو هم تابع مجهول به عنوان پاسخ معادله دیفرانسیل است 

های به درک جوابارائه داد،  ای این بدفهمیکه راسموسن برحدس دیگری . است دیفرانسیل

از یک سو به گفته وی، . ، بوددنکنصدق می f(y)=0و  dy/dt=0زمان در تعادل که هم

از سوی  و دانندمی مربوط به شیب خط تانژانت در یک نقطه یمشتق را عدد اغلبدانشجویان 

شود، معرفی که مشتق در آنجا صفر می چیزیبه عنوان  ،f(y)=1های نقاط تعادل ریشه ،دیگر

بدانند و توجه  نقاط تعادل را مقادیری ثابت ،دانشجویانپس طبیعی است که بعضی شوند. می

صدق  ،انسیلکه در معادله دیفرهستند در واقع توابعی با مقدار ثابت  ،نقاط تعادل نکنند که

 (. 1112)راسموسن،  کنندمی

 ان و نمودار مربوطدمعادله دیفرانسیل خودگریک   (2001)راسموسن  ،در تکلیف دیگری

 نمود: مطرح  ،را ل زیرؤاسه س وداد  دانشجویانبه را  به آن

 های تعادل چیست؟ جواب .2
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 یک ناپایدارند؟ پایدار و کدام ،های تعادلیک از جوابکدام .1

 چیست؟  N(1=)1و  N ،9(=1)N(1=)1با شرایط اولیه  حد جمعیت .9

اما چهار  ،دادنددرست ال اول و دوم پاسخ ؤشونده به سشش نفر مصاحبهدر این پژوهش، 

 ،آور بود که دانشجویانبه این دلیل تعجباتفاق ال سوم پاسخ دهند. این ؤسبه د ننفر نتوانست

که تقریباً درستی رسم کرده بودند  ای جوابِهمنحنی ،ال اولؤعموماً برای پاسخ دادن به دو س

 رسید.کافی به نظر می ،ال سومؤبرای پاسخ دادن به س

 اول و دوم پاسخ هایالؤسبه  که که چرا دانشجویاناین بود  (2001)راسموسن سؤال 

های جوابی که خودشان رسم کرده بودند و جواب دیدن ارتباط بین منحنیاز  ،داده بودند درست

های جواب با شرایط اولیه داده شده از روی همان منحنیرا ه رفتار بلندمدت جمعیت الی کؤس

ها، طی مصاحبه با دانشجویان، پژوهشگر دریافت که به تصور آنکرد، ناتوان بودند؟ بینی میپیش

برای دیدند. جواب معادله دیفرانسیل نمیبودند را  خودشان رسم کردهکه های جوابی منحنی

رسم « فقط برای بررسی پایداری»ها را منحنی ،اوکه ابراز کرده بود  از دانشجویان یکینمونه، 

ها از رویکرد هندسی، به تشخیص پایداری یا ناپایداری پاسخوی درک داد که نشان می کرده بود

ها را به مانع از این شده بود که آنهایی که رسم کرده بود، از منحنی شدرک ناقص و محدود بوده

 در نظر بگیرد. های معادلات دیفرانسیلحلها و راهجوابن عنوا

های تحقیقی با تمرکز بر درک دانشجویان از تحلیل رفتار کیفی معادلات یافتهدر مجموع، 

 درک مفهومیتنهایی، باعث ارتقای د که رویکرد هندسی نیز به ندهنشان می ،دیفرانسیل

که هم اشکال اصلی این است سنتی رویکردهای ر . دشوداز معادلات دیفرانسیل نمی دانشجویان

 پ(، 2939 پور،)فردین گیرندهای جبری و تحلیلی را یاد مییک سری تکنیکاغلب  ،دانشجویان

که ارتباطات مهم و معانی مفهومی مهم حل معادلات دیفرانسیل را درک کرده باشند  دون اینب

(Arsalan, 2010).  ،به رویکرد هندسیبا استفاده از ست همین اتفاق ممکن ااز طرف دیگر 

راسموسن بدین سبب پژوهشگران متعددی از جمله حل معادلات دیفرانسیل نیز اتفاق بیافتد. 

-در قرارگاه ،(ب 2931) و فردین پور (2010)، ارسلان (2003)، راسموسن و وایتهد  (2001)

های جبری و تحلیلی بدون تکنیکبا  ورزیدستاند که های متنوع تحقیقی، به این نتیجه رسیده

در این رابطه،  بیانجامد. درک رویکرد جبریبه عدم ممکن است  ،رویکرد هندسی درک

 ،کندیا استدلال میتصور نموده چه یک دانشجو آنمعتقدند که  (2003)و وایتهد  راسموسن

ارب بازتابی از تج ،آن هم است که از ریاضیفردی وی  شناختیِمیزان درک مبتنی بر بیشتر 

که هستند ریاضی از قبیل عدد  یاشیا ،های ریاضیپاسخ مسئله، مثل این که وی است یآموزش

 به طور مداوم ،دانشجویاناز اگر پس همراه است.  ،جبری هایهای نمادین یا تحلیلورزیبا دست

حلیل ت ،هاآنکه بیشتر خواسته نشود، قابل انتظار است  هاگیریاز نتیجه استدلال کردنو  توضیح
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با آن را ارتباط  و گام به گام انجام دهند و ایصورت رویهه رفتار کیفی معادلات دیفرانسیل را ب

ندیدن این ارتباط، ممکن است در نتیجه، . ، درنیابندرویکردهای حل معادلات دیفرانسیلسایر 

سته بازنمایی گرافیکی دو مانعی برای استفاده از تحلیل رفتار کیفی معادلات دیفرانسیل 

 باشد. ، های معادلات دیفرانسیل به صورت دسته توابعهای جواب برای درک راه حلمنحنی

معادلات  هایحلراه یِدیدار هایدرک دانشجویان از بازنمایی شناخت به سبب اهمیت

 ی این مطالعه، شامل ها. داده( به بررسی این موضوع پرداختa 1129هِیبِر )، دیفرانسیل

ها آن نفر از هشتدانشجویان و مصاحبه با های و امتحانها کارگاهی، تمرین مشاهدات کلاسی و

برداشت دانشجویان از مفهوم راه حل یک معادله در مورد  ،مصاحبههای سؤالیکی از  بود.

شود یک معادله دیفرانسیل را وقتی از شما خواسته می»که  پرسیده شدها آناز  و دبودیفرانسیل 

که  دادنشان  ها،های اولیه در تمام مصاحبه؟ پاسخ«آیدبه ذهنتان میحل کنید، چه چیزی 

با  نموده کهخاطرنشان  (a 1129کردند. هِیبِر )جبری فکر می هایحلبه راهبیشتر  ،دانشجویان

و صرف یادگیری رویکرد هندسی متکی بر تکنولوژی  ،که مقدار قابل توجهی از وقت کلاس این

چنان درک های گرافیکی شده بود، اما همبازنماییسایر ی و های بردارنادر خصوص مید

 تحقیق بعدی وی نیز،  که  رویکرد جبری بود ،حل و پاسخ یک معادله دیفرانسیلدانشجویان از راه

، درک تحلیل رفتار کیفی معادلات یباورچنین با وجود (. b 1129شد ) بر این ادعا یدییتأ

در مقابل  هاباور است زیرادشوار  ،حلنوان یک پاسخ و راهبه ع ،در بین دانشجویاندیفرانسیل 

  اند.مقاوم ،تغییر

  

 پژوهششناسی روش .9

در  ،آنانهای چالشو دانشجویان فهم و درک  تر چگونگیِعمیقشناخت  ،این پژوهشهدف 

بود. پس با توجه به ماهیت و هدف این  حل معادلات دیفرانسیلبه  رویکرد هندسیرابطه با 

در (، 1116) 1بنا به اظهار چارماز(. 2،1111استفاده شد )شونفیلد تحقیق کیفی روشاز پژوهش، 

ها، مدت و عمق ها به جای تعداد، از طریق تنوع داده، غنای یافتهکمیهای کیفی برخلاف روش

 هاست. تجزیه و تحلیل آننوع ها، و مصاحبه

ل و مطالعه پیشینه پژوهشی ها تدریس معادلات دیفرانسیل توسط نویسنده اوتجربه سال

بندی رساند که پژوهشگران را به این جمع ،در آموزش رویکرد هندسی حل معادلات دیفرانسیل

  ند:به شرح زیر ،آموزش رویکرد هندسیبرای  هاترین چالشمهم

                                                 
1 Schoenfeld 
2 Charmaz 
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 های درک رابطه بین ریشهf(y)=0 های تعادل و جوابdy/dt=f(y)  

  درک نقش دوگانهy  

  علامت درک ارتباط بینf(y).f'(y) های جواب و جهت تقعر منحنی 

 معادلات دیفرانسیل بینی رفتار بلند مدتدرک شرایط اولیه برای پیش  

  .درک اهمیت رویکرد هندسی حل معادلات دیفرانسیل خودگردان 

آوری شدند و برای این جمع 2مدار -تکلیفهای مصاحبههای این پژوهش، از طریق داده

 سه تکلیفدر پیشینه پژوهش، آموزش رویکرد هندسی های شناسایی شدة شکار، بر اساس چال

)پیوست  تنظیم شدند برای این مطالعه و، استخراج، (1121بویس، دیپریما و میتِرا ) کتاباز 

دان که معادلات دیفرانسیل را به عنوان اجرای مقدماتی و مشورت با چند ریاضیپس از الف(. 

این های علوم پایه و علوم مهندسی تدریس کرده بودند، رشتهیان برای دانشجویک درس عمومی، 

 نهایی شدند.با اندکی جرح و تعدیل، تکلیف سه 

علوم های رشته دانشجوی دخترِ هشتدانشجوی پسر و  هنُ  ،کنندگان در این پژوهششرکت

کردند. داوطلبانه با محققان همکاری  ،دولتی بودند که همگی سه دانشگاهپایه و مهندسی از 

مصاحبه، نویسنده اول حدود بیست  ز هردانشجویان به صورت انفرادی مصاحبه شدند. قبل ا

دقیقه با دانشجوی مصاحبه شونده راجع به رویکرد هندسی حل معادلات دیفرانسیل بحث کرده 

-. هیچ یک از مصاحبهدادمی و جدول راهنمای انجام رویکرد هندسی را در اختیار دانشجو قرار

از  ،با این رویکرد و چرایی استفاده از آن آشنا نبودند. در حین مصاحبهاز قبل،  انشوندگ

ی، جز یکه ها باستفاده کنند. تمام مصاحبه 1دانشجویان خواسته شد که از روش بلند فکر کردن

ه تمایل شوندمصاحبهدر آن یک مورد هم، ضبط شنیداری شدند. گان، شوندمصاحبهبا رضایت 

برداری یادداشتآن مصاحبه  -نویسنده اول مقاله -کنندهن دلیل، توسط مصاحبهنداشت و به ای

کدگذاری شدند. کمترین زمان  بعد، پیاده و 9های انجام شده کلمه به کلمهتمام مصاحبه شد.

هایی از چنین، موقع ارجاع به بخشهمدقیقه بود.  56 ،دقیقه و بیشترین زمان 98 مصاحبه

استفاده « د»، از هاشوندهمصاحبهتمام و برای « م»کننده/ پژوهشگر از بهها، برای مصاحمصاحبه

 ها ارجاع داده شده، همگیهایی که در بخش تحلیل به آنعلت این است که مصاحبهشد. 

                                                 
2Task Based Interview 

1 Thinking Loudly 

3 Verbatim 
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هر وقت از مورد هستند و در نتیجه، نیازی به تفکیک دانشجویان نبود. با این حال، « 2معرف»

 های آن اشاره شده است.یژگیشده، به واستفاده  1ایویژه

 های پژوهشیافته .1

آوری شده از طریق جمعهای دادهدر این بخش، نتایج حاصل از تجزیه و تحلیل 

 شود. ارائه می ،مدار -های تکلیفمصاحبه

با  ،یک و دو هایبرای تکلیفدست آوردن نقاط تعادل ه و ب f(y)=0برای حل دانشجویان 

مشکل  ،دست آوردن نقاط تعادله نفر در بسه تنها  ،دانشجو 29و از  نشدند ای روبروچالش عمده

دست آوردن نقاط تعادل و ه بسوم، و تکلیف رابطه با در داشتند. در صورتی که بیشتر دانشجویان 

پارامتریک بودن ها، ها معلوم کرد که علت اصلی مشکل آنمصاحبه. ، مشکل داشتندf(y)=1حل 

مربوط به تکلیف سوم بود که در دو تکلیف اول و دوم،  9b√y-ydy/dt=aمعادله دیفرانسیل 

در  f(y)=0های دست آوردن ریشهه بیکی از دانشجویان برای  ل،بود. به عنوان مثاچنین ن

به عنوان نقاط تعادل را   y=±b/aمقادیر  ،dy/dt=ay-b√yک یمعادله دیفرانسیل پارامتر

در  کدام، هیچy=-b/aو  y=+b/aصورتی که . در (2نمود )شکل  معرفی f(y)=1حاصل از حل 

نیز که یکی از نقاط حاصل  y=0جواب تعادل  کردند.صدق نمی ،سوممعادله دیفرانسیل تکلیف 

 . بود نادیده گرفته شدهوی توسط است،  f(y)=1از حل 

 

 
  f(y)=0های به عنوان ریشه  y=±b/aمقادیر به دست آوردن  :2شکل 

 

های تعادل معادله دیفرانسیل و جواب f(y)=0های یشهدرک وجود ارتباط بین ر

 ،های تعادلها و تعداد جواببین تعداد ریشهدیگری بود که  چالش ،dy/dt=f(y)خودگردان 

مورد، تکلیف  1)تکلیف اول؛ . از بین هفده مصاحبه انجام شده، شش مورد شد تر دیدهپررنگ

                                                 
1 Representative 
2 Idiocyncratic 

 

 است.  yهمان رادیکال  y√در این معادله، 9 
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 ،های تعادلها و تعداد جوابنگی بین تعداد ریشهبا عدم هما مورد( 9مورد و تکلیف سوم؛  2دوم؛ 

دانشجویان در تفسیر یک ( نیز دریافته بود، 1112طور که راسموسن )همان ،در واقعهمراه بود. 

نیز با  (1121) کین، راسموسن و استفانبودند. با چالش روبرو  ،مقدار ثابت به عنوان یک تابع

بسیاری از که متوجه شدند ، خود مدار -کلیفهای تردیابی دوباره این چالش در مصاحبه

در نظر گرفته  ،ها مشتق صفر استهای تعادل را به عنوان نقاطی که در آنجواب ،دانشجویان

های تعادل را به عنوان توابعی با مقادیر ثابت در نظر بگیرند که در معادله جوابنه آن که بودند، 

شونده را برای است، چالش مصاحبه تکلیف اول که مربوط به 1شکل کنند. صدق می ،دیفرانسیل

  دهد.، نشان میرویکرد هندسی  yدرک نقش دوگانه 

 

 
  f (y)مشتق  محاسبهموقع به عنوان متغیر  yنقش شدن نادیده گرفته  :1شکل 

  

ارائه شده، ماهیت  1مربوط به راه حلی که در شکل مدار  -تکلیفمصاحبه بررسی فرایند 

لازم به توضیح است که با هر  .کنددر این رویکرد، آشکار می  yنقش دوگانه ا چالش دانشجو را ب

بعد از « توضیح دادن»در حین انجام تکلیف و « بلند فکرکردن»شونده، راجع به تفاوت مصاحبه

 انجام آن، بحث شد و با انجام چند نمونه، وجه تمایزشان روشن شد.  

 

 د فکر کنین؟موقع حل مسئله، با صدای بلنشه می  م:

 .گیرممی مشتق f(y)از  د: 

 ؟ یچطور م: 

 رم.یگمیم و بعد مشتق نکمیداخل پارانتز ضرب در را  2yاول  د: 

 و بعد. . . ؟ م: 

هم  2yدر  8yy'. 2yشه می ،مازش مشتق بگیر ه. که اگ24yشه در چهار، می 2yخب  د: 

 .y'34yشه می ،ممشتق بگیراونم  از هکه اگ 4yشه می

 ؟ناز کجا آمدها 'yاین   م:

 .u'1)-(n)'=nun(uگیری قاعده مشتق د: 
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 چیه؟ 'y م: 

 ]سکوت[  د: 

 متغیر؟ یه یا تابعِ هی y ،اینجادر  م: 

 تابع.یه  د: 

 

نقشی به عنوان یک متغیر قائل نیست. این  yدانشجو، برای این که  دادنشان مصاحبه این 

که در رویکرد هندسی حل معادلات شد مربوط میدر درک این مطلب وی چالش به ناتوانی 

های به عنوان یک متغیر مستقل، ریشه yگاهی  ؛کندبازی میای هنانقش دوگ yدیفرانسیل، 

f(y)=0 در  ،به عنوان یک تابعکه  ای استمتغیر وابسته ،حال همان درو  استdy/dt=0  صدق

ابع مجهول است که از حل تیک  yکه یعنی با وجودی . (ب 2931 ،پورفردین) کندمی

dy/dt=f(y) اما برای رسم نمودار آیدمیدست ه ب ،f(y) ، باید بهy،  نقش متغیر مستقل داده

از آن مشتق گرفته  ،u'1)-(n)'=nun(u دیگر تابع نیست و نباید با قاعده  yدر این نقش،  که شود

دانشجو عملیات چه این اگرکه کرد معلوم  هامصاحبه. شد از اینجا شروع ،و چالش اصلی شود

 yدرک نقش دوگانه ، ریشه در ویروی  چالش پیشِ، ولی ستدانرا به خوبی میگیری مشتق

 yاگر داند که برای دانستن این که آیا دانشجو می کنندهمصاحبه، وقتی مثلاً در نمونه بالا. شتدا

و دانشجو « ه؟چی 'y»که ، از وی پرسید نیستگیری مشتقبه هم نیازی د، پس اشنبتابع 

بر این ای دوباره یدأیت ،اریزاین جایگ داد که را قرار 4y-34yعبارت   'yبه جای  بلافاصله،

استفاده از قاعده و البته،  گرفته بود نادیده ،را به عنوان یک متغیر yنقش  ،اوکه حدسیه بود 

u'1)-(n)'=nun(u که  شد جو پرسیدهاز دانش، مصاحبه وقتی هم که در آخرمؤید همین بود. ، نیز

، جای شکی نسبت به وجود است« تابع»که  صریح ویپاسخ  ،«یک تابع است یا متغیر؟ yاینجا »

 .این چالش، باقی نگذاشت

 اهمیت زیادی دارد، زیرا، در این مقالهآن طرح ، مصاحبهفرد بودن این بهبا وجود منحصر

جدی اشاره شده، ولی  چالشیک  به عنوان yدرک نقش دوگانه به  ،در پیشینه پژوهشیاگرچه 

های تعادل به معادلات در قبال تعمیم نادرست جواب ،(2001)توسط راسموسن آن چالش 

، همان چالش در محاسبه نمونهاین در که  در حالی .خودگردان مطرح شده بود-دیفرانسیل غیر

این زه افزود. های پژوهشی در این حومورد بررسی قرار گرفت و بُعد دیگری به یافته yمشتق 

، د ظاهری متفاوت داشته باشندنتوانمی ،های درک رویکرد هندسیچالش داد که مصاحبه نشان

های به ظاهر درست، ممکن بسیاری از پاسخبه این معنا که در پسِ  .انددو روی یک سکه اما

  شود. آموزشی جدی الشمنجر به بروز یک چاست یک چالش مفهومی وجود داشته باشد که 
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 های آموزش رویکرد هندسییکی دیگر از چالشها مشخص نمود که تجزیه و تحلیل داده

 های جواب است. به رسم منحنیمربوط  به معادلات دیفرانسیل،

 

 
 y2dy/dt=y)2-(1معادله دیفرانسیل های جواب رسم شده روی میدان منحنی: 9شکل

 

شود تا بالاست، اشاره می صویربا ت که در ارتباطمعرف  مصاحبهدر ادامه، به یک بخش از یک 

  ، بهتر معلوم شود.های جوابرسم منحنیدانشجویان در رابطه با  ماهیت چالش

 

 جواب تعادل وجود دارد؟ چند، در این میدان شیب م: 

 سه تا. د: 

 ؟هدست آمده چند ریشه ب ،f(y)=0از حل  م: 

 سه تا.  د: 

همیشه تناظر یک به یک  ،f(y)=0های د ریشههای تعادل و تعداآیا بین تعداد جواب م: 

 وجود دارد؟

 dy/dt=0های برابر جواب f(y)=0های است. پس ریشه dy/dtبرابر  f(y)چون  !بله د: 

 کند.را هم صفر می dy/dtکند، را صفر می f(y)است. یعنی چیزی که 

وی میدان شیب های جوابی که ر، با منحنینهای جوابی که قبلا رسم کردیآیا منحنی م: 

 ؟ه، مطابقت دارنرسم کردی

 .مجانبی پایدار شدهولی ، هپایدار باشباید نیمه y=0. اما هو ناپایدار هدرست y=1 !تقریباً د: 

Y=-1 اما ناپایدار شده.ههم باید مجانبی پایدار باش ، 

، درست ینرسم کرد که قبلاً y=-1و  y=0های تعادل چرا نوع جواب نفکر میکنی م: 

 ؟ینبر اساس خط فاز رسم نکرد وهای جواب رمنحنی هن؟ مگنیست
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 .هشاید خط فاز درست نباش !دانمنمی ؟بر اساس خط فاز رسم کردم د: 
 

در ی که های جوابکه دانشجو به این نتیجه رسید که علت عدم تطابق منحنی بعد از این
درست  ،سم کردههای جوابی که روی میدان شیب ر، با منحنیرسم کرده قسمت الف تکلیف

، های متوالیال و جوابؤبعد با س این موضوع مورد بحث واقع شد. ،تنظیم نشدن خط فاز بوده
علت درست تنظیم نشدن خط فاز، عدم تنظیم درست جدول تعیین  این نتیجه به دست آمد که

که  2yعلامت که توجه نمود ن علامت یدر جدول تعی 2yبه علامت او . بالاخره ه استدبوعلامت 
ادامه بحث، معلوم . با بود تعیین علامت شده yعلامت  در حالی که مانندباید همواره مثبت باشد، 

حل معادله  به رویکرد هندسیدر استفاده از های دانشجو از چالششد که این مورد، یکی 
به  f(y)که اگر هم به این درک درست رسید و دانشجو بود  y2dy/dt=y)2-(1دیفرانسیل 

صعودی یا نزولی بودن  ،بع آنتو به  ،ی روی خط فازهاپیکانعیین علامت نشود، جهت درستی ت
، این یافته برای پژوهشگران مهم بود در واقع. شد نخواهدتعیین درست  ،نیزهای جواب منحنی

نقش کلیدی در تحلیل رفتار کیفی یک معادله دیفرانسیل خودگردان،  ،f(y)علامت تعیین که 
به عنوان یکی  ،های جوابو یکنوایی منحنی f(y)این رو درک رابطه بین علامت  کند. ازبازی می
از بین ذکر این نکته واجب است که . شناخته شد های آموزش رویکرد هندسیاز چالش

دست ه ب ،های جوابی مطابق با میدان شیبمنحنیکه  ، فقط یک نفر موفق شدشوندهمصاحبه21
 توانست این کار را بکند.مداخله آموزشی ا اگرچه همان یک نفر هم، بآورد. 

به مربوط ، هااز چالشها نشان داد که یکی دیگر از این گذشته، تحلیل بخشی از داده
 ،بودند به تبدیل کردن محور افقی به خط فاز عمودیکه مربوط  هاچالشبود. این تنظیم خط فاز 

ت، دسته دوم به چرخش نادرست . دسته اول به تعیین علامت نادرسشدند به سه دسته تقسیم
 . ازندبط بودتمر [t, y(t)]محور افقی و دسته سوم به قرار دادن خط فاز در سمت چپ دستگاه 

 ها،از بین اینند و نفر خط فاز را درست تنظیم نکرد 26کننده در این پژوهش، شرکت 21 بین
در به خاطر چرخش  شش نفر ،f(y)هشت نفر به خاطر تعیین علامت نادرست یا رسم نادرست 

های جواب، به خاطر قرار دادن خط فاز در سمت چپ منحنیهم خط فاز و دو نفر  جهت ساعتِ
 در تنظیم خط فاز با چالش روبرو شده بودند. 

 را افقی محور ،1 در شکلبرای مثال، بعضی از مشکلات، ناشی از این بود که دانشجویان، 
 ساعتگردش  چرخش ، در جهتگردش ساعت جهت خلافای در درجه 31ران وَبه جای دَ

 (. 1ند )شکل بوددوران داده 
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 2y-(42dy/dt=y(پاسخ به رویکرد هندسی حل معادله دیفرانسیل  :1شکل

 
 ، آمده است. 1در رابطه با شکل بخشی از مصاحبه تر این مشکل، برای شناخت عمیق

 
 ؟ه، چندتا جواب تعادل وجود دارینکردهای جواب که رسم با توجه به منحنی  م: 
 سه تا.  د: 
 ن؟مشخص کنیرو های تعادل باشه مقادیر جومی م: 
 !های تعادل؟مقادیر جواب د: 
؟ مقادیر نن نقاط تعادل نیستن؟ چندتا نقطه تعادل داریوهای تعادل هممگه جواب !بله م: 

 های تعادل چیه؟نقطه
 .[داد را نشان f(y)=0نقاط تعادل حاصل از حل  ،ت]با دس 1علاوه و منهای هو ب 1 د: 
تعادل در بین  بایک از این سه جو، نظیر کدامهکه یک نقطه تعادل 1 الان، مثلاً !خوب م: 

 با دست نشان داد.[را های جواب محنیکننده، مصاحبه؟ ]ههای جوابمنحنی
 .[داد نجواب تعادل مجانبی پایدار را نشا ،با دستدر حالی که این ] د: 

 
را نظیر جواب تعادلی مجانبی  y=2نقطه تعادل  ،که این دانشجودهد نشان میاین پاسخ 

که چرخش ساعت محور افقی در جهت  ایِدرجه 31پایدار گرفته است. یعنی دانشجو با چرخش 
های های جوابویژگیاین دانشجو، به . دست آورده جهتی نادرست است، خط فاز عمودی را ب
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های پایدار بودن جوابپایدار، ناپایدار و نیمه یعنی مجانبیِ  ،هال تعداد، محل و نوع آنتعادل شام
  ، توجه نکرده بود.روی خط فاز

علاوه بر  که شونده، روشن کردشده توسط مصاحبهاین مصاحبه و منحنی رسمچنین، هم
قرار  [t, y(t)] چرخش در جهتی نادرست، گاهی خط فاز در مکانی نادرست نسبت به دستگاه

خط فاز  ،5شکل  .شودبود که گاهی همین امر، باعث بروز چالش برای دانشجویان می گرفته
 در مکانی نادرست قرار گرفته است. دهد کهرا نشان می [t, y(t)]عمودی نسبت به دستگاه 

 
 های جوابقرار گرفتن خط فاز در سمت چپ منحنی :5شکل 

 
های جواب باشد، در سمت در سمت راست منحنی که ، خط فاز به جای این5در شکل 

  ، به درستی انجام نشود.های تعادلگذاری جوابکه برچسب باعث شدو  ها قرار گرفتچپ آن
 ،های درک رویکرد هندسی حل معادلات دیفرانسیل خودگردانیکی دیگر از چالشمنشأء 

با تعداد نقاط  f(y)=0ل درک وجود هماهنگی بین تعداد نقاط تعادل حاصل از حناتوانی در 
 برای دانشجویان، کهنشان داد های این مطالعه تحلیل دادهبود. با محور افقی  f(y)تقاطع نمودار 

 اند، همان نقاط تعادلکننده مشخص دقیقاً ،با محور افقی f(y)درک این که نقاط تقاطع نمودار 
 بود. جدی چالش یک 
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  تعادلبا تعداد نقاط  f(y)=0حاصل از حل  هایریشهبین تعداد هماهنگی عدم  :6شکل 
 

نسبت داده بود. به عنوان  [t, y(t)]و  [y, f(y)]های عدم درک وجود ارتباط بین دستگاه

با تعداد نقاط تقاطع نمودار  f(y)=0بین تعداد نقاط تعادل حاصل از حل  ،های زیردر مثال نمونه

f(y) دو نقطه تعادل  ، 6در شکل  هماهنگی وجود ندارد. ،با خط فاز افقیy=0   2و/a2y=b   از

به  ، a2y=b/2و   4a2y=b ،y=0)/2( نقطهسه که صورتی در  ،اندحاصل شده f(y)=0حل 

که در  4a2b)/2(، نقطه 1 شکل و 6شکل در  اند.افقی مشخص شده محورعنوان نقاط تعادل در 

است، به عنوان یک نقطه تعادل در نظر گرفته شده است.  f(y)واقع یک نقطه اکسترمم نمودار 

همواره نقاط »، هاکه به نظر آننفری که این دو راه حل را ارائه دادند، بیان کردند هر دو 

را  f(y)ه اکسترمم نمودار نقطبدین سبب  .«از اهمیت خاصی برخوردار بوده است ،اکسترمم تابع

و های تعادل و درک وجود . توجه به تعداد جواببودند یک نقطه تعادل در نظر گرفته ،نیز

با محور افقی و تعداد  f(y)، تعداد نقاط تقاطع نمودار f(y)=0های نگی بین تعداد ریشهههما
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معادلات به عنوان یک چالش در آموزش رویکرد هندسی حل  ،نقاط تعادل روی خط فاز

 شناسایی شد.دیفرانسیل 

کرانی  ،طور مفروضه گاهی دانشجویان ب ،[t,y(t)]های جواب در دستگاه در رسم منحنی

 و شیب عمودی fارتباط بین حد نامتناهی که بیانگر  گیرندهای جواب در نظر میبرای منحنی

 بایست مطابق جهت پیکانِمی، a2b>y/2 منحنی جواب رسم شده در بازه ،1در شکل  است.

در  ،این منحنی جواب ایشد. اما کران بالای مفروضی برروی خط فاز، صعودی و بیکران رسم می

 . بود نظر گرفته شده

 

 
 dy/dt=ay-b√y به رویکرد هندسی حل معادله دیفرانسیل یپاسخ :7شکل

 

 کند. تر میوشنرا ر 1آید، جزئیات مربوط به شکل ای که در ادامه میاز مصاحبهی بخش

 

 ؟چیست  a2y>b/2 بازه رفتار بلندمدتِشما برای  بینیِپیش م: 

اشاره  a2b/2بالاتر از  ،ای روی خط فاز]با دست به نقطهه اینجا باید یه مقداری باش د: 

 رسد انتظار دارد مقدار حد، مقداری متناهی باشد.[به نظر میکند. می

 حد، بینهایت بشه؟ شهمی م: 
تونه نامحدود افزایش پیدا کنه. محدودیت غذا و فضا وجود ها که نمیجمعیت ماهی !نه د: 

 .هدار
که جواب حد،  شتانتظار ندا ،که این دانشجو کردمصاحبه معلوم تجزیه و تحلیل این 

بایست مطابق جهت مینیز  a2b>y/2 ، منحنی جواب رسم شده در بازه1بینهایت باشد. در شکل 
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این منحنی  ایبر نیز، شد. اما کران پایین مفروضیروی خط فاز، نزولی و بیکران رسم می پیکانِ

ای های جواب به گونههمواره باید منحنی ،. به باور این دانشجوبود جواب در نظر گرفته شده

معادله دیفرانسیل مربوط مجانب شوند. در اینجا دانشجو با استناد به  ،باشند که به یک خط افقی

تواند به طور نامحدود افزایش ها نمیجمعیت ماهی»ها، معتقد بود که به لجستیک جمعیت ماهی

ها به طور نامحدود افزایش پیدا شود که جمعیت ماهیپیدا کند و محدودیت غذا و فضا باعث می

دو جواب تعادل قرار های جوابی که بین فقط برای منحنی ،که این استدلال . در حالی«نکند

های جواب وقتی به یکی از منحنیصادق نیست.  ،کند و در حالت کلیصدق می ،اندگرفته

کنند. در حقیقت بنابر قضیه اساسی تری پیدا میشوند، شیب ملایمهای تعادل نزدیک میجواب

به  ،وابهای جگذرد. یعنی منحنیتنها یک جواب می ،وجود و یکتایی، از هر نقطه صفحه جواب

 آن را قطع کنند.  ،توانند در زمانی متناهیاما نمی ،شوندهای تعادلی مجانب میجواب

 
 به رویکرد هندسی حل معادله دیفرانسیل یپاسخ :8 شکل

 

های رسم شده در و منحنی [y, f(y)]رسم شده در دستگاه  f(y)بین نمودار  ،8در شکل 

 [y, f(y)]ها در دستگاه yروی محور  (1,0-)زه در با تناقض وجود دارد. [t, y(t)]دستگاه 

 ،[t, y(t)]که در همان بازه در دستگاه  ها رسم شده است، در حالیyبالای محور  f(y)نمودار 

وجود تناقض بین »هنگام مصاحبه با اشاره به این دانشجو، جواب نزولی رسم شده است. منحنی

جواب در با نزولی رسم شدن منحنیو  [y, f(y)]در دستگاه  f(y)نمودار  ها بودنِ yبالای محور 
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وجود آمدن این تناقض را ه از دانشجو خواسته شد که علت ب ،«(1,0-)در بازه  [t, y(t)]دستگاه 

 توضیح دهد. بخشی از توضیحات دانشجو در ادامه آمده است.

 

های روی های جواب را از روی خط فاز کشیدم. ]با دست خط فاز و پیکانمن منحنی
دیگه. ]با دست  fها هم که از روی علامت دهد.[ جهت این فلشن را نشان میآ

ها مطابق علامت بالای دهد. این پیکانهای زیر جدول تعیین علامت را نشان میپیکان
هر کدام، زمانی که علامت مثبت است، صعودی و زمانی که علامت منفی است، نزولی 

را کشیدم. اول صعودی، بعد دوتا نزولی و بعد  fام که نمودار اند.[ ... بعدشرسم شده
های کشیده شده در زیر جدول تعیین صعودی. ]با انگشت یک بار مسیر حرکت پیکان

کند و یک بار هم مشابه همان حرکت این بار مسیر روی نمودار علامت را دنبال می
f(y)  در دستگاه[y, f(y)] کند.[را دنبال می 

 

 ی زیرِهاپیکانرا مطابق  f(y) نمودار ،که این دانشجوآید میچنین برتوضیحات این از 

 بین جهتِ  بود، اگرچه به درستی رسم نشده ،f(y)نمودار  بود و جدول تعیین علامت رسم کرده

هماهنگی وجود  ،های جوابو صعودی بودن منحنی یی روی خط فاز عمودی و نزولهاپیکان

رسم شده در  f(y)عث شده است که بین نمودار با f(y)دارد. اما درست رسم نشدن نمودار 

هماهنگی وجود نداشته باشد.  ،[t, y(t)]های رسم شده در دستگاه و منحنی [y, f(y)]دستگاه 

و دستگاه  [y, f(y)]اغلب در درک رابطه بین دستگاه  ،دهد که دانشجویاناین مثال نشان می

[t, y(t)] یدانشجو 21دهد که از این تحقیق نشان میهای شوند. یافتهبا چالش عمده روبرو می 

چالشی  ،[t, y(t)]و دستگاه  [y, f(y)]درک رابطه بین دستگاه نفر،  29برای مصاحبه شده، 

  عمده است.

 

 گیریبحث و نتیجه .5

ترین عوامل علاقه محققان آموزشی ریاضی دانشگاهی به بحث آموزش معادلات یکی از مهم

مسائل  سازیِسازی است. مدلمدلزه در در خصوص آموزش های این حودیفرانسیل، قابلیت

توجه به هر سه  ها،شوند که برای حل آندنیای واقعی، اغلب به معادلات دیفرانسیلی ختم می

است )بویس، دیپریما و میتِرا، مفید  ،رویکرد جبری، عددی و هندسی حل معادلات دیفرانسیل

به عنوان  ،ل رفتار کیفی معادلات دیفرانسیلآموزش تحلیاین پژوهش نشان داد که  (.1121

در بین که آنچه اثربخش است.  ،رویکرد هندسی و تلفیق آن با رویکردهای جبری و عددی
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شناسایی تلاش برای مشترک است، مربوط به آموزش و یادگیری معادلات دیفرانسیل  تحقیقاتِ

و حرکت  ،ادلات دیفرانسیلیادگیری رویکرد هندسی حل معدر رابطه با های دانشجویان چالش

مربوط به  سازی مسایل واقعیمدلهای جبری، عددی و هندسی است. پذیر بین بازنماییانعطاف

های دیگر، همگی شناسی و بسیاری حوزه، جمعیتاقتصاد ،محیط زیست ، مهندسی،پزشکی

 گیریو یاد آموزش های، شناسایی چالشهستند و بدین سبب، معادلات دیفرانسیل  نیازمند

  ، یک ضرورت است.معادلات دیفرانسیل

های آموزش رویکرد هندسی حل معادلات اکثر چالشهای این پژوهش، بر اساس یافته

  [t, y(t)]و  [y, f(y)]عدم درک وجود ارتباط بین دستگاه های  ناشی از ،خودگرداندیفرانسیل 

های و تعداد جواب f(y)=0های درک ارتباط بین تعداد ریشه»از قبیل  هاییاست. چالش

های با محور افقی و تعداد جواب f(y)درک ارتباط بین تعداد نقاط تقاطع نمودار »، «تعادل

، «های جوابو یکنوایی منحنی f(y)درک رابطه بین علامت » ،«y نقش دوگانه»، «تعادل

همگی به درک وجود ارتباط بین  ،«های تعادلبر چسب زدن جواب»و  «تنظیم خط فاز»

 بستگی دارند. [t, y(t)]و  [y, f(y)]های ستگاهد

 

 سخن پایانی .6

بینی رفتار بلند رویکرد هندسی قدرت پیش ،خودگردانحل معادلات دیفرانسیل در آموزش 

را مدت، رویکرد عددی قدرت خطایابی محاسباتی و رویکرد جبری قدرت تحلیلی دانشجویان 

ریزی برنامه در این حوزه، های انجام شدهشپژوهاکثر هدف  .دهد، افزایش میسازیبرای مدل

سازی مدل هایتقویت مهارت ، به منظوررویکردهای جبری، عددی و هندسیآموزش تلفیق برای 

پوشش را  سازیهای مدلمهارتتمام ابعاد  ،رویکرد به تنهاییسه هیچ یک از این  ، زیرااست

موزش رویکرد هندسی حل معادلات های آبررسی چالشتمرکز این پژوهش، تنها بر . دندهنمی

ی هاچالش های بعدی،در پژوهش کهشود توصیه می با هدف بود. دیفرانسیل خودگردان

 د. نقرار گیرمطالعه عددی نیز مورد رویکرد آموزشی و تلفیق  ریزیبرنامه
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