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مرزي و روابط تقريب مهندسي در ارزيابي حل معادلات لايه
  محوري بازگشتي  متقارنگرمايش آيروديناميكي اجسام 

  5و سيدامير حسيني 4، مجتبي شيدا 3، محمدرضا سليمي2، سحر نوري*1مقدم رامين كمالي

  ، پژوهشگاه فضايي ايرانهاي فضانوردي پژوهشكده سامانه - 5و  4، 3، 1

 اميركبيرصنعتي دانشگاه  مهندسي هوافضا، ةدانشكد - 2

  شهرك قدستهران، ايران، *
rkamali@ari.ac.ir 

صوت استفاده شود، داشتن سرعت  يارتحليل اجسام بازگشتي ماو برايكه از يك حلگر  در فرآيند طراحي، هنگامي
در تحقيق حاضر، نتايج حاصل از . شودبالاي محاسباتي در كنار دقت مناسب نتايج از نكات كليدي محسوب مي

و استفاده از روابط تقريب مهندسي در تخمين انتگرالي  ماتريس با استفاده از روشمرزي آرام  حل معادلات لايه
نتايج نشان . گيرد ميمورد ارزيابي قرار بازگشتي تقارن محوري صوت م ي ماورام اجساحول گرمايش آيروديناميكي 

كار رفته داراي دقت مناسب در تحليل گرمايش آيروديناميكي اجسام متقارن محوري  ههاي بدهند كه روشمي
برداشتن گام مكاني در . ندهستالا در راستاي طراحي آيروديناميكي اجسام بازگشتي بوده و داراي سرعت ب

مرزي به دليل استفاده  مرزي و همچنين استفاده از تعداد نقاط شبكه كمتر در لايه سازي عددي معادلات لايه شبيه
شدت افزايش  را به مرزي هاي عددي، سرعت تحليل معادلات لايه از روش ماتريس انتگرالي نسبت به ساير روش

پذيري بالاي روابط تقريب مهندسي در تخمين شار حرارتي روي سطح اجسام همچنين انعطاف. دهدمي
ي تقريب مهندسي جداگانه برا استفاده از يك رابطة. سازد طراحي مناسب ميبراي بازگشتي، استفاده از آنها را 

  .بخشددر اين ناحيه بهبود ميسكون نتايج گرمايش آيروديناميكي روش تقريبي را  ناحية
 ،گرمايش آيروديناميكي ،روش ماتريس انتگرالي ،روابط تقريب مهندسي ،مرزي غيرتشابهي معادلات لايه: كليديهاي  واژه

  جسم متقارن محوري ،صوت ي جريان ماورا

  12345علائم و اختصارات
   ݎܲ  عدد پراندتل
 ߤ  لزجت سيال
 ݐܵ  عدد استانتون
 ܴ݁  عدد رينولدز

 ௙ܥ  ضريب اصطكاك
 ܴ  ضريب بازيافت
݆  جريان دوبعدي = 0 

݆  جريان تقارن محوري = 1 
_________________________________ 

  )نويسنده مخاطب( استاديار .1
 استاديار .2
 دانشجوي دكتري .3
 دانشجوي دكتري .4
 پژوهشگر .5

  ߩ چگالي
  ݑ جريان سرعت در راستاي

  ݒ  عمود بر جريانسرعت

  ݔ  مختصه مماس بر سطح
  ݕ  مختصه عمود بر سطح

  ݌ فشار
 ܪ  آنتالپي كل

  ݎ  شعاع انحناي سطح

  مقدمه

عنوان اطلاعات مورد نياز  تعيين شار حرارتي روي سطح جسم به
تخمين تنش برشي ، اشوندهدسپرهاي حرارتي و مواد فبراي طراحي 
طراحي  پيشران واتلافات نيروي  ةمحاسب منظور بهروي سطح 
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هاي  در رژيم سرعت .دارداي  همواره اهميت ويژهها و دماغهها  نازل
بالا، هاي با سرعت و آنتالپي  صوت به دليل وجود جريان ي ماورا

اين . كند يت پيدا مياستفاده از امكانات آزمايشگاهي محدود
شود كه ديناميك سيالات محاسباتي به عنوان  محدوديت سبب مي

سازي و طراحي وسايل پرنده ابرصوتي  يك ابزار قدرتمند در شبيه
سازي عددي كامل و دقيق رفتار  شبيه منظور به. مورد توجه قرار گيرد

 استوكس -سيال حول اجسام آيروديناميكي استفاده از معادلات ناوير
 ةهاي فراواني كه در زمين اما با وجود پيشرفت. ضروري است ،كامل
وازي صورت گرفته است تمامي افزار كامپيوترها و پردازش م سخت

به خوبي آگاهند كه تحليل عددي مسائل مختلف  CFDن امتخصص
با استفاده از اين سيستم معادلات نيازمند تلاش محاسباتي بسيار 

پرنده،  اجساماز طرفي براي طراح . استبالا بوده و بسيار زمانبر 
شود و لذا صرف زمان بالا  زمان از پارامترهاي اساسي محسوب مي

 مسئلهاين . يستبر بوده و مناسب طراحي اوليه ن در طراحي، هزينه
گرمايش  ةهاي سريع با دقت مناسب در زمين شسبب شده كه رو

سازي  ساده ،در اين راستا. آيروديناميكي مورد توجه قرار گيرند
ا استفاده از روابط تقريبي گرمايش ب استوكس -معادلات ناوير
كه دقت و  مورد تحليل تا جائي ةمسئلبا توجه به نوع  آيروديناميكي

 .ثير قرار ندهد امري منطقي و معقول استأرا تحت ت مسئلهفيزيك 
 شوك لزج ةلاي ،)PNS( سهموي ،)TLNS(نازك لايه معادلات

)VSL( مرزيلايه و (BL) اي  شدههايي از معادلات ساده نمونه
آمده و  دست هاستوكس كامل ب -هستند كه از سيستم معادلات ناوير

صوت و گرمايش آيروديناميكي اجسام  ي هاي ماورادر تحليل جريان
دليل  همرزي نيز بمعادلات لايه .گيرندمورد استفاده قرار مي بازگشتي

ره در طراحي اجسام بازگشتي اسرعت محاسباتي و دقت بالا همو
با توجه به . ]1- 5[ن بوده است صوت مورد توجه محققا ماوراي

صوت روي اجسام پرنده، فرضيات معادلات  يماهيت جريان ماورا
صوت قابل قبول بوده و نتايج  يحل جريان ماورا برايمرزي  لايه

تخمين گرمايش آيروديناميكي به روش . دهد دست مي دقيقي به
نيز به دليل سرعت بالاي محاسباتي و همچنين تقريبي 
ريان، از ديرباز پذيري خوب آنها در حل شرايط مختلف ج انعطاف

است هاي آيروديناميك بودهن و طراحان پرندهمورد بررسي محققا
در اين راستا با استفاده از فرضيات متفاوت، روابط تقريبي . ]10-6[

هاي توان به فعاليتنها ميترين آ است كه از مهممختلفي ارائه شده
در اين . دكراشاره  ]11[زوبي و همكارانش  انجام شده توسط

تحقيق نيز يك روش تقريب مهندسي به منظور حل نرخ گرمايش 

هايي با آيروديناميكي در حالت جريان آرام و مغشوش براي هندسه
  .استدماغه پخ مورد استفاده قرار گرفته

تقارن مم اجسآيروديناميكي حول اتحقيق حاضر، گرمايش در 
مرزي  معادلات لايهصوت به دو روش حل  يدر جريان ماورا محوري

و روابط تقريب  انتگرالي ماتريس با استفاده از روشغيرتشابهي 
 .گيرد ميبا فرض جريان آرام و گاز كامل مورد ارزيابي قرار مهندسي 

ح شده و كاررفته تشري همرزي و روابط تقريبي بمعادلات لايه
از آنجا كه  .دشوالگوريتم حل به دو روش به تفصيل بيان مي

شوند، برداشتن گام  مرزي براي حالت پايا بيان مي معادلات لايه
شدت افزايش  سازي عددي آنها، سرعت تحليل را به مكاني در شبيه

ساختن امكان استفاده از  وش ماتريس انتگرالي نيز با فراهمر. دهد مي
هاي  مرزي به نسبت ساير روش بكه كمتر در لايهتعداد نقاط ش

عددي همچون روش اختلاف محدود، سرعت حل معادلات فوق را 
طراحي  برايبا حفظ دقت بيشتر كرده و استفاده از الگوريتم فوق را 

در تخمين شار حرارتي روي سطح جسم به روش . سازد تر مي مناسب
. استبي استفاده شدهتقريبي نيز از روابط توسعه داده شده توسط زو

از آنجاكه روابط تقريبي فوق براي اجسام سرپخ در جريان 
متقارن محوري  ةصوت حاصل شده، نتايج روي چند هندس يماورا

. استدهشسرپخ به دو روش تهيه شده و با نتايج تجربي مقايسه 
پذيري بالاي روابط تقريب مهندسي در تخمين شار حرارتي انعطاف

طراحي مناسب  برايازگشتي، استفاده از آنها را روي سطح اجسام ب
تقريبي معمول در  ةدهد كه رابطتحقيقات حاضر نشان مي. سازد مي

محاسبات گرمايش آيروديناميكي براي نواحي سكون اعتبار نداشته و 
دست آوردن نتايج فيزيكي نياز است از روابط تقريب  هجهت ب

  .دديگري براي اين ناحيه استفاده شومهندسي 

  مرزي معادلات لايه
با . معرفي شد ]12[توسط پراندل  1904مرزي در سال  تئوري لايه

توان جريان حول يك جسم در حال پرواز  استفاده از اين تئوري مي
كه در اعداد اين پايه استوار است  اين تئوري بر. سازي كرد را مدل
عيف جايي تض هبالا اثرات مربوط به پخش در مقابل با جاب رينولدز

به دو توان را ميجريان خارجي حول يك جسم  شده و بنابراين
تقسيم ) مرزيداخل لايه(و لزج ) مرزيخارج لايه(غيرلزج  ةناحي
مرزي توسط يك خارج از لايه ل ناحيةح ،در تحقيق حاضر. كرد

. گيرد صورت مي) افزار فلوئنتمانند نرم(تحليلگر جريان غيرلزج 
سرعت، مقدار فشار و  كه شامل اندازة اصل از حل غيرلزجنتايج ح

بعد جهت تحليل معادلات  ةند در مرحلهستدماي سيال روي سطح 
. گيردمرزي توسط حلگر توسعه داده شده مورد استفاده قرار ميلايه
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 /هاي دوبعديمرزي آرام در حالت پايا براي هندسهمعادلات لايه
  ]:2[شوند متقارن محوري به فرم زير نوشته مي

  

)1(  డப୶ (ur୨ߩ) + డப୷ (vr୨ߩ) = 0  

uߩ  )2( డ௨ப୶ + vߩ డ௨ப୷ = − డ௉ப୶ + ଵ୰ౠ డப୷ ቀݎߤ௝ డ௨డ௬ቁ  

)3(  డ௣డ௬ = 0  

)4(  

 

݆معادلات فوق در ازاي  = ݆دو بعدي و در ازاي  0 = 1 
شرايط مرزي مربوط به معادلات  )1(جدول . متقارن محوري هستند

توجه در اين جدول مشخص است كه دهد، با را نشان مي 4تا  1
. دكرتوان اثرات دمش و مكش روي سطح را وارد محاسبات مي

  .تواند دما ثابت يا آدياباتيك در نظر گرفته شودهمچنين، سطح مي

  مرزيشرايط مرزي معادلات لايه -1جدول 

ݑ مرزيلايهةروي لب  روي سطح = ݒ   0 = ݑ   0 → ܪ  ௘ݑ = ௗுௗ௡ቚ୵     يا    ௪ܪ = ܪ  0 =   ௘ܪ

مختصات جديدي كه در آن  4- 1جهت سادگي حل معادلات 
وابستگي معادلات در راستاي جريان بسيار كمتر از جهت عمود 

لذا . شوند ، تعريف شده و معادلات غيرتشابهي حاصل مياست
 4- 1هاي موجود معادلات مشتق جزئي توان با استفاده از تبديل مي

يكي از پركاربردترين . دكررا تبديل به معادلات ديفرانسيلي معمولي 
ند كه هست) Levy-Lees(ليز  -توابع انتقال موجود روابط لوي

  ]:1[شوند صورت زير تعريف مي هب
  

(ݔ)ߦ  )5( = ׬ ௕ଶ௝௫଴ݎ௘ݑ௘ߤ௘ߩ   ݔ݀

,ݔ)ߟ  )6( (ݕ = ൯ିଵ/ଶߦ௘൫2ݑ ׬ ௝௬଴ݎߩ   ݕ݀

  

. استمرزي لايه ةشرايط روي لب ةدهند نشان ݁كه در آنها انديس 
 r توان مرزي در مقايسه با ابعاد مسئله ميبا فرض نازك بودن لايه

را ثابت فرض كرد و معادلات مومنتم و انرژي انتقال يافته را به 
  :]1[ فرم زير نوشت

  

)7(  
డడఎ ൬ܰ డమ௙డఎమ൰ + ݂ డమ௙డఎమ + 2 క௨೐ ௗ௨೐ௗక ൬ఘ೐ఘ − ቀడ௙డఎቁଶ൰ ߦ2= ൬డ௙డఎ డమ௙డ కడఎ − డ௙డక డమ௙డఎమ൰  

)8(  
డడఎ ቀ ே௉௥ డ௚డఎቁ + ݂ డ௚డఎ + ௨೐మு೐ డడఎ ൬ܰ ቀ1 − ଵ௉௥ቁ డ௙డఎ డమ௙డఎమ൰ ߦ2= ቀడ௙డఎ డ௚డక − డ௙డక డ௚డఎቁ  

  

Nكه در آن  = ஡ஜ஡౛ஜ౛ ،݃ = ୌୌ౛  ݂و = ୳୳౛ 2(جدول . هستند( 
  . دهد را نشان مي 8و  7شرايط مرزي مرتبط با معادلات 

  مرزي لايه ةيافتشرايط مرزي معادلات انتقال -2جدول 
݂  مرزيلايه ةروي لب  روي سطح = 0  

  :و در صورت وجود دمش يا مكش
௪݂ = − ଵඥଶక ׬ ఘೢ௩ೢఘ೐௨೐ఓ೐௥బೕక଴   ߦ݀

݂ᇱ = ௨೐௨೐ = 1  

݂ᇱ = ௨(଴)௨೐ = 0  ݃ = ு೐ு೐ = 1  ݃ = ு(଴)ு೐ = ுೈೌ೗೗ு೐   

ᇱ݃  :و در صورت ادياباتيك بودن ديواره = 0  

  روش ماتريس انتگرالي
اي اساس كار روش ماتريس انتگرالي بر استفاده از تعدادي چند جمله

بين نقاط  ةهاي وابسته در فاصلزدن كميت تقريببراي كه است 
نحوي انتخاب  هتوابع ذكر شده ب. گيرندشبكه مورد استفاده قرار مي

ها و مشتقات اول و دوم آنها شوند كه شروط پيوستگي كميتمي
استفاده از اين روش امكان  بنابراين،. روي نقاط شبكه برآورده شود

مرزي را با كمترين تراكم شبكه هاي داخل لايهزدن كميت تقريب
استفاده از تعداد نقاط كم شبكه در ازاي حفظ دقت . سازدفراهم مي

ترين امتياز استفاده از روش انتگرال ماتريسي دانست  توان مهمرا مي
با . دشول معادلات لايه مرزي را موجب ميكه سرعت بالاي ح

 jو  j-1متوالي شبكه  ةثابت و روي دو نقط ξگيري در انتگرال
  :]1[آيند  مرزي به فرم زير در ميمعادلات لايه

  

)9(  
(Nf′′)୨ିଵ୨ + ׬  f୨୨ିଵ f′′dη +  β ׬ ஡౛஡୨୨ିଵ dη −  β ׬ f′ଶ୨୨ିଵ dη = ׬ 2୨୨ିଵ ቀf′ ப୤ᇲப(୪୬ஞ) − f′′ ப୤ப(୪୬ஞ)ቁ dη    

)10(  ቀ ୒୔୰ g′ቁ୨ିଵ୨ + ୳౛మୌ౛ ቀN ቀ1 − ଵ୔୰ቁ f′f′′ቁ୨ିଵ୨ + ׬ f୨୨ିଵ g′dη ׬= 2୨୨ିଵ ቀf′ ப୥ப(୪୬ஞ) − g′ ப୤ப(୪୬ஞ)ቁ dη    
با استفاده از روش انتگرال جزء به جزء و بسط سري تيلور 

در . دكررا محاسبه  10و  9هاي موجود در عبارات توان انتگرالمي
ترتيب  همعادلات مومنتم و انرژي بة ل گسسته شداين صورت شك
  :آينددست مي هب 12و  11هاي  مطابق عبارت
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)11(  

 

)12(  

كردن معادلات  متراكم برايشود، طوركه مشاهده مي همان
هاي كمكي بسياري ها از متغيرگيريحاصل از انتگرال گسسته

هاي  تك عبارتدر ادامه تعاريف مربوط به تك. استاستفاده شده 
  :داريم XPابتدا براي عبارت . شودكار رفته ارائه مي هكمكي ب

  

)13(  

ܺPଵ = ߟߜ ቀ ௝ܲ − ܲ′௝ ఋఎଶ + ܲ′′௝ ఋఎమ଼ + ܲ′′′௝ିଵ ఋఎమଶସ ቁ  ܺPଶ = ଶߟߜ− ቀ௉ೕଶ − ܲ′௝ ఋఎଷ + ܲ′′௝ ଵଵఋఎమଵଶ଴ + ܲ′′′௝ିଵ ఋఎమଷ଴ ቁ  ܺPଷ = ଷߟߜ ቀ௉ೕ଼ − ܲ′௝ ఋఎଵଶ଴ + ܲ′′௝ ଵଵఋఎమସଶ଴ + ܲ′′′௝ିଵ ହఋఎమହ଴ସ ቁ  ܺPସ = ଷߟߜ ቀ௉ೕଶସ − ܲ′௝ ఋఎଷ଴ + ܲ′′௝ ହఋఎమହ଴ସ + ܲ′′′௝ିଵ ఋఎమଶହଶቁ  
  

برابر ) 11 ةرابط( مومنتم  ةدر معادل ܲتوجه شود كه متغير  در . است ݃برابر ) 12 ةرابط(انرژي  ةبوده و مقدار آن در معادل ′݂
  :نيز خواهيم داشت ܼܲرابطه با عبارت 

)14(  

ܼPଵ = ߟߜ ቀܻ ଵܲ − ܻܲ′ଶ ఋఎଶ + ܻ ଷܲ ఋఎమ଼ + ܻ ସܲ ఋఎమଶସ ቁ  ܼPଶ = ଶߟߜ− ቀ௒௉భଶ − ܻ ଶܲ ఋఎଷ + ܻ ଷܲ ଵଵఋఎమଵଶ଴ + ܻ ସܲ ఋఎమଷ଴ ቁ  ܼPଷ = ଷߟߜ ቀ௒௉భ଼ − ܻ ଶܲ ఋఎଵଶ଴ + ܻ ଷܲ ଵଵఋఎమସଶ଴ + ܻ ସܲ ହఋఎమହ଴ସ ቁ  ܼPସ = ଷߟߜ ቀ௒௉భଶସ − ܻ ଶܲ ఋఎଷ଴ + ܻ ଷܲ ହఋఎమହ଴ସ + ܻ ସܲ ఋఎమଶହଶቁ  

  :شودصورت زير تعريف مي هب ܻܲكه در آنها 

)15(  
ܻPଵ = ݀ଵ ௜ܲିଵ௝ + ݀ଶ ௜ܲିଶ௝ܻPଶ = ݀ଵܲ′௜ିଵ௝ + ݀ଶܲ′௜ିଶ௝

  ܻPଷ = ݀ଵܲ′′௜ିଵ௝ + ݀ଶܲ′′௜ିଶ௝
  ܻPସ = ݀ଵܲ′′௜ିଵ௝ିଵ + ݀ଶܲ′′௜ିଶ௝ିଵ
  

يا اي نيز بسته به اينكه از تقريب دو نقطه dଶو  d଴ ،dଵضرايب 
  :شوند صورت زير تعريف مي هاستفاده شود، ب ξاي در جهت سه نقطه

ଶ݀ :ايبراي تقريب دو نقطه = 0   ݀ଵ = − ଶ∆೔షభ೔   ݀଴ = ଶ∆೔షభ೔   

ଶ݀ :ايبراي تقريب سه نقطه = 2 ∆೔షభ೔∆೔షమ೔ ∆೔షమ೔షభ   ݀ଵ = −2 ∆೔షమ೔∆೔షభ೔ ∆೔షమ೔షభ   ݀଴ = 2 ∆೔షభ೔ ା∆೔షమ೔∆೔షభ೔ ∆೔షమ೔   

شود كه متغيرهاي  ، مشاهده مي12و  11معادلات  ه بهبا توج . دهند مجهولات ما را تشكيل مي ′′݃، ′݃ ݃ ،′′′݂، ′′݂، ′݂، ݂
 ةمعادل 5بنابراين، در كنار معادلات مومنتم و انرژي لازم است تا 

 معادلات كمكي. كمكي تعريف شوند تا سيستم معادلات بسته شوند
 ′݃و  ݃،  ᇱᇱ݂،′݂، ݂هاي  كميتا نوشتن بسط سري تيلور براي ب
  :شوند صورت زير ايجاد مي هب
)16(    − ௝݂ାଵ + ௝݂ + ௝݂ᇱߟߜ + ௝݂ᇱᇱ ఋఎమଶ + ௝݂ᇱᇱᇱ ఋఎయ଼ + ௝݂ାଵᇱᇱᇱ ఋఎయଶସ = 0   

)17(            −݂′௝ାଵ + ݂′௝ + ௝݂ᇱᇱߟߜ + ௝݂ᇱᇱᇱ ఋఎమଷ + ௝݂ାଵᇱᇱᇱ ఋఎమ଺ = 0   

)18(                         −݂′′௝ାଵ + ݂′′௝ + ௝݂ᇱᇱᇱ ఋఎଶ + ௝݂ାଵᇱᇱᇱ ఋఎଶ = 0   

)19(               −݃௝ାଵ + ݃௝ + ݃௝ᇱ ߟߜ + ݃௝ᇱᇱ ఋఎమଷ + ݃௝ାଵᇱᇱ ఋఎమ଺ = 0   

)20(                          −݃′௝ାଵ + ݃′௝ + ݃௝ᇱᇱ ఋఎଶ + ݃௝ାଵᇱᇱ ఋఎଶ = 0  

لازم است كه  ،ابتدا ،از تحليل دسته معادلات حاصل بلق
در اين تحقيق از . سازي شوند خطي 12و  11معادلات غيرخطي 

سازي اين معادلات استفاده شده  خطي برايرافسون  -روش نيوتن
 ξمقطع  ا معادلات حاصل در هره سازي بعد از انجام خطي. است

صورت كاملاً ضمني تحليل شده و اثرات مربوط به مقاطع قبلي  هب
آوردن  دست هازآنجاكه براي ب. شود رفته ميصورت صريح درنظرگ هب

jتنها به اطلاعات نقاط  jمتغيرهاي جريان در هر نقطه  + و  1 j − قطري نياز است، ماتريس ضرايب حاصل شكل بلوكي سه 1
. است x 7 7گيرد كه هر بلوك آن شامل يك ماتريس  خود مي هب

  . رونده خواهد داشت بدين ترتيب، الگوريتم حل در مكان شكل پيش
مرزي با توجه به ماهيت غيرتشابهي در حل معادلات لايه

معادلات مورد استفاده، لازم است كه يك حل اوليه براي مقطع اول 
)ξ =  ةشود كه نقط ميدر مسائل عملي تلاش . وجود داشته باشد) 0

آغاز محاسبات جايي قرار داشته باشد كه بتوان براي آن يك حل 
سكون قرار داشته  ةاغلب روي ناحي اين نقطه. دست آورد هتشابهي ب

شروع محاسبات استفاده  برايبه عنوان مقدار اوليه   6و از حل هيمنز
هاي مربوط همچنين، با توجه به تغييرات كمي كه پروفيل. شودمي

از يك مقطع تا مقطع  ′′݃، ′݃ ݃، ′′′݂، ′′݂، ′݂، ݂هاي  به كميت
مقطع از حل مقطع قبلي به براي حل جريان در هر  ،كنندمجاور مي

شود كه اين موضوع سبب مي. شودعنوان حدس اوليه استفاده مي
. تر رخ داده و سرعت محاسبات افزايش يابد همگرايي حل سريع

نقطه بوده و تراكم نقاط  10تا  7مورد استفاده نيز اغلب شامل  ةشبك
هاي سرعت و دما كه ب پروفيلشود كه شياي انتخاب ميبه گونه
ضريب اصطكاك سطحي و شار حرارتي هستند با  ةكنند مشخص

  .دقت بالايي محاسبه شوند
_________________________________ 

6. Hiemenz 
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  روابط تقريب مهندسي
استفاده از روابط تقريب مهندسي گرمايش آيروديناميكي يكي از 

 پذير و سريع در طراحي وسايل بازگشتي درهاي انعطافروش
تلفي در اين راستا روابط تقريبي مخ .استصوت  يهاي ماورا سرعت

گرمايش آيروديناميكي از  ةمحاسببراي ه كه در اين بخش شدارائه 
اين روابط براي جريان . معادلات انتگرالي زوبي استفاده شده است

آرام و آشفته توسعه داده شده كه در اين مقاله از روابط جريان آرام 
 . شود استفاده مي

زوبي در تعيين شار حرارتي با استفاده از تعريف  ةاساس رابط
   ]:11[است  21 صورت رابطة هعدد استانتون ب

 

௪ݍ  )21( = ݐܵ ௘(ℎ௔௪ݑ௘ߩ − ℎ௪)  

آنالوژي رينولدز عدد استانتون  ة اصلاح شدةبا استفاده از رابط
  ]:11[ دكربه ضريب اصطكاك مرتبط  22 توان توسط رابطة را مي

 

ݐܵ  )22( = ஼೑ଶ   ௞ି(ݎܲ)
  

كه  است، عددي ثابت kعدد پرانتل و پارامتر  Pr ،22 در رابطة
نيز  C୤مقدار . است 4/0و براي جريان مغشوش  6/0براي جريان آرام 

را از حل دقيق معادله بلازيوس و  توان آنضريب اصطكاك بوده كه مي
 ℎ௔௪ 21 در رابطة. كردمرزي محاسبه تعيين ضخامت مومنتوم لايه

  : شود محاسبه مي 23 است كه از رابطةآنتالپي ديواره عايق 
)23(  ℎ௔௪ = ℎ௘ + ଵଶ   ௘ଶݑܴ

ضريب بازيافت بوده و براي جريان آرام  Rكه در اين رابطه  ܴ = با تعريف ضخامت مومنتوم و . دشو انتخاب مي భమݎ݌
 24 ةسازي در نهايت نرخ شار حرارتي وارد به سطح از رابط ساده

  ]:11[د شو تعيين مي
  

௪௟ݍ  )24( = ௘(ℎ௔௪ݑ௘ߩଵ(ܴ݁ఏ௟)ି௠(ఘ∗ఘ೐)(ఓ∗ఓ೐)௠ܥ −ℎ௪)(ܲݎ)ି௞ 
  

اين رابطه براي جريان آرام و آشفته صادق بوده و تنها 
درنظرگرفتن اثر براي در اين رابطه . استضرايب آن متفاوت 

بتوان تا  استفاده شده است] 13[پذيري از تعريف آنتالپي مرجع  تراكم
پذير ناپذير براي جريان تراكم رهاي جريان تراكماز روابط و متغي

نرخ شار حرارتي جريان  ةهاي مربوط به محاسبثابت. كرداستفاده 
ଵܥ آرام برابر = ܭ، 0.22 = ݉و  0.6 = همچنين  .شوندانتخاب مي 1

مرزي در جريان آرام يهعدد رينولدز بر مبناي ضخامت مومنتوم لا
  :دشو محاسبه مي 25 توسط رابطة

)25( Reఏ௟ = ଴.଺଺ସ(׬ ఘ∗ఓ∗௨೐௛ഁௗక഍బ )భమఘ೐௨೐௛ഁ  

سكون صادق نبوده و داراي خطاي  ةبراي ناحي 21 ةرابط
تحقيق نرخ انتقال حرارت در ناحية  در اينبنابراين بالايي است 

  ]:11[ آيد دست مي هب 26 سكون با استفاده از رابطة

)26( 
௪ݍ ଴.ଵට(ௗ௨೐ௗ௫(௪ݑ௪ߩ)଴.ସ(௘ݑ௘ߩ)଴.଺ିݎܲ 0.76= )௦(ℎ௔௪ − ℎ௪)  

اين رابطه توسط فاي و ريدل براي حالت گاز كامل و بدون 
مقدار  26در رابطة . ]14[است  دهشواكنش شيميايي پيشنهاد 

   ]:14[شود تعيين مي 27 ةسكون از رابط گراديان سرعت در نقطة

)27(  (ௗ௨೐ௗ௫ )௦ = ଵோ ටଶ(୮౛ି୮ಮ)஡ಮ   

  

  .استهمان شعاع انحناي دماغه  Rكه در آن 

  حل غيرلزج
مرزي و تقريب يافته به روش لايه براي هر دو حلگر توسعه

سرعت، فشار و  تحقيق حاضر، تعيين مقادير اندازة مهندسي در
مرزي حاصل از حل غيرلزج جريان لايه ةدماي استاتيكي روي لب

افزار از نرم ،در تحقيق حاضر. به عنوان ورودي ضروري است
حل غيرلزج ميدان جريان اطراف جسم مورد  برايتجاري فلوئنت 

در ادامه توضيحات مربوط به تنظيمات . مطالعه استفاده شده است
  .شودافزار مذكور بيان ميصورت گرفته در نرم

سازمان بوده و استقلال حل از صورت با همورد استفاده ب ةشبك
رهاي خروجي در تمامي محاسباتي روي نمودار متغي شبكة
براي حل ميدان جريان نيز . هاي فصل بعد صورت گرفته است مسئله

صورت  هب Roeسازي روش گسسته ةاز حلگر چگالي مبنا بر پاي
دو  هاي مكاني از مرتبةسازيدقت شبيه. ضمني استفاده شده است

براي آل حالت گاز ايده ةبوده و از معادل) دو ةروش بالادست مرتب(
علاوه . اري ارتباط بين ميدان انرژي و مومنتم استفاده شده استبرقر

بر اين، ظرفيت گرمايي در فشار ثابت براي هوا ثابت فرض شده 
اطمينان از همگرايي نتايج نيز علاوه بر كمتر بودن  منظور به. است

 ةانتگرال پارامترهاي مورد استفاده در لب ،10ିହها از معيار باقيمانده
  . از تكرار مستقل شده است ،زلايه مرزي ني

  نتايج
بررسي صحت و عملكرد الگوريتم ماتريس انتگرالي در  منظور به

مرزي و روابط تقريبي محوري لايه تحليل معادلات متقارن
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هاي حاضر گرمايش آيروديناميكي، نتايج حاصل از اعمال الگوريتم
مقايسه هاي موجود در مراجع معتبر نمونه با داده ةروي چند مسئل

مخروط سرپخ  ، بررسي گرمايش حول يك هندسةاول مسئلة. اندشده
متر  45/0كه طولي معادل با  است 6/10درجه در عدد ماخ  15ة با زاوي

ساير شرايط جريان در . داردكلوين  300و دماي ديواره ثابت معادل 
مرزي كه نياز به توليد  در حل معادلات لايه. اندها آورده شده شكل
شبكه از  ةو اولين فاصل ηبيشترين مقدار  ؛محاسباتي وجود دارد ةشبك

ديواره، دو پارامتر اساسي در تعيين پايداري حل عددي و ميزان دقت 
حساسيت روش ماتريس انتگرالي به تعداد  ]15[در مرجع . ندهستحل 

است نقاط شبكه در راستاي عمود بر جريان بررسي و نتيجه گرفته شده
توان نتايج مرزي در هر گام مينقطه درون لايه 9اقل كه با تعداد حد

در واقع استفاده از . دست آورد هقابل قبولي در گرمايش آيروديناميكي ب
است مرزي سبب شدهالگوريتم ماتريس انتگرالي در حل معادلات لايه

 )1(شكل . دكركه با تراكم كم نقاط بتوان نتايج مناسبي را فراهم 
 ةمرزي در شبكپروفيل سرعت به همراه تعداد نقاط درون لايه

شايان ذكر است كه تعداد شبكه در . دهدمحاسباتي را نشان مي
طوركه بيان شد تخمين  همان. استگام مكاني  500راستاي جريان 

گرمايش آيروديناميكي به روش تقريب مهندسي نيازي به توليد شبكه 
   .استسباتي روي سطح قابل استفاده ندارد و روابط در هر گره محا

 
  درجه 15مخروط  ةمحاسباتي كر ةشبك پروفيل سرعت روي - 1شكل 

رشد  ةمرزي تعيين ضخامت و نحوهاي حل معادلات لايه يكي از مزيت
مرزي، دما، فشار و از آنجاكه جهت حل معادلات لايه. استمرزي لايه

و اين  استمرزي مورد نياز عنوان شرطمرزي بهلايه ةسرعت روي لب
هاي تفاده از دادهمقادير از تحليل جريان غيرلزج هندسه موردنظر و با اس

- مرزي صرفنظر ميد، از ضخامت لايهشو مين ميروي سطح جسم تأ

مرزي، جسمي كه در واقع براي تعيين دقيق مقادير روي لبه لايه. شود
- ار ضخامت لايهبايست به مقدگيرد ميحل غيرلزج روي آن صورت مي

مرزي معادلات لايه ةد تا شرايط مرزي روي لبشوتر مرزي، ضخيم
با توجه . شودمرزي فراهم تري از معادلات لايهتر شده و حل دقيقدقيق

، استمرزي نسبت به ابعاد جسم بسيار كوچك  به اينكه ضخامت لايه
ع از كند اما اطلادرنظر نگرفتن آن خطاي زيادي در محاسبات ايجاد نمي

. دكندست آمده را روشن  همرزي ميزان دقت نتايج بميزان ضخامت لايه
درجه را  15مرزي روي سطح مخروط توزيع ضخامت لايه )2(شكل 

مشاهده . انگر رشد آن در راستاي طول بدنه استدهد كه بينشان مي
متر  ميلي 3مرزي در انتهاي بدنه حدود د كه حداكثر ضخامت لايهشو مي

   .استدر مقابل طول و شعاع نوك جسم ناچيز بوده كه 

  
  درجه 15مرزي روي سطح بدنه مخروط ضخامت لايه  - 2شكل 

 ةبررسي گرمايش آيروديناميكي روي سطح مخروط فوق مقايس منظور به
يب مهندسي و روش حل معادلات توزيع شار حرارتي به روش تقر

نتايج . استآورده شده )3(در شكل  ]16[هاي تجربي مرزي با داده لايه
سكون  ةدهند با اينكه در نواحي نزديك به نقطدست آمده نشان مي هب

اختلافاتي بين دو روش وجود دارد، اما نتايج حاصل از هر دو روش 
با توجه در اين نمودار مشخص . هاي تجربي دارندتطابق خوبي با داده

استوكس،  - ناويراستثناي نتايج مربوط به حل كامل معادلات است كه به
هاي استفاده شده شار حرارتي را در انتهاي مدل كمتر از ساير روش

دليل اين اختلاف ناشي از . كنندهاي تجربي محاسبه ميداده
 و عدم اعمال اثرات مرتبط با لاية جايي هنگرفتن ضخامت جابدرنظر

آنتروپي  ةاگرچه، اثرات لاي. استهاي مورد استفاده آنتروپي در روش
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لباً مربوط به نواحي نزديك به شوك كماني يعني در نزديكي دماغه غا
كند با توجه به نظرنگرفتن آن ايجاد ميهستند، اما خطايي كه درمشهود 

دست جريان امتداد تا پايين] 16[نتايج موجود در تحقيق حاضر و مرجع 
جايي در حل غيرلزج و اصلاح  هدرنظرگرفتن تناوبي ضخامت جاب. يابدمي
تواند به مرزي مي مرزي در حل معادلات لايهبه لايهيط روي لشرا

امت لايه مرزي خصوص در نواحي دور از دماغه كه ضخاصلاح نتايج به
  .  ]16[د كند كمك كنرشد مي

 
  درجه 15روي سطح بدنة كره مخروط  توزيع شار حرارتي ةمقايس - 3شكل 

 
  محاسباتي براي حل لزج فلوئنت ةشبك  - 4شكل 

هاي حاضر نتايج حاصل با بررسي راندمان الگوريتم منظور به 
شبكه مورد استفاده براي . اندافزار فلوئنت مقايسه شدهحل لزج نرم

 اين حل بعد از انجام مطالعات مربوط به استقلال حل از شبكه
بنابراين، جهت انجام محاسبات از . محاسباتي انتخاب شده است
شار حرارتي صحيحي روي ديواره  كمترين نقاط شبكه كه توزيع

بندي شبكه )4(در شكل ). 3شكل (حاصل كند استفاده شده است 
ايجاد شده براي  ةشبك. استصورت گرفته براي حل فوق آورده شده

 ةالعاد دليل اهميت فوق هب. المان است 18000اين حل داراي تعداد 
اول شبكه در محاسبات مربوط به گرمايش، از نتايج كد  نقطة ةفاصل
ترين مرزي استفاده شده و مناسبضخامت لايه ةمرزي و محاسبلايه

، در اين شبكه. افزار فلوئنت ايجاد شده است شبكه براي حل لزج نرم
يه مرزي هيمنز ضخامت لا 1/0اولين نقطه از سطح معادل  فاصلة

. در راستاي عمودي استفاده شده است محاسباتي نقطة 80بوده و از 
كردن نقاط كافي  فراهم برايتوليد شده  ةذكر است كه شبك شايان 
ارزيابي  منظور به. سمت ديواره متراكم شده است همرزي ب در لاية
زمان محاسباتي با  سةمقاي )3(يافته، در جدول  هاي توسعهالگوريتم

اي حاضر با استفاده از يك هافزار فلوئنت و الگوريتماستفاده از نرم
 Core-i5-2400, CPU 3.1GHz, RAMرايانه با مشخصات 

4GB استبراي اين مسئله صورت گرفته .  

  زمان محاسباتي ةمقايس -3جدول 
  )دقيقه( زمان  معادلات  روش/افزارنرم رديف

 - معادلات ناوير  فلوئنت 1
  45  استوكس

  10 معادلات اويلر  فلوئنت  2
  25/0  مرزيلايه  مرزيلايه  3
  15/0  تقريبي  تقريبي  4

با  مسئلهد كه زمان محاسباتي براي اين شومشاهده مي
دقيقه و با استفاده از حل  45افزار فلوئنت تقريباً استفاده از نرم
دقيقه و براي روش تقريبي معادل  25/0مرزي حدود معادلات لايه

حاضر به  بنابراين، زمان محاسباتي براي دو روش. استدقيقه  15/0
 ةبا توجه به مقايس. شوددقيقه مي 10همراه حل غيرلزج آنها حدود 

هاي محاسباتي و اين حقيقت كه اختلاف زمان محاسباتي در هزينه
 ةتوان به اهميت توسعد، ميشومراتب تشديد مي هبعدي بمسائل سه
  .هاي فوق پي بردالگوريتم
هايي ارزيابي نتايج الگوريتم حاضر در تحليل هندسه منظور به

حول يك مخروط سرپخ صوت  با طول بيشتر، تحليل جريان ماوراي
. استمتر مورد بررسي قرار گرفته 47درجه با طولي معادل  5 با زاوية

  1255بوده و دماي سطح جسم  15جريان آزاد داراي عدد ماخ 
جسم با استفاده از دو  شار حرارتي روي سطح. درجة كلوين است

با نتايج  )5(مرزي و روابط تقريبي در شكل روش حل معادلات لايه
) VSL(كه با روش عددي لايه شوك لزج  ]17[عددي مرجع 

د كه نتايج هر دو روش شومشاهده مي. است، مقايسه شدهاست
دهد بررسي حاضر نشان مي. برهم منطبق بوده و روند مناسبي دارند

از روابط تقريبي در تخمين گرمايش آيروديناميكي حول كه استفاده 
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هاي زياد از صوت در فاصله ياجسام متقارن محوري در جريان ماورا
  .استنوك جسم قابل اعتماد 

  5 ةكره مخروط با زاوي ةتوزيع شار حرارتي روي سطح بدن ةمقايس - 5شكل 

هاي  يكي از پارامترهايي كه در طراحي اجسام پرنده در سرعت
توزيع ضريب  ةصوت بسيار حائز اهميت است، مقدار و نحو يماورا

از آنجاكه استفاده از . استاي روي سطح جسم اصطكاك پوسته
شار حرارتي روي سطح  ةتنها براي محاسب 26و  21روابط تقريبي 

توزيع اين ) 6(گيرد، در شكل اجسام بازگشتي مورد استفاده قرار مي
مخروط سرپخ حاصل از حل معادلات  پارامتر روي سطح هندسة

صحت نتايج مربوط به شارحرارتي با . استمرزي آورده شدهلايه
توجه به ارتباطي كه از طريق آنالوژي رينولدز بين عدد ناسلت و 

نحوي صحت نتايج مربوط  هاي وجود دارد، بضريب اصطكاك پوسته
  . رساندرا نيز به اثبات مي C୤به 

 
مخروط با  ةكر ةاي روي سطح بدنضريب اصطكاك پوسته ةمقايس -6شكل

  درجه 5 ةزاوي

 ةتر عملكرد كد توسعه داده شده در محاسب دقيق ةمطالع براي
  ةصوت اطراف كر ماورايجريان اي ضريب اصطكاك پوسته

مورد ارزيابي قرار گرفته  5جانبي  و زاوية 6/19مخروط با ماخ 
بوده و دماي متر  0038/0شعاع دماغه در اين مسئله برابر . است

فشار و دماي جريان آزاد نيز ]. 18[درجة كلوين است  555ديواره 
نظرگرفته درجة كلوين در 227 وپاسكال  4488ترتيب برابر ه ب

توزيع ضريب اصطكاك  )7(در اين رابطه شكل . شده است
اي حاصل از الگوريتم مورد استفاده را در مقايسه با نتايج  تهپوس

   .ددهد كه تطابق خوبي دارنمايش مي] 18[اندرسن 

  اي روي سطحتوزيع ضريب اصطكاك پوسته ةمقايس - 7شكل 

هاي حاضر در تحليل بررسي قابليت الگوريتم منظور به
ة ديگري تر و با زواياي هندسي بالاتر، مسئلهاي پيچيده هندسه

پيماي بازگشتي ز كپسول مريخگرفته مدلي اكه مورد تحليل قرار
. استدرجه  70شيب  ةسرپخ و زاوي ةموريت ناسا با دماغدر مأ
دليل  هاست اما بآورده شده )8(كپسول فوق در شكل  ةهندس

مرزي و روابط تقريبي پس از جدايش جريان اينكه معادلات لايه
يال نيستند، لذا تنها قسمت جلو از روي سطح حاكم بر رفتار س

لحاظ بررسي گرمايش  جسم از ةترين ناحي دماغه كه تقريباً مهم
در . استسازي شده افزار حاضر مدلآيروديناميكي است توسط نرم

درنظرگرفته كلوين  300 ها دماي ديواره ثابت و برابر با تحليل
 توزيع شار حرارتي روي سطح بدنه حاصل از ةمقايس. استشده

هاي تجربي مرزي با دادهدو روش تقريبي و حل معادلات لايه
در اين مسئله نيز مشابه . است نشان داده شده )9(در شكل  ]19[

مرزي كار رفته براي حل معادلات لايه هب ةبا مسائل قبلي، شبك
كه حل  شودمشاهده مي. استمرزي گره در عرض لايه 9داراي 
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الگوريتم ماتريس انتگرالي تنها  مرزي و استفاده ازمعادلات لايه
. كندنقطه در شبكه محاسباتي نتايج مناسبي را فراهم مي 9با 
داً وابسته به مرزي شدي ايان ذكر است كه حل معادلات لايهش

لايه مرزي است كه از حل غيرلزج جريان  شرايط مرزي روي لبة
داراي  مسئلهكپسول در اين  ازآنجاكه هندسة. شودفراهم مي

كردن نتايج غيرلزج دقيق و   است، فراهمسكون بزرگي  ةناحي
هموار در اين ناحيه با استفاده از حلگرهاي غيرلزج دشوار بوده و 
هر خطايي در آنها باعث بروز خطا در نتايج حل معادلات 

در تخمين  21ة طوركه بيان شد رابط همان. دشو مرزي مي لايه
- به مسئلهاين . يستنسكون قابل استفاده  شار حرارتي در ناحية

در واقع روابط تقريب . شود مشاهده مي )9(وضوح در شكل 
است دست آمده هشوك بهندسي زوبي با فرض نازك بودن لاية م

هندسي،  ايش زاويةفوق ضخامت لايه شوك با افز ةكه در هندس
 برايرو  ازاين. دشو ده و باعث ايجاد خطا در نتايج ميبيشترش

ده كه شاستفاده  26احيه از رابطه اصلاح نتايج در اين ن
د شواست و مشاهده ميسكون توسعه داده شده ةمخصوص ناحي

كه با استفاده از اين رابطه در نقطه سكون نتايج تطابق مناسبي 
حائز اهميت سرعت  ةنكت .كنندهاي تجربي پيدا ميبا داده

مرزي و چه به تحليلگر حاضر چه به روش حل معادلات لايه
بعدي بيشتر هاي سهدر هندسه مسئلهكه اين  استروش تقريبي 
  . مشهود است

  

  
 

  درجه 70 ةمخروط با زاوي -كپسول كره ةهندس - 8شكل 

  ع شار حرارتي روي سطح بدنه كپسولمقايسه توزي - 9شكل 
اي روي سطح جسم ضريب اصطكاك پوسته )10(در شكل 

طوركه بيان  همان. استمرزي آورده شدهاز حل معادلات لايهحاصل 
اي روي سطح دست آمده براي ضريب اصطكاك پوسته هشد نتايج ب

دست آمده روي جسم با  هدليل انطباق خوب شارحرارتي ب هجسم ب
هاي تجربي و ارتباط بين عدد ناسلت و ضريب اصطكاك داده

  .استاعتماد اي از طريق آنالوژي رينولدز قابل پوسته

  اي روي سطح بدنه كپسولمقايسه توزيع ضريب اصطكاك پوسته -10شكل 

  گيري  نتيجه
م اجساحول  در تحقيق حاضر، گرمايش آيروديناميكي جريان

به دو روش حل عددي معادلات  تقارن محوريصوت م يماورا
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. است  مورد بررسي قرار گرفته مرزي آرام و روش تقريب مهندسي لايه
مرزي سبب  در حل معادلات لايه انتگرالي ماتريس استفاده از روش

مرزي جريان بتوان شود كه با تراكم كم تعداد شبكه در عرض لايه مي
شدت  همحاسباتي را ب ةهزين مسئلهد كه اين كرنتايج مناسبي را فراهم 

يافته، جريان هاي توسعهاعتباردهي الگوريتم منظور به. دهدكاهش مي
مخروط سرپخ با زواياي هندسي متفاوت  ةصوت حول سه هندس يماورا

دهند نتايج نشان مي. است و در شرايط مختلف مورد تحليل قرارگرفته
كار رفته داراي دقت مناسب در تحليل گرمايش  ههاي بكه روش

آيروديناميكي اجسام متقارن محوري بوده و داراي سرعت بالا در 
استفاده از . دهستنام بازگشتي راستاي طراحي آيروديناميكي اجس

مرزي باعث شده كه الگوريتم ماتريس انتگرالي در حل معادلات لايه
مرزي نسبت به ساير عرض لايه بتوان با تعداد نقاط كمتري در

كه اين موضوع سرعت حلگر  كردهاي عددي نتايج را استخراج  روش
ي بالاي پذيرهمچنين انعطاف. دهدشدت افزايش مي همرزي را بلايه

روش تقريب مهندسي در تخمين گرمايش آيروديناميكي اجسام 
اين حلگر را براي  ،آنها از حل عددي ةبازگشتي به دليل عدم استفاد

تقريب مهندسي زوبي در  ةالبته استفاده از رابط. سازدطراحي مناسب مي
سكون محدوديت پيدا كرده و تخمين شار حرارتي را دچار خطا  ةناحي
ريدل كه براي - ة تقريبي فاياين موضوع با استفاده از رابط كند كهمي

   .استسكون توسعه داده شده قابل حل  نقطة
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