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    چكيده

  هـاي متخلخـل رایـج   هاي ریاضی به عنوان ابزاري کارآمد در مطالعات و مـدیریت انتقـال جـرم در محـیط         استفاده از مدل  
حاکم بر انتقال دو بعدي جرم در محیط متخلخـل، تـاثیر جـذب یـونی را بـر      ي  گیري از رابطه  رهمدل حاضر با به   . باشدمی

این مدل با دو نـوع شـرط مـرزي    . انتقال و توزیع دوبعدي جرم در یک محیط متخلخل اشباع و نیمه نامتناهی بیان می کند            
صـورت انتـشار،   ه  درانتقـال جـرم ب ـ  .اسـت بصورت تحلیلی حل شـده ) شرط کوشی(و نوع سوم ) شرط دیریکله(نوع اول   

شرط مرزي نوع سوم غلظت جرم را در مرز یا سطح خاك بیشتر از شرط مرزي نوع اول نشان می دهد و در انتقال جرم              
هاي توزیع غلظت جرم حاصل از شرایط مرزي نـوع اول و نـوع سـوم بـه دلیـل        پخش، منحنی  –اي  صورت انتقال توده  ه  ب

عامـل تـاخیر در   ءوسـیله ه  تاثیر جذب یونی بر روي ذرات جامد محیط ب    .باشد تقریباً یکسان می   ايغالب بودن انتـقال توده   
 عـامل تاخیر بزرگتر از واحد، باعث تـاخیر در انتقـال، توزیـع و پخـش جـرم در محـیط متخلخـل          . ارزیابی شده است  مدل  

هـاي انتقال و پخـش جـرم    سته به حالتتاثیر جذب یونی بر توزیع غلظت جرم مستقل از نوع شرط مرزي و واب. شود  می 
 پخـش در مقایـسه بـا    –اي  که میزان این تاثیر در انتقال جرم بصورت انتقال تـوده  طوريه باشد بدر محیـط متخلخل می   

    .باشدمراتب بیشتر میه حالت انتشار ب
  

   محیط متخلخل ،تاخیر عامل پخش، جذب یونی، شرط دیریکله، شرط کوشی،-انتقال توده اي:  کلیديهايژه   وا
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Abstract  
Use of mathematical models as efficient tools in solute transport studies and management in porous 
media is usual. The present model by making use of the governing equation for two - dimensional 
solute transport in a porous medium expresses the ion adsorption effect on solute transport in a 
saturated semi infinite porous medium.This model has been solved analyticaly under the first type 
(Dirichlet condition) and the third type (Cauchy condition) boundary conditions. In solute transport 
by diffusion, the third type boundary condition shows the solute concentration at the boundary or on 
the soil surface more than that of the first boundary condition. In advection – dispersion solute 
transport, the solute concentration distribution curves resulting from the first and third boundary 
conditions because of advection predomination are approximately identical. The effect of ion 
adsorption on the medium,s solid matrix is evaluated by retardation factor in the model. The 
retardation factor greater than one causes retardation in solute transport, distribution and dispersion 
in the medium. The effect of ion adsorption on solute concentration distribution is independent of 
the selected boundary condition and depends on the modes of solute transport and dispersion in the 
medium, so as the rate of this effect in advection – dispersion solute transport is more than in 
diffusion transport. 
 
Keywords: Advection-dispersion transport, Cauchy condition, Dirichlet condition, Porous medium, 
Retardation factor, Solute transport   
 

  
  مقدمه

هـاي متخلخـل تقریبـاً از    در محـیط  موضوع انتقـال جـرم    
پنجاه میلادي قرن اخیر مـورد توجـه محققـان قـرار            ءدهه

ن موضـوع را از   ای ـآنهـا   گرفته است و تا حال هر یـک از          
جنبه هاي مختلف و به روشهاي گوناگون مـورد بررسـی     

ر ی تـاث ی مطالعـات مربـوط بـه بررس ـ       یبرخ ـاند  قرار داده 
ده حرکت املاح بوده کـه  ی بر پدیدانیم مختلف  يهاتیفعال

ز از  ی ـ ن یبرخ ـ. شگاه انجام شـده اسـت     یا آزما یط  یدر مح 
 ییهـا ا مـدل  ی ـجاد معادلـه    ی در ا  ییها تلاش يدگاه تئور ید

 اند به عنوان مثـال    حرکت املاح در خاك داشته    بیان   يبرا
 مطبـق و   يهـا در خـاك  را  انتقال جرم   ) 1385( انهیزارع اب 

 یتراس ـ. نمـود  یک بررس ـ ی ـنامیصـورت د  ه   ب ـ ر مطبق یغ
ر نقطـه   ی ـنده ها از منابع آلوده کننده غ      یحرکت آلا  )1992(

 را بـه    ینیرزمی در سفره آب ز    یستابی به سمت سطح ا    يا
 يه سـاز یرهمگن شـب  ی ـک خـاك غ   ی ـ در   يل بنـد  روش مد 

 ي مـدل شـبه دوبعــد  )1998 (چ و همکــارانیاکروی ـ .نمـود 
 و انتقال امـلاح     یر سطح یان آب ز  ی جر يه ساز یجهت شب 

ارائـه  را ط متخلخـل   یراشـباع در مح ـ   یبه حالت اشباع و غ    
راشـباع در جهـت     یه غ ی ناح يچاردز برا ی معادله ر  .نمودند
 در مـدل    ینیر زم یب ز ان آ ی جر ي و معادله دوبعد   يعمود
ه ی شــب)1985(همکــاران  و یــه.  بکــار گرفتــه شــديســاز
 انتقال آب و املاح در خـاك لـوم رس را بـصورت           يساز
-ینده انتقال آلا  )1380(بدو.  مطالعه نمودند  یدانی و م  يعدد

ز ی و ر  ي دانه ا  يهادر خاك  یی به روش پخش و جابجا     ها
 . مطالعه کردي و نظریشگاهیرا بصورت آزما
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توانـد  قـال و توزیع غلظت جـرم در محیط متحلـخل می   انت
فرآینـدهاي   ،1بتحت تاثیـر عوامــل مختلفــی نظیـر؛ جـذ       

 قـرار گیـرد    … و 2بیولوژیکی، زوال و فساد رادیواکتیـوي     
میزان تاثیر عامل جذب در مقایسه با بقیـه  ، که در این بین  

شـروع  ء  که این پدیده از لحظه     باشد چرا عوامل بیشتر می  
و انتقال غلظت جرم در محیط متخلخل وجود دارد         توزیع  

و در انتقال و توزیع انواع جرم در محیط متخلخـل حـاکم          
که تاثیر بقیه عوامل در بلند مدت        در حالی . استو برقرار   

هـاي مفـصلی    در منابع مختلف بررسـی     .باشدمشهود می 
در مورد سـازوکار تـاثیر ایـن عامـل در انتقـال و توزیـع          

هـاي متخلخـل پرداختـه شـده        واع محیط غلظت جرم در ان   
ی ولـوچ و  ،1991ج و همکـاران   ی ل ـ ،1990ج و دان    یل(است

 جذب یونی، در این مقاله      ءلذا بخاطر اهمیت مسئله   . )1984
در انتقـال و    3تاثیر این عامل تحـت عنـوان عامـل تـاخیر    

. شـود توزیع دو بعدي غلظت بصورت تحلیلی بررسی می       
 دیفرانسیلی انتقـال    ءادلهاین بررسی شامل حل تحلیلی مع     

دو بعدي جرم با احتساب عامل تاخیر با شـرایط اولیـه و         
شـرط  (و نـوع سـوم       ) 4شـرط دیریکلـه   (مرزي نـوع اول     

 .باشدمی)  5کوشی

  
  هامواد و روش

 ذرات جرم محلول در حـین انتقـال         :عامل تاخیر  
تواند جذب سطح ذرات جامد گـردد       از محیط متخلخل می   

ث تاخیر در انتقال و توزیع مواد محلول        که این فرآیند باع   
معنی و مفهوم فیزیکی تاخیر عبارتست از اینکه        . می گردد 

محلول حاوي جرم در مقایسه بـا آب، بـه دلیـل پخـش و              
جـذب توسط ذرات جامد محیـط متخلخــل چقـدر کنـدتر        

  .توان نوشتجـابجـا می شود به بیان ساده تر می

                                                        
1Adsorption 
2Radioactive decay 
3Retardation factor 
4Dirichlet 
5Couchy 

]1[                       VR = , V V
V

′≤
′

    

V متوسط سرعت انتقال آب در محیط متخلخل،Vکه   ′  
در محیط  )آب و جرم(متوسط سرعت انتقال محلول

جذب یونی و عامل .  عامل تاخیر استRمتخلخل و
براي . دهاي مختلف بیان نموتوان در حالتتاخیر را می

حالت جذب خطی هم دما که در این تحقیق مد نظر است 
و ، 1991ج و همکاران یل( روابط زیر ارائه شده است

   .)1984یلوچو

]2[                                               b
d

ρ
R = 1 + K

n
  

]3[                                                             d
SK =
C

  

صورت جـرم   ه   غلظت جذب شده، که ب     S،فوقدر روابط   
ماده شیمیایی به ازاء جرم خاك خـشک بیـان مـی شـود              

[ ]− ،C ــول ] غلظــت محل ]3−ML ،dK ــع  ضــریب توزی
[ ]31LM −  ،bρ       چگالی ظاهري محیط متخلخـل[ ]3−ML ،

n   تخلخل [ ]عامـل تـاخیر     R و −[ اگـر  .  مـی باشـد  −[
) o=dK(هیچ اندر کنشی بـین محلـول و خـاك نباشـد             

  .)1984ونگنوختن و پارکر( برابر یک استRمقدار 
  

   :مدل تحلیلی انتقال دو بعدي جرم با حضور عامل تاخیر
و   انتقال جرم در محیط متخلخل همگنءمعادله

 و با xهمسان با جریان ماندگار یک بعدي سیال در جهت 
-می رت زیرصوه  بy و xپخش دو بعدي جرم در جهات 

  .)1990ج و دان یل( باشد

]4[   2

2

2

2

y
CD

t
CV

x
CD

t
C

yx ∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂           

 
]   غلـظت جـرم Cه ک ]3−ML ،t زمان [ ]T،V سرعت  

]سرعت دارسـی آب یا ]1−LT ،xوyهاي طولی موقعیت
آن محورهاي مختصات موازي با جهت جریان و عمود بر

[ ]LوxDوyDضریب پخش طولی و عرضی بترتیب 
[ ]12 −TLشوند بیان میصورت زیره  هستند که ب. 
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]5[                                                  x LD = Vλ      
]6[                                                       y TD = Vλ      
 عرضی گفته طولی و  بترتیب قابلیت پخشTλ و Lλکه  

 تخمین زده Tλرابرب 10 تا Lλ، 2می شوند و مقدار 
   .)2000رندال(شده است 

)عامل تاخیر بزرگتر از واحد  )1>R ضرایب ،
و  دهدتحت تاثیر قرار می را پخش و سرعت جریان

xyپارامتــرهاي مذکــور یعنی  DD در حضــور  Vو,

ترتیب به ه تاخیر ب عامــل
R
Dx،

R
Dyو 

R
Vتبـدیل  

 انتقال هايجریان   وجود جذب یونی،ءشوند در نتیجهمی
  کاهش Rاي و پخشیدگی جرم با تاثیر ضریب توده
شود که انتقال جرم نسبت به می یابند و چنین بیانمی

). 2000رندال(افتد سرعت متوسط آب منفذي به تاخیر می
  .آیدصورت زیر درمیه  ب4ءبنابراین معادله

]7[                    x y
C C C CR D V D
t xx y

∂ ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ ∂

2 2

2 2  

 از شرایط اولیه و مرزي زیر 7 ءبراي حل تحلیلی رابطه
  .)1382 کلالقيشاه محمد(داستفاده می شو

]8[  ( ) ( ) ∞<<∞−∞<<= y,x,y,xf,y,xC oo   

]9[o
o

o
o

>∞<<∞−




=
=

=







∂
∂−

=

ty
x
CDVC

x
x ,,, 1δ

δ
δ 

]10[              oo >∞<<∞−=
∂
∂

∞→ t,y,
x
C

x 

                      ]11[                    
ooo >∞<<=

∂
∂

±∞→ t,x,
y
C

y ),( yxf تابعی 
ان است که پروفیل غلظت را در زمان اولیه نش

 محدوده 2x و 1x،  مذکوردر شکل   .)1شکل (دهد می
  .باشند میxپارامتر 
جدول (و فوریه   با استفاده از تبدیلات لاپلاس7 ءرابطه

  .شودحل می) 1

 
Co x x x , a y a

f ( x , y )
< < − < <

= 



1 2

o

 

  
  
  
 

 
  

  )1986ی لی واو 1370ی شمس و رضوان(تعریف تبدیلات لاپلاس و فوریه  -1جدول 
    عامل               تبدیل متغیر                                                                                      

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ] ),,(),,()exp(

),,(),,()exp(

),,(),,()exp(

psCpysCdyyiF

pysCpyxCdxsxL

pyxCtyxCdtptL

xx
y

x
x

t

αα ′→′=

′→′−=

′→−=

∫

∫

∫

∞

∞−

∞

∞

o

o  

  
  

   پروفیل غلظت اولیه براي حل تحلیلی انتقال دو بعدي جرم -1 شکل
  

∞−
  

∞+  

∞+  
x  

y  
1x  

2x  

a−  a+
  

   )غیر از دامنه فوق(در بقیه حالات

  براي شرط مرزي نوع اول   0
  

   براي شرط مرزي نوع سوم
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ترتیب نماد تبدیل لاپلاس و ه  بF و Lدر جدول فوق 
 بترتیب متغیرهاي تبدیل لاپلاس نسبت به s وpفوریه، 

t و xمی باشد  .α نیز متغیر تبدیل فوریه نسبت به 
yمی باشد.  

 مطابق با شرایط اولیه و مرزي 7 ءحل تحلیلی رابطه
روش حل  (دهداعمال شده نهایتاً نتایج زیر را بدست می

  .)مه آمده استیضمقسمت در 
  ) :o=δ(ـ براي شرط مرزي نوع اول یا شرط دیریکله  

         

x
x x

x

x y

R( x x ) VtR( x x ) VtR( x x ) VtC VxC( x , y ,t ) erfc erfc exp erfc
D

( RD t ) ( RD t )
( RD t )

R( x x ) Vt y aerfc erfc

( RD t ) ( D t / R )

{ [

]}[

 
     + + − −  − −   = − + ×      

      
     

 
  
 

+ +   −
−  

 
    

12 2

1

1 1 12 2
2

1 1
2 2

8 4 4
4

4 4

o

y

y aerfc

( D t / R )

]

 
  
  +

−  
  
    
  

1
24

  

 
  

    ) :δ=1(ط مرزي نوع سوم یا شرط کوشی ـ براي شر

x x x
x

x x
x x x

R( x x ) VtC Vx V Vt V VtC ( x , y ,t ) exp( ) ( ( x x )) erfc( ) ( ( x x ))
D D R D R

( RD t )

R( x x ) VtR( x x ) Vt R( x x ) Vt V t Vxerfc ( ) erfc( ) erfc( ) ( ) exp( )
RD D

( RD t ) ( RD t ) ( RD t )
π

 
+ + = + + + − + + + 

 


− −+ + − − + − + ×


1
1 2

2
12 2

1
2

1
2

1 1 1
2 2 2

18

4

4 4

1
4

4

o

  

  
  
]١٣[  
  
  
  

  . تابع مکمل خطاستء بیان کنندهerfcوابط فوق ردر 
 

  نتايج و بحث
براي درك بهتر و بیشتر مسئله، توزیع غلظت حاصل از 

 ءرابطه(و نوع سوم ) 12 ءرابطه(مرزي نوع اول  شرایط

cmxcmxcmaقادیرمبا )13 5257 12 0 === ,,/ 
 1انتشار) الف: ، براي دو حالت )1شکل (غلظت اولیه  در

   جریانی در محیـط متخـلخل وجـود نداشته باشد یعنی
                                                        

1Diffusion 

)0=V(جریان در  یعنی  2 پخش–اي انتقال توده)  بو
 در ترتیبه ب )V≠ 0 (محیط متخلخل برقرار باشد

توزیع غلـظت . است  مشخص شده4و 2،3هاي شکل
جرم حاصـل از شرط مرزي نوع اول و شرط مرزي 

متر سانتی =2Dx و =2Dy نوع سوم ، با ضـرایب پخش
 1R=1روز و با  1 و 5/0در مدت زمانهاي مربع بر روز 

                                                        
2 Advection-dispersion 

[ ]
x x

y y

R( x x ) VtR( x x ) Vt y a y aexp( ) exp( ) . erfc erfc
RD t RD t

( D t / R ) ( D t / R )

[ ]

   
   

    + ++ +   − +   − − − −   
            

   

22
12

1 1
2 24 4

4 4
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 3و2ترتیب در شکلهاي ه در حالت انتشار، ب 2R =2و 
) یا عامل تاخیر(مشخص می باشد که تاثیر جذب یونی 

و تاخیر در پخش ) C/C0محور (بر توزیع غلظت جرم، 
 ءو نیز در فاصله) x محور (و پیشروي جرم در عمق 

تنها . باشدخوبی مشهود میه ب) yمحور (عرضی 
هاي مذکور به توزیع غلظت جرم اختلاف و تفاوت شکل

شود که شرط مربوط می) x=0(ا سطح خاك در مرز ی
مرزي نوع سوم بر خلاف شرط مرزي نوع اول، مقدار 

دهد و این اختلاف مطابق غلظت را صفر نشان نمی
تعریف شرایط مرزي نوع اول و نوع سوم در مرز 

 توزیع غلظت جرم 4شکل  .قابل توجیه است) 9 ءرابطه(
، با ضرایب  اول و نوع سومحاصل از شرایط مرزي نوع

dcmDD پخش yx /2055 هاي مدت زمان در ==

در  2R=2 و 1R=1  روز و با مقادیر1 و 5/0مشابه 
-دهد که منحنی پخش نشان می- اي حالت انتقال توده

هاي توزیع غلظت جرم براي هر دو نوع شرط مرزي ، 
-اي، تقریباً یکسان میبه دلیل غالب بودن انتقال توده

حالت نیز مشابه حالت قبلی، تاثیر عامل  در این. باشد
تاخیر بر توزیع غلظت جرم، بصورت تاخیر در کاهش 

و تاخیر در انتقال و پخش جرم ) zمحور (غلظت جرم 
مشخص ) yمحور ( عرضی ءو فاصله) xمحور(در عمق 

میزان این تاثیر در این حالت، بخصوص در . باشدمی
  .باشدگیر میعمق چشم

 
 

  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  

  

در حالت انتشار،  با ) شرط دیریکله( تاثیر عامل تاخیر بر توزیع غلظت حاصل از شرط مرزي نوع اول -2شکل
 V=0 , Co=1:  دیرمقا

t=1 d 
R=1 t=0.5 d 

R=1 

t=1 d 
R=2 

t=0.5 d 
R=2 
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 در حالت انتشار،  با ) یشرط کوش( شرط مرزي نوع سوم ز تاثیر عامل تاخیر بر توزیع غلظت حاصل ا-3شکل

  :مقادیر
 
V=0 , Co=1  

 
 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

 
 با   پخش،- سوم در حالت انتقال توده اي مرزي نوع اول و نوعیط  تاثیر عامل تاخیر بر توزیع غلظت حاصل از شرا-4شکل 

  V=50cm/d , Co=1: مقادیر 

  

    

    

t=1 d 
R=1 t=0.5 d 

R=1 

t=0.5 d 
R=2 

t=1 d 
R=2 

t=0.5 d 
R=1 

t=0.5 d 
R=2 

t=1 d 
R=1 

t=1 d 
R=2 
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  نتيجه گيري 
   :نمودصورت زير خلاصه ه  مي توان برا  نتايج 

جذب يوني در سطح ذرات جامد خاك باعث تاخير -١
 ءو كندي در پيشروي و پخش غلظت جرم هم در فاصله

 .شود مي عرضي ءطولي و هم در فاصله

 تاثير جذب يوني و يا عامل تاخير ،با افزايش زمان-٢
  .يابد نيز افزايش مي

 شرط مرزي ،صورت انتشاره در انتقال جرم ب -٣
 توزيع غلظت جرم را در مرز) شرط كوشي(نوع سوم 

  يا سطح خاك بيشتر از شرط مرزي نوع اول نشان 
 .دهدمي

 ، پخش–ايصورت انتقال تودهه  در انتقال جرم ب-٤
هاي توزيع غلظت حاصل از شرايط مرزي نوع منحني

اي تقريباً اول و نوع سوم به دليل غالب بودن انتقال توده
  .باشديكسان مي

تاثير جذب يوني بر توزيع غلظت جرم مستقل از -٥
نوع شرط مرزي انتخابي مي باشد و ميزان اين تاثير 

   .براي هر دو نوع شرط مرزي يكسان و برابر مي باشد
تاثير جذب يوني بر توزيع غلظت جرم به حالتهاي -٦

ه ب دارد  محيط متخلخل بستگيانتقال و پخش جرم در
ميزان جرم بصورت انتقال اين تاثير در انتقال  طوريكه

 مراتبه انتشار ب  پخش در مقايسه با حالت- توده اي 
  .باشد بيشتر مي

 
  

  :ضميمه

   )١٣٨٢ کلالقيشاه محمد( ))٧( انتقال جرم ءروش حل تحليلي رابطه(
  .كنيم تبديل لاپلاس گرفته، شرايط مرزي را اعمال ميx و tترتيب نسبت به ه ب ٧ ءاز معادله

 

                        ]الف- ١[   
2

2

2 1

y
CD

sCVpyCspy
x

CCsDfCpR

x

y

xx
x

xx

∂
′∂

+

′−







′−

∂
′∂

−−′=−′ ),,(),,()()( oo δδ
  

=o                                                                                                                     ]الف– ٢[         
′

∞→y

x

dy
Cd  

  .دهددست ميه الف ب-٢ ، مطابق شرط مرزي yالف نسبت به -١ ءتبديل فوريه رابطه

                          ]الف- ٣[ 








−α′δ+α
′

δ−
−+

=α′
x

x
x

D
fR)p,,(Cs)p,,(

dx
Cd)(

B)As(
)p,,s(C oo122

1  

  :كه 
xD/VA                                                                                                                         ]الف-٤[          2−=         

]                                                                                                ]الف- ٥[          ] 2
1

22
xy DpRDAB )( ++= α  

                                     
  .شود معكوس تبديل لاپلاس گرفته ميxالف نسبت به -٣ ء ، از رابطهC(x,y,t) ءبراي محاسبه
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  )p,,o(C
B)As(

s)p,,o(
dx
Cd)(

B)As(
L)p,,x(C α′δ

−+
+α



 ′

δ−
−+

=α′ −
2222

1 11  

                                                                                        ]الف- ٦[   




−+
−

x

x

D
fR.

B)As( 22
1

     

  :آيددر میصورت زير ه  فوق از سه جمـله تشكيل شده است لذا معكوس تبديل لاپلاس هر كدام بءرابطـه

                                      ]الف- ٧[ 
B

BxSinhAxp
dx
Cd

BAs
L )().exp(),,()(

)(
−=







 ′

−
−+

− αδ o122
1 1  

    ×



 −−−=







 ′

−+
− )sinh()exp()cosh()exp(),,(.

)(
BxAx

B
ABxAxpC

BAs
sL αδ o22

1             

),,(                                                                                                                     ]الف-٨[ pC αδ o′  

صورت ه در تبديل لاپلاس ب ١از قضيه پيچشي) الف- ٦( رابطهء معكوس تبديل لاپلاس سومين جملهءبراي محاسبه       
  .شودزير استفاده مي

]                                                        ]الف-٩[ ] ∫ ζζ−==− x

o
d)x(h)x(kk*h)s(k).s(hL 1        

k (s) و h (s) بترتيب تبديلات لاپلاس k (x) و h (x) بوده و ζباشد نيز متغير اختياري مي.  

                                                  ]الف- ١٠[       
B

BxAxxh
BAs

sh )sinh()exp()(
)(

)( −=→
−+

= 22
1  

)()(),(                                                                          ]الف-١١[       αζf
D
Rxkf

D
Rsk

x

x

x
=→=  

]                  ]الف- ١٢[         ] [ ])x(Aexp),(f
BD

R
D
fR

B)As(
L

x

xx

x

ζ−−αζ=








−+ ∫−

o22
1 1[ ] ζζ− d)x(Bsinh  

 .آيدصورت زير در ميه الف ب-٦ء بنابراين رابطه
 

 
[ ] ζζζαζαδ

αδα

dxBxAf
BD
RpCBxA

BxBAx
B

p
dx
CdBxAx

B
pxC

x

x

)](sinh[)](exp[),(),,()]sinh(

)cosh([)exp(),,()()sinh()exp(),,(

−−−−′−

×−+






 ′
−−=′

∫ o
o

o
111

  

) فوق بايستي مقادير     ءدر رابطـه  , , ) , ( , , )dCC p p
dx

α α
′

′ o o     الـف نـسبت    -١٣ ءمشخص گردند بنابراين چنانچـه از رابطـه
)  مشتق گرفته و طرفين رابطـه را به xبه  )[ ]xBAB −exp2  ضـرب و از فرم توانيsinh و cosh   استفاده شـود مطـابق 

  .شوداصل ميح) ١٠رابطه(با شرط مرزي 

                            { } { } +′−++
′

−− ),,()(),,()( pCABABp
dx
CdAB αδαδ oo 21 22    

                  [ ] [ ]{ } o
o

=−−× ∫
∞

ζζζαζ dBABAf
D
R

x

)exp()exp(),(      

                                                        
1- Convolution 

  ]الف-13[

  ]الف-14[
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)(ترتيب براي شرط مرزي نوع اول      ه   ، ب  [B-A] فوق به    ءبا تقسيم طرفين رابطه    o=δ  و شرط مرزي نوع سـوم)( 1=δ 
  .خواهيم داشت

]                                                             ]الف- ١٥[ ] ζζαζα dBAf
D
Rp

dx
Cd

x
∫

∞
−=

′
o

o )(exp),(),,(   

]                                 ]الف- ١٦[  ] ζζαζα dBAf
DAB

RpC
x
∫

∞
−+

−
=′

o
o )(exp)),((

)(
),,(  

   .ودش حاصل ميcosh و sinhالف و استفاده از فرم تواني -١٣ءالف در رابطه-١٦الف و -١٥با جايگزيني روابط 

                 ]الف- ١٧[

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] }∫∫

∫
∞∞

∞

−






−−
−
+

++

+−
+−

−−
=′

oo

o

ζζαζδδζζαζ

ζζαζα

dBAfR
AB
ABdBAfR

BD
BAxdBAfR

BD
BAxpxC

xx

)(exp),(())(()(exp),(

)(exp)(exp),()(exp),,(

1

22
  

-٥الـف و  -٤ از روابـط  B وAبا استفاده از جدول تبديلات لاپلاس، قضيه پيچشي در تبديلات لاپلاس و جايگزيني مقادير           
  .)١٩٨٦يليوا(آيدصورت زير در ميه  بtالف نسبت به -١٧الف، معكوس تبديل لاپلاس رابطه 

exp))(sinh()exp()(),(),,( ×


 +
−−=′ ∫

∞ 2
12

424
21

tD
R

tD
Rx

tD
tRftxC

xxx

V
π

ζζζ
δαζα

o
  

exp)).(cosh()exp())(( ×
+

−++−
−

− 2
122

2
2

424
224

2
tD

R
tD

Rx
tD

tRt
R
D

V
tD

xtRx
xxx

y

x

VV
π

ζζζ
δ

α

∫
∞

+−
+

−−





+−

−
−

o
))(exp())(( t

R
D

V
RD

RVxtV
D
Vfdt

R
D

V
tD

xtRx y

xx

y

x

V 2
2

22
2

2

4
4

24
2 α

δζ
α

 

       ζ
ζ d

tRD

VtxRerfc

x 














++

2
1

4 )(

)( 

   
-١٨مشابه حالت قبلي با استفاده از جدول تبديلات فوريه و قضيه پيچشي در تبديلات فوريه، معكوس تبديل فوريه رابطـه      

  .شود محاسبه ميyالف نسبت به 

∫ ∫
∞ ∞












 −
−

π
×−ζ−

π

=
o o tRD

)VtRx(exp(.)
tD

R()Vy,(f)
tD

RVexp(
)D(t

R)t,y,x(C
xxy

y

44

2
2
12

2
1 4 

ζζ

δ
ζ

δ
ζ

δ
ζζ

dVd
tRD

VtxRerfc

D
Vx

D
V

tD
RxCosh

tD
Rx

tD
tVR

x

xxxxx












++

×−+−
+

−

)
)(

)((

)exp())()sinh())((

2
1

2

4

2224
2 1

   

 
)با جايگزيني    )o=δ  براي شرط مرزي نوع اول و ( )1=δنهايـت  در ها،   انتگرالء براي شرط مرزي نوع سوم و محاسبه

  .شوندحاصل مي ١٣ و ١٢روابط 

  ]الف-19[

  ]الف-18[
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