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  سازي تقريبي معادله ريچاردز براي نفوذ آب در خاك با استفاده از مقياسحل

  
  4 كامران داوري- 3ضيائي علي نقي -2 بيژن قهرمان-*1صادقي مرتضي 

24/8/1391:تاريخ دريافت  
23/4/1392:تاريخ پذيرش  

  
  چكيده

هاي عمومي  و نيز رسيدن به حل    ها  غلبه بر مشكل تغييرپذيري خاك    سازي زيادي به منظور     هاي مقياس هاي متشابه، روش  پس از ارائه نظريه محيط    
 ارائه شده اسـت  هاي غيرمتشابهخاك براي  سازي معادله ريچاردز  ، روشي براي مقياس   به تازگي  .اندتوسعه يافته و به گستردگي به كار رفته       معادله ريچاردز   

 هيـدروليكي هـاي   در ايـن روش، بـراي بيـان ويژگـي         . باشدهاي خاك مي  قل از ويژگي  مستها  شده براي گستره وسيعي از خاك     به نحويكه معادله مقياس   
 براي  اين روش  به همين دليل،  . كارايي دارد  رطوبت و پتانسيل ماتريك خاك       شود كه براي گستره محدودي از     استفاده مي  نمايي   –توابع تواني   ها از   خاك

 بسط اين روش براي      عمده  با هدف  مطالعه اين    بنابراين، .قابل كاربرد نيست   اين گستره تجاوز كند،      ها رطوبت يا پتانسيل ماتريك از     فرآيندهايي كه در آن   
سـازي   محقق گرديد و روش مقياس      نمايي – توابع هيدروليكي تواني     اين هدف با اصلاح   . تري از رطوبت و پتانسيل ماتريك خاك انجام شد        گستره وسيع 

 در خـاك بـا اسـتفاده از          معادله ريچاردز براي شرايط نفـوذ آب       هدف ديگر اين تحقيق حل    . بسط داده شد  ) خشكاز اشباع تا    (براي گستره كامل رطوبتي     
-شـده معادلـه سـه    با استفاده از يك شكل مقياس ريچاردزشدهمقياسمعادله  هاي عددي براي اين منظور، حل   . سازي پيشنهادي، بوده است   روش مقياس 

هـاي نفـوذ بـر    حاصل از آزمايشهاي موجود در منابع  با استفاده از داده به دست آمدهحل تقريبي. تقريب زده شد ،  جزئي فيليپ با ضرايب مستقل از خاك      
با بيشترين ميانگين خطـاي      ( قابل قبول  يتخميننتايج نشان داد كه حل مذكور قادر است         . مورد ارزيابي قرار گرفت   روي يك خاك شني و دو خاك رسي         

بـا  (تواند با دقت بـالايي   همچنين نشان داده شد كه اين حل مي    . نفوذ آب در خاك ارائه دهد      شدهگيريمقادير اندازه  از   )عه شده براي موارد مطال  % 9نسبي  
) در شرايط برابـر و بـا اسـتفاده از توابـع هيـدروليكي يكـسان               (حل عددي معادله ريچاردز را      ) براي موارد مطالعه شده   % 4بيشترين ميانگين خطاي نسبي     

 براي حل عددي معادلـه ريچـاردز و يـا سـاير معـادلات تجربـي نفـوذ،                   ي بر اين اساس و به دليل سادگي كاربرد، اين حل به عنوان جايگزين             .بزندتقريب  
  .كار گرفته شودها با استفاده از حل معكوس بهتواند به سادگي براي تعيين توابع هيدروليكي خاكهمچنين اين حل مي. شودپيشنهاد مي

  
  يي نما–هاي غيرمتشابه، توابع هيدروليكي تواني هاي متشابه، خاك تغييرپذيري، خاك: كليدييواژه ها

  
   1  مقدمه

، )11(هاي متـشابه توسـط ميلـر و ميلـر       پس از ارائه نظريه محيط    
سازي زيادي به منظور غلبه بر مـشكل تغييرپـذيري          هاي مقياس روش
انـد  ستردگي به كار رفتـه    ها بر پايه اين نظريه توسعه يافته و به گ         خاك

-هاي مقياس يكي از كاربردهاي روش   ). 26 و   22،  20،  18،  12،  8،  1(
اي كـه   گونـه هاي عمومي معادله ريچاردز اسـت، بـه         سازي، ارائه حل  

بر اين  . ها و شرايط مختلفي استفاده نمود     بتوان از يك حل براي خاك     
ويـژه   ها به كاهش حجم محاسبات پيچيده عددي به  اساس، اين روش  

 ).   24(كنند اي ميهاي غيرهمگن كمك قابل ملاحظهدر خاك

                                                            
 به ترتيب دانـش آموختـه دكتـري، اسـتاد، اسـتاديار و دانـشيار گـروه               -4 و   3،  2،  1

  نشكده كشاورزي، دانشگاه فردوسي مشهدمهندسي آب، دا
  )Email: m.sadeghi.um@gmail.com:              نويسنده مسئول-(*

سازي معادلـه ريچـاردز توسـط       هاي كلاسيك مقياس  برخي روش 
، واريــك و )23(فــرد -، واريــك و آموزگــار)14(ريچــارد و همكــاران 

، )22(، ووگــل و همكــاران )19(، اســپوزيتو و جــوري )25(همكــاران 
، بـا ارائـه تعـاريف      )24 (حـسين و  و واريـك    ) 10(كوتيلك و همكاران    

از يــك نقطــه نظــر، . مقيــاس، شــرح داده شــدندعوامــل متفــاوت از 
گروه نخـست   ). 9(توانند به دو گروه تقسيم شوند       هاي مذكور مي   روش

هـا فاكتورهـاي مقيـاس از توابـع         باشد كه در آن   هايي مي شامل روش 
ي توابـع   نحويكه منجر به يكتـاي    شوند به ها مشتق مي  هيدروليكي خاك 

بنـابراين، فاكتورهـاي مقيـاس در ايـن         . شده گردند هيدروليكي مقياس 
هاي ثابتي براي هر خاك و مستقل از شرايط مـرزي و            ها كميت روش

شده معادلـه   هاي مقياس ها، حل با استفاده از اين روش    . باشنداوليه مي 
 هاي متشابه تنها زماني يكتا خواهند بود كه شرايط        ريچاردز براي خاك  

شـرط مـذكور    . ها يكسان باشند  شده در اين خاك   مرزي و اوليه مقياس   

  )علوم و صنايع كشاورزي ( آب و خاكنشريه
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  1392 شهريور -، مرداد  3 ، شماره27آب و خاك، جلد نشريه      526

هـاي  روش. آيـد  مـي  به شـمار  ها   براي اين روش   يبه عنوان محدوديت  
و ووگــل و ) 25(، واريــك و همكــاران )23(فــرد -واريــك و آموزگــار

  . باشندهايي از اين دست ميمثال) 22(همكاران 
ر در نظـر گـرفتن توابـع        در گروه دوم، فاكتورهاي مقياس علاوه ب      

 اوليه حاكم بر حل را نيـز مـدنظر           و ها، شرايط مرزي  هيدروليكي خاك 
شـده در همـه      شرايط مرزي و اوليه مقيـاس      كهدهند، به نحوي  قرار مي 

ها در مقايـسه    برتري عمده اين روش   . حالات ثابت و تغييرناپذير باشند    
عادلـه  شـده م  هاي مقيـاس  هاي گروه نخست اين است كه حل      با روش 

هـا  اما اين روش  . ريچاردز به شرايط مرزي و اوليه وابسته نخواهند بود        
هاي هاي گروه نخست، به فرايندهاي آبي و يا مدل        در مقايسه با روش   

روشي از  ) 14(ريِچارد و همكاران    . شوندهيدروليكي خاصي محدود مي   
سازي معادله ريچاردز تنهـا در شـرايط نفـوذ          اين دست را براي مقياس    

نيز ) 18(سيمونز و همكاران    . هاي يكنواخت ارائه نمودند   فقي به خاك  ا
سازي معادله ريچاردز براي فرايند توزيـع مجـدد   براي مقياس را  روشي  

هاي ها فرض كردند كه توابع هيدروليكي خاك از مدل        آن. ارائه نمودند 
اي شـده شكل مقياس ) 10(كوتيلك و همكاران    . كنندنمايي پيروي مي  

 در  .له ريچاردز براي شرايط نفوذ با شار مرزي ثابت ارائه كردنـد           از معاد 
شـده نـسبت بـه شـار مـرزي تغييرناپـذير            هاي مقيـاس  اين روش حل  

شده ديگري براي   هاي مقياس نيز حل ) 24 (حسينواريك و   . باشند مي
شرايط نفوذ با شار و بار آبي مـرزي ثابـت و همچنـين بـراي شـرايط                  

در هـر دو    . يمه متنـاهي ارائـه نمودنـد      زهكشي داخلي در يك ستون ن     
هاي تواني بروكس    مدل تنها به ها  مطالعه اخير، توابع هيدروليكي خاك    

  اندمحدود شده) 5(و كوري 
هاي گـروه دوم،    با نگاهي جديد به روش    ) 15(صادقي و همكاران    

سازي معادله ريچاردز در شرايط توزيع مجدد ارائـه         روشي براي مقياس  
كه اين روش بـه شـكل خاصـي از توابـع هيـدروليكي              نحوينمودند، به 

هاي ارائه شده بـراي توابـع       محدود نشود و امكان استفاده از همه مدل       
ها نشان دادند   آن. هيدروليكي در حل معادله ريچاردز وجود داشته باشد       

شـده معادلـه ريچـاردز      هـاي مقيـاس   كه با استفاده از اين روش، حـل       
هـا يكتـا   براي گـستره وسـيعي از خـاك   مستقل از شرايط اوليه بوده و   

  . باشند مي
 سازي معادله ريچـاردز   مقياسهاي  يك محدوديت عمده در روش    

هـاي بـه   ها همگـي بـراي خـاك      است كه اين روش    آن) هر دو گروه  (
داراي تشابه هندسي و يا تـشابه در شـكل توابـع             ("متشابه"اصطلاح  

 بـزرگ  يحـدوديت وجود شرط تشابه م   . قابل كاربرد هستند  ) هيدروليكي
چراكـه در  . شـود ها در شرايط واقعي محسوب مـي   در كاربرد اين روش   

-هـا بـه     هاي طبيعي، فرض تشابه خـاك     واقعيت و در برخورد با خاك     
تـر و بـا تغييرپـذيري       اين مساله در مناطق وسـيع     . يابدندرت اعتبار مي  

. )2 (باشـد تر مي نمايان) مثلاً در سطح يك حوضه آبريز     (مكاني زيادتر   
بـا در نظـر     ) 17و   16(براي رفع اين مشكل، اخيراً صادقي و همكاران         

هـاي  هـاي هيـدروليكي خـاك روش      گرفتن توابع خاصي براي ويژگي    

سـازي معادلـه ريچـاردز بـراي شـرايط نفـوذ و             جديدي براي مقيـاس   
 براي گستره   ها با اين روش   شدههاي مقياس  حل .نمودندزهكشي ارائه   

هـاي هيـدروليكي و      مستقل از ويژگي   ،متشابههاي غير وسيعي از خاك  
  . باشندميشرايط مرزي يا اوليه 

) 6(تابع هدايت هيدروليكي نمايي گاردنر      ) 16(صادقي و همكاران    
را در تركيب با منحني مشخصه نمايي اختيار نمودنـد كـه نـسبت بـه                

از ) كـوري -گنـوختن و بـروكس    ماننـد ون  (تـر   توابع هيدروليكي رايـج   
از يك سري  ) 17(صادقي و همكاران    . ي برخوردار هستند  كارايي كمتر 
هـاي   نمايي استفاده نموند كه قابليـت مدلـسازي خـاك          –توابع تواني   

) 16(بيشتري را نسبت به توابع نمـايي در روش صـادقي و همكـاران               
هرچند، اين روش نيز براي محدوده خاصي از رطوبت و پتانسيل           . دارند

شود كه از   و به فرآيندهايي محدود مي    ماتريك خاك قابل كاربرد است      
براي رفع ايـن محـدوديت، در ايـن    . اين محدوده رطوبتي تجاوز نكنند    

تري از  براي گستره وسيع  ) 17(مقاله نخست روش صادقي و همكاران       
سـپس از ايـن روش بـراي اشـتقاق          . شودرطوبت خاك بسط داده مي    

در خاك استفاده   هاي تقريبي معادله ريچاردز براي شرايط نفوذ آب         حل
هـاي  هاي بـه دسـت آمـده بـا اسـتفاده از داده            در نهايت حل  . شودمي

  .گيرندموجود در منابع مورد ارزيابي قرار مي
  
  زمينه نظري پس

  : شودمعادله يك بعدي ريچاردز به صورت زير نمايش داده مي
h

K K D K
t z z z z

                     
  )1(       

 K پتانـسيل ماتريـك،      hك،   درصد رطوبـت حجمـي خـا       θ آن،كه در   
  خاك،  هيدروليكي ضريب پخشيدگيDهدايت هيدروليكي غيراشباع، 

t زمان و zباشدعمق خاك مي .K و D توابعي از θ و يا hباشند مي.  
 نمايي زير را براي نمـايش   –توابع تواني   ) 17(صادقي و همكاران    

  :ها فرض نمودندهاي هيدروليكي خاكويژگي
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مكـش ورود  hb  درصد رطوبت حجمي اشـباع خـاك،   θs، هاآنكه در 
 پارامترهاي شكل ايـن  v و s هدايت هيدروليكي اشباع خاك وKs هوا، 

 به دليل محدوديت شكل نمايي توابـع هيـدروليكي در           .اشندبتوابع مي 
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  527     سازي تقريبي معادله ريچاردز براي نفوذ آب در خاك با استفاده از مقياسحل

بـه طـور تجربـي      ) 17(هاي واقعي، صادقي و همكاران      برازش به داده  
را ) θrو درصد رطوبت باقيمانده،      θsدر محدوده بين    ( θt رطوبت آستانه 

 θt و   θsتعريف نموده و كاربرد اين توابع را به محـدوده رطـوبتي بـين               
) 2(به صورت تجربي از برازش تابع        θtطالعه آنها،   در م . محدود نمودند 

 θr و   θtدر تركيب با يك تـابع كـاراتر بـراي محـدوده رطـوبتي بـين                 
  . شده به دست آمدهاي مطالعههاي خاكبر روي داده)  آنها29معادله (

متغيرهاي مقيـاس شـده زيـر را تعريـف          ) 17(صادقي و همكاران    
  :نددنمو
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                                                  )10(  

شده هر متغيـر،    دهنده مقدار مقياس  ، بالانويس ستاره نشان   هاآنكه در   
θ0       در شرايط نفـوذ   ( رطوبت مرزي در سطح خاك(  ،θ1  اوليـه    رطوبـت 

باشـد   عامل مقياس طول مـي z0 و K0 = K(θ0) ،D0 = D(θ0)خاك، 
  : ه استكه به صورت زير تعريف گرديد

 0 0 1
0
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D
z

K

 
                                                )11(  

 معادله مقياس شده ريچاردز به صورت       10 تا   1از تركيب معادلات    
  :آيدزير به دست مي

* *
* *

* * *
D K

t z z

    
     

                               )12(  

- زير تبعيت مي   هايمعادلهكه در آن توابع هيدروليكي مقياس شده از         
  :كنند

 * * *
1exp ln 1K K                                       )13(  
 * * *

1exp ln 1D D                                       )14(  
نحويكهبه *

1 1 0/K K K و  *
1 1 0/D D D . صادقي و

  :نشان دادند كه معادلات زير برقرار است) 17(همكاران 

 *
1 0 1exp             K s                           )15(

  

   *
1 0 1
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exp             

s v
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)16(              

  :گرددمنجر به معادله زير مي 16 و 15تركيب معادلات 
  /( 1)* *

1 1

v v
K D


                                                   )17(  

ادلـه مقيـاس شـده      نشان دادنـد كـه حـل مع       ) 17(صادقي و همكاران    
 در دو گـروه     14 و   13ريچاردز با كاربرد توابع هيدروليكي مقياس شده        

هـاي هيـدروليكي خـاك و شـرايط         كلي از شرايط، مستقل از ويژگـي      
هـاي مـوردنظر    زماني كه براي همه حـل     ) الف: باشدمرزي يا اوليه مي   

*
1D        روي مويينگي نـاچيز باشـد       يكسان و تاثير نيروي ثقل در برابر ني
زماني كه براي همـه     ) و ب ) مانند نفوذ آب در يك خاك نسبتاً خشك       (

* هاي موردنظر،حل
1K  يكسان و تاثير نيروي مويينگي در برابر نيروي

بنـابراين، روش   ). ماننـد زهكـشي از خـاك مرطـوب        (ثقل ناچيز باشد    
-خـاك (هاي غيرمتشابه   سازي خاك مذكور در اين دو حالت به مقياس      

  . انجامدمي)  شرط تشابهبدون نياز بههاي واقعي 
  

  ها مواد و روش
   نمايي اصلاح شده – توابع هيدروليكي تواني 

، روش صــادقي و 4 تــا 2بــا در نظــر گــرفتن توابــع هيــدروليكي 
هـا رطوبـت    شـود كـه در آن     يندهايي محدود مي  آبه فر ) 17(همكاران  

همچنين در ايـن روش،    . نشود كمتر   θtن و زماني از     خاك در هيچ مكا   
برابـر بـا مكـش      ) θs(پتانسيل ماتريك متناظر با درصد رطوبت اشـباع         

سـازي بـه فرآينـدهايي      بنابراين، روش مقياس  . باشدمي) hb(ورود هوا   
بـراي  .  تجاوز نكند  hbها پتانسيل ماتريك از     شود كه در آن   محدود مي 

 نمـايي   –ن مقاله توابع هيدروليكي تواني      رفع اين دو محدوديت، در اي     
   :شوندبه صورت زير اصلاح مي
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  ايـن  از بخـش اول θr پتانـسيل ماتريـك متنـاظر بـا       hr ،18 در رابطه 
  . باشدادله ميمع

شـده  ، معـادلات مقيـاس    20 و   19،  18با كاربرد توابع اصلاح شده      
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ست كه رطوبت    ا اين در حالي  . مانندبدون تغيير باقي مي    14 و   13،  12
بـه  تنها   تغيير كند و ديگر      θr تا   θs   در محدوده ي كلي     تواندخاك مي 

 ـ چنينبه علاوه، با    . شودمحدود نمي  θtمقادير بزرگتر از     ع اصـلاح    تواب
برابـر بـا    ) θs(متناظر با درصد رطوبت اشباع      ، پتانسيل ماتريك    ايشده

 و صفر را نيز     hbسازي محدوده بين    بنابراين، روش مقياس  . صفر است 
، روش 20 تـا   18 بـه بيـان ديگـر، بـا كـاربرد توابـع              .دهـد پوشش مي 

هـاي  بـراي محـدوده پتانـسيل     ) 17(سازي صادقي و همكاران     مقياس
   . شودنهايت بسط داده مي تا منفي بيماتريك صفر

  
  حل تقريبي معادله ريچاردز براي نفوذ آب در خاك

در اين تحقيق، شرايط نفوذ بـه داخـل يـك خـاك همگـن نيمـه                 
 درنظـر  1θ و رطوبت اوليه يكنواخت 0θبينهايت با رطوبت مرزي ثابت  

  :گرفته شد
 0 1(0, ) ,  ( ,0)t z                                         )21(  

شـده  ، شرايط اوليه و مرزي مقياس     10 و   9،  5با توجه به معادلات     
  :آيندزير به دست مي

* * * *(0, ) 1,  ( ,0) 0t z                                 )22(  
*يند نفوذ، برابري    آبراي فر 

1D يكتـايي  هاي مختلف بهراي خاكب 
بـا ايـن شـرط      ). 17(انجامـد   مـي هـا    آن خاك  درشده  هاي مقياس حل

 شده ريچاردز بـا شـرايط مـرزي و اوليـه          ، در حل معادله مقياس    برابري
باشـد، تنهـا    هاي خاك مي   كه مستقل از ويژگي    ))22 (معادله(موردنظر  

*،  17باشد كه طبق معادله      مي vپارامتر وابسته به خاك، پارامتر      
1D  را 

*به  
1K  زمانيكهنشان دادند   ) 17(صادقي و همكاران    . سازد مربوط مي 

*، تاثير تغييرپذيري     اندك هست  اثر نيروي ثقل در شرايط نفوذ     
1K  در 

شده هاي مقياس بنابراين، حل . باشدناچيز مي ) v(اثر تغييرپذيري خاك    
هـا و شـرايط مـرزي       خـاك وسـيعي از    محـدوده   معادله ريچاردز براي    

تغيير مقـادير   (مختلف يكسان بوده و تنها با تغيير شرايط اوليه رطوبتي           
*
1D (تغيير خواهند كرد  .  

* بـه  شـده هاي مقيـاس   حل به منظور تعيين وابستگي   
1D   مقـادير ،

هـاي   كـه بـراي خـاك      ته شد در نظر گرف  اي  به گونه مختلفي براي آن    
بـين اشـباع تـا      (  وسـيعي  محـدوده رطـوبتي   ،  16 طبق معادله    مختلف،
شـده  در هـر مـورد، معادلـه ريچـاردز مقيـاس          . را پوشش دهد  ) خشك

 متناظر با چهار كـلاس بـافتي        vبراي چهار مقدار مختلف     ) 12معادله  (
 = v(، رس سـيلتي  )v = 2.31(، لـوم  )v = 4.43(، شن )17(مختلف 

، به صـورت عـددي و بـا اسـتفاده از روش     )v = 1.69(و رس ) 2.05
   .  محدود حل گرديدهايتفاضل

شـده  شـده نفـوذ، از شـكل مقيـاس        هاي مقيـاس  براي تقريب حل  
  :استفاده شد) 25(معادله سه جزئي فيليپ 
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 شده،  نفوذ تجمعي مقياس*I، آندر 
*
gt زمان غالب شدهمقياسشكل 

ضـرايب شـكل    C و A ،Bشدن اثر نيروي ثقل بر نفوذ آب در خاك و   
شده و نفـوذ    رابطه زير بين نفوذ تجمعي مقياس     . باشندمنحني نفوذ مي  
  ): 17(باشد ، برقرار ميIتجمعي واقعي، 

 
*

0 0 1

I
I

z  



                                                )24(  

هاي خـاك هـستند،   هاي مقياس شده مستقل از ويژگي   كه حل  جاازآن
هاي مختلـف يكـسان و تنهـا تـابعي از            براي خاك  23ضرايب معادله   

*مقادير  
1D بـر ايـن اسـاس، بـراي مقـادير مختلـف             . باشند مي*

1D ،
-هـاي مقيـاس    به حل  23ين برازش معادله     از بهتر  C و   A  ،Bضرايب  

، 24 و   10با كـاربرد معـادلات      . شده چهار خاك مذكور به دست آمدند      
 بـا   23بنـابراين، معادلـه     . كـرد  را از مقياس خـارج       23توان معادله   مي

ضرايب معين يك حل تقريبي براي معادله ريچاردز براي برآورد نفـوذ            
  . دهدآب در خاك ارائه مي

  
  نتايج و بحث

  شده ريچاردز حل معادله مقياس
، بـا توابـع     12 معادلـه مقيـاس شـده ريچـاردز، معادلـه            نتايج حل 

هاي مختلف و دو مقـدار       براي خاك  14 و   13هيدروليكي مقياس شده    
*متفاوت از   

1D مقـادير معينـي از      . اسـت   نشان داده شـده    1ر شكل    د 
*
1D ه به پارامترهاي هيدروليكي و همچنين رطوبت مرزي خـاك           بست
توانند معـرف مقـادير متفـاوتي از رطوبـت اوليـه            مي) 16طبق معادله   (

براي يك خاك با بافـت متوسـط و         (اما به طور كلي     . ، باشند iθخاك،  
*،  )رطوبت مرزي نزديك بـه اشـباع      

1 0.1D    و *
1 0.0001D  ـ  ه ب

. باشـند هاي اوليه نزديك به اشباع و خـشك مـي         ترتيب معرف رطوبت  
 1 در شكل    شده، نتايج مقياس  )17(مطابق با نتايج صادقي و همكاران       

 در  بـا ايـن حـال     . باشـند هاي مختلف تقريبـاً يكـسان مـي       براي خاك 
*(هاي اوليه زياد    رطوبت

1D خـاك   ، انحراف انـدكي در نتـايج      ) بزرگ 
-مينيروي ثقل در فرآيند نفوذ       ناشي از غلبه  شود كه   شن مشاهده مي  

هاي مقياس شده در    شود كه شرط يكتايي حل    يادآوري مي  ()17 (باشد
 اندك  پراكندگيبه دليل   ). باشدشرايط نفوذ ناچيز بودن نيروي ثقل مي      

به   برازش خوبي  23معادله   ريچاردز،   شده معادله هاي مقياس نتايج حل 
اين نتيجه بيانگر اين مفهوم است كه با مقادير         . ها داشته است  حلين  ا

 را بـراي  23تـوان معادلـه    ميC و A ،B منحصر به فردي از ضرايب 
  . به كار برد) به بيان ديگر، غيرمتشابه(هاي متفاوتي خاك
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  529     سازي تقريبي معادله ريچاردز براي نفوذ آب در خاك با استفاده از مقياسحل

t *
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

I *

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

v = 4.43
v = 2.31
v = 2.05
v = 1.69

t *
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
A = 0.875
B = 0
C = 0.429

R2 = 0.996

A = 0.421
B = 0.432
C = 0.160

R2 = 0.999

  
*هاي مختلف با رطوبت اوليه متناظر با اردز براي خاك معادله مقياس شده ريچ نتايج حل- 1شكل 

1 0.1D ) و ) سمت چپ*
1 0.0001D  

 R2. هاي مقياس شده به دست آمدندبه حل) خط ممتد(باشند كه از بهترين برازش اين معادله  مي23 ضرايب معادله C و A ،B). سمت راست(
  .ضريب تعيين مي باشد

 

*براي مقادير مختلـف      C و   A  ،Bضرايب  
1D     ارائـه   1 در جـدول 

هـاي معادلـه    بـه حـل  23اند كه به طور مشابه از بـرازش معادلـه      شده
در همـه مـوارد، ضـريب تعيـين     . اندشده ريچاردز به دست آمده    مقياس

سـازي  دهنـده موفقيـت روش مقيـاس       است كه نشان   بودهبرازش بالا   
 به جـداول    1جدول  . باشدمي) شدههاي مقياس تغييرپذيري ناچيز حل  (
ضـرايب  ها نيـز    شباهت دارد كه در آن    ) 25( واريك و همكاران     4 و   2
A  ،B   و C    به  ) واريك و همكاران   26 و   18معادلات   (23براي معادله ،

ول ادر جـد  . انـد شده ريچاردز، ارائـه شـده     عنوان حلي از معادله مقياس    
ازاي مقـادير مختلـف از رطوبـت اوليـه          اران، ضرايب به  واريك و همك  

بـه عنـوان    (شده و همچنين عامـل شـكل توابـع هيـدروليكي            مقياس
تفاوت در ابعاد جدول    . اند، ارائه شده  )هامعياري براي تعيين تشابه خاك    

توانـد بـه    ، مـي  )سه بعـدي  (با جداول واريك و همكاران      ) دو بعدي  (1
ســازي معادلــه ريچــاردز بــراي اسهــاي مقيــعنــوان يكــي از برتــري

) هـا سازي بدون نياز به شرط تشابه خاك      مقياس(هاي غيرمتشابه    خاك

  . به شمار آيد
كه در بخـش بعـدي نـشان        (لازم به ذكر است كه در اين تحقيق         

* بــه ازاي C و A ،Bبــراي يــافتن ضــرايب ) شــودداده مـي 
1D هــاي

 ـ     *ه نزديكتـرين    مختلف، از ضرايب مربوط ب
1D     اسـتفاده   1 در جـدول 

شـايان  . شده و خطاهاي حاصل از اين تقريب مورد بررسي قرار گرفت          
هـاي رگرسـيوني، شـبكه      مانند مـدل  (ذكر است كه ارائه مدلي تجربي       

*كه بتواند بـه ازاي هـر   ...) عصبي مصنوعي و  
1D   مـشخص، مقـادير 

 را تقريب زند، در حيطه هـدف ايـن مقالـه نبـوده و           C و   A  ،Bايب  ضر
ايـن امـر از     . تواند از جمله اهداف تحقيقات آينده در اين راستا باشد         مي

*شده ريچاردز براي دهها يا صدها مقدار        طريق حل معادله مقياس   
1D 

 ـ   ( در هر حل     C و   A  ،Bو تعيين ضرايب     ا روش ايـن  با روشي مـشابه ب
  .پذير خواهد بود، امكان)تحقيق و يا هر روش مناسب ديگر

 

  شده ريچاردزهاي معادله مقياسحل حاصل از برازش به 23 ضرايب معادله – 1جدول 
*
1D  A B C * 2

gt A   * *
gI t  R2 

1.00E-1 0.875 0.000 0.429 0.766 1.053 0.996 
5.62E-2 0.778 0.083 0.395 0.605 0.842 0.997 
3.16E-2 0.706 0.048 0.520 0.498 0.705 0.998 
1.00E-2 0.604 0.181 0.425 0.365 0.524 0.998 
3.16E-3 0.537 0.260 0.352 0.288 0.418 0.998 
1.00E-4 0.421 0.432 0.160 0.177 0.266 0.999 
1.00E-6 0.365 0.295 0.440 0.133 0.194 0.999 
1.00E-8 0.388 0.000 0.845 0.151 0.200 0.999 
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  سنجي  صحت
شـده، حـل تقريبـي      هـاي مقيـاس   با توجه به شرايط اشتقاق حـل      

 زماني قابل كاربرد است كه رطوبت اوليه خاك         )23معادله  (پيشنهادي  
 بـار  نفوذ، رطوبت سطح خاك ثابت و خلال فرآينديكنواخت باشد و در    

بـا در  . باشـد ) در حالت غيراشـباع (آبي روي سطح خاك ناچيز يا منفي  
هـاي   پيـشنهادي، داده سنجي حل اين شرايط، براي صحتنظر داشتن 

بر روي يك خاك شني و همچنـين       ) 3(آزمايش نفوذ بري و همكاران      
براي نفوذ آب در يك خـاك       ) 4(اي بوهنه و همكاران     هاي مزرعه داده

هاي مربوط به بوهنه و همكـاران،  داده(رار گرفتند رسي مورد استفاده ق   
 بـدون پوشـش     خـاك  (5,1و  ) شـده خاك كـشت   (1,1هاي  از آزمايش 

در مطالعـات مـورد نظـر، رطوبـت اوليـه خـاك             ). اخـذ شـدند   ) گياهي
 2حـدود  (در آزمايش بري و همكاران، ارتفاع نـاچيز آب  . يكنواخت بود 

 )4( بوهنه و همكـاران   . در سطح خاك ثابت نگه داشته شد      ) مترسانتي
 و گزارش كردند    هساز باران براي آزمايش نفوذ استفاده كرد      نيز از شبيه  

سـطح خـاك    )  دقيقـه  6 تـا    4(كه زمان اندكي پس از شروع آزمـايش         
بنابراين، فرض شد كـه شـرايط ذكرشـده         . غرقاب و رواناب جاري شد    

    .ها برقرار بوده است، در اين آزمايش23براي كاربرد معادله 
در .  نشان داده شده اسـت 2توابع هيدروليكي خاك شني در شكل  

توابـع هيـدروليكي    مقـادير برگرفتـه از      دهنـده   اين شكل، نقاط نـشان    
با كاربرد پارامترهاي گـزارش     ) 3(استفاده شده توسط بري و همكاران       

- نمـايي اصـلاح  –باشد و خطوط بهترين برازش توابع تـواني    شده مي 
. دهنـد را نشان مـي   ) 21(گنوختن   و توابع ون   ،19 و   18معادلات  ،  شده
، قـدر   MAE(طور كه مقـادير ميـانگين خطـاي مطلـق بـرازش             همان

در ) شـده و برآوردشـده    گيريمطلق ميانگين خطاي مابين مقادير اندازه     
شـده قابليـت     نمـايي اصـلاح    –توابـع تـواني      دهند، نشان مي  2شكل  

بـا ايـن وجـود،      . دارنـد گنـوختن   تري نسبت به توابـع ون     برازش پايين 
سـازي معادلـه    هـا در مقيـاس    خطاي ايـن توابـع در قبـال كـارايي آن          

  . پوشي باشدتواند قابل چشمريچاردز، مي
 نيز توابـع هيـدروليكي خـاك رسـي مربـوط بـه              4 و   3هاي  شكل
در . دهنـد را نـشان مـي    ) 4( بوهنه و همكاران     5,1 و   1,1هاي  آزمايش

ويـژه منحنـي   بـه ( نمـايي اصـلاح شـده     –اين موارد نيز، توابع تـواني       
. انـد شـده نداشـته   گيـري برازش چندان خوبي به مقادير اندازه     ) رطوبتي

ها بـرازش بـسيار مـوفقي       گنوختن نيز در اين خاك    منحني رطوبتي ون  
دليل عمده اين مساله برازش توامان منحنـي رطـوبتي و            .نداشته است 

بـه منظـور    ) ان خطـا  به حداقل رساندن توام ـ   (تابع هدايت هيدروليكي    
 كه نسبت   باشديافتن يك سري پارامتر مشترك در اين دو منحني مي         

بـه بيـان    . به برازش جداگانه دو منحني با خطاي بيشتري همراه است         
در ) n و α(ديگر، مقـادير بهينـه پارامترهـاي مـشترك در دو منحنـي         

بـه عنـوان مثـال، بـا        . توانند متفاوت باشند  صورت برازش جداگانه مي   
گنـوختن  هاي رطوبتي و هدايت هيدروليكي ون     برازش جداگانه منحني  

 و  48/1 به ترتيب برابر بـا       n، مقدار   )1,1(هاي خاك رس    بر روي داده  
  . آيد به دست مي94/1

ها به همراه شرايط رطوبتي مـرزي و        پارامترهاي حاصل از برازش   
ه ذكر اسـت  لازم ب. اند ارائه شده2هاي نفوذ در جدول    اوليه در آزمايش  

برابـر بـا مقـادير      ) θs(كه در اين جدول، مقادير درصد رطوبـت اشـباع           
 بيـانگر  Ksهمچنين، از آنجاكـه  . باشندشده در مراجع اصلي مي گزارش
باشـد و تـاثير    نفوذ نهايي حاصل از حـل معادلـه ريچـاردز مـي        سرعت

-بينانـه هاي نفوذ دارد، به منظور برآورد واقـع       بسزايي در برآورد منحني   
- نفوذ نهـايي در آزمـايش      سرعتتري از اين پارامتر، مقدار آن برابر با         

به منظور مقايسه بهتر كارايي     . هاي نفوذ انجام شده در نظر گرفته شد       
ديگر پـارامتر مـشترك بـين دو         نمايي،   –گنوختن و تواني    دو مدل ون  

  .نيز براي هر دو برابر در نظر گرفته شد) θr(مدل 
 يعنـي (هـاي تقريبـي     ت آمـده از حـل     هاي نفـوذ بـه دس ـ     منحني

و عددي معادله    )24 و   10 در تركيب با معادلات      23برآوردهاي معادله   
گيري شده توسط بـري و همكـاران   ريچاردز در مقايسه با مقادير اندازه  

بـراي  .  نشان داده شـده اسـت      5در شكل   ) 4(و بوهنه و همكاران     ) 3(
*مقدار   ،23در معادله    C و   A  ،Bيافتن ضرايب   

1D       با در نظـر گـرفتن 
 و ضرايب مربوط بـه      گرديد محاسبه   16، از رابطه    2پارامترهاي جدول   

*كترين مقدار   ينزد
1D    لازم بـه   .  مورد استفاده قـرار گرفـت      1 از جدول

 سـرعت شـده   گيـري  مقادير انـدازه   )4 (ذكر است كه بوهنه و همكاران     
 را گزارش كردند كه براي تبديل آن به مقادير نفوذ تجمعـي از   )i(نفوذ  

  . استفاده گرديد = i dt  ∫ Iبرازش معادله تواني و رابطه
هـاي مختلـف معادلـه      دهد، حـل   نشان مي  5طور كه شكل    همان

شـده  گيريمنطقي از مقادير اندازه   نسبتاً  ريچاردز به طور كلي برآوردي      
 بوهنه و   5,1ها در مورد آزمايش     اين حل هرچند  . اندنفوذ تجمعي داشته  

. انـد شـده تخمـين زده  گيري نفوذ را بيشتر از مقادير اندازه   )4 (همكاران
باشد كه در چند دقيقه ابتدايي ايـن        به اين دليل مي   احتمالا  اين مساله   

، شـرايط آزمـايش     )ل غرقاب روي سطح خـاك     يقبل از تشك  (آزمايش  
فرآيند نفوذ  (حل معادله ريچاردز    يط  شراو  )  ثابت سرعتفرآيند نفوذ با    (

برآورد در مورد آزمـايش     اين بيش . اندشتهخواني ندا هم) با بار آبي ثابت   
رونـد  . خـورد  بر روي خاك داراي پوشش گيـاهي بـه چـشم نمـي      1,1

دهد كه شرايط آزمايش در     كاهشي سرعت نفوذ در اين مورد نشان مي       
تـر هـست تـا شـرايط        يكاين خاك به شرايط نفوذ با بار آبي ثابت نزد         

  . نفوذ با سرعت ثابت
دهد كه در همـه مـوارد، حـل تقريبـي منـتج از              نشان مي  5شكل  

 نمايي اصـلاح شـده      – با حل معادله ريچاردز با توابع تواني         23معادله  
هـاي  هرچند در مورد آزمايش   . اختلاف كمي دارد  ) 20 تا   18معادلات  (

ين دو حل وجـود دارد كـه        ، اختلاف اندكي بين ا    )4 (بوهنه و همكاران  
هـا و تـاثير آن      در اين آزمايش  ) 2در جدول   (به دليل رطوبت اوليه بالا      

  .باشدسازي ميبر عملكرد مقياس
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  531     سازي تقريبي معادله ريچاردز براي نفوذ آب در خاك با استفاده از مقياسحل
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MAE = 0.015 

MAE = 30.12 cm/day 

MAE = 17.16 cm/day 

  
شده، گيريهنده مقادير اندازهدچين به ترتيب نشان، خط ممتد و خطهاي توپردايره). 3( توابع هيدروليكي خاك شني بري و همكاران – 2شكل 

  .باشد ميانگين خطاي مطلق ميMAE. باشند مي)21 (گنوختن، و توابع ون19 و 18 نمايي اصلاح شده، معادلات –توابع تواني 
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دهنده چين به ترتيب نشان، خط ممتد و خطهاي توپررهداي. 1,1مربوط به آزمايش ) 4( توابع هيدروليكي خاك رسي بوهنه و همكاران – 3شكل 

  .باشندمي) 21 (گنوختن، و توابع ون19 و 18 نمايي اصلاح شده، معادلات –شده، توابع تواني گيريمقادير اندازه
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MAE = 0.002 cm/day 

MAE = 0.026 cm/day 

  
دهنده چين به ترتيب نشان، خط ممتد و خطهاي توپردايره. 5,1آزمايش مربوط به ) 4( توابع هيدروليكي خاك رسي بوهنه و همكاران – 4شكل 

  .باشند مي)21 (گنوختن، و توابع ون19 و 18 نمايي اصلاح شده، معادلات –شده، توابع تواني گيريمقادير اندازه
  

هاي مورد مطالعه و شرايط رطوبتي براي خاك) 21 (گنوختن، و توابع ون19 و 18 نمايي اصلاح شده، معادلات – پارامترهاي توابع تواني – 2جدول 
هاي شن و رس به ترتيب از مطالعات بري و اطلاعات خاك. باشندگنوختن مي پارامترهاي توابع ون m وα ،n. هاي نفوذمرزي و اوليه در آزمايش

  .انداخذ شده) 4(و بوهنه و همكاران ) 3(همكاران 
 خاك

 

θs 

 
θr 

 
Ks  

(cm/day) 
hb  

(cm) 
s 
 

v 
 

α  
(cm-1) 

n 
 

m 
 

θ0 

 
θ1 

 

 0.082 0.312 0.57 2.35 0.045 6.95 31.88 55.05 487.44 0.012 0.312 شن
)1,1آزمايش (رس   0.578 0.26 106.56 13.11 65.12 4.80 0.0721 1.89 0.47 0.578 0.453 
)5,1آزمايش (رس   0.516 0.24 129.60 11.48 55.32 4.85 0.100 1.94 0.48 0.516 0.391 

  
- روش مقياس  بالاي  كارايي دهندهخواني اين دو حل نيز نشان     هم

 بـا   ، بـه ايـن معنـا كـه        باشدميسازي پيشنهادي براي معادله ريچاردز      
هاي به دست آمده براي چند خاك خاص براي          حل استفاده اين روش،  

 vدر اين مورد خاص كه مقادير       . هاي ديگري قابل كاربرد هستند    خاك
هـايي  vهمگي خارج از محدوده     ) 2در جدول   ( مطالعه   هاي مورد خاك

انـد، موفقيـت     بـه كـار رفتـه      23هستند كه براي تعيين ضرايب معادله       
  . سازي جلوه بيشتري داردروش مقياس

هاي معادله ريچاردز بـا     شود كه حل   ديده مي  5همچنين در شكل    
كـه  شده در مقايـسه بـا زمـاني          نمايي اصلاح  –استفاده از توابع تواني     

بـرآورد  شـوند، در همـه مـوارد كـم        گنوختن استفاده مي  توابع كاراتر ون  
بـرآورد رطوبـت و هـدايت هيـدروليكي در          اين مساله بازتاب كم   . دارند
كـه تـاثير بـسزايي در فرآينـد نفـوذ           ) نزديك به اشباع  (هاي كم   مكش

بـرآورد بـر اسـاس دقـت     موجه بودن يا نبودن اين كـم  . باشددارند، مي 
امـا آنچـه كـه مـسلم        . يابدار در كاربردهاي مختلف معنا مي     مورد انتظ 

است اين است كه در موارد زيادي، بـه علـت سـادگي كـاربرد شـكل                 
 نمـايي   –مستقل از خاك معادله ريچاردز كه با استفاده از توابع تـواني             

پوشـي  توان از خطـاي موجـود چـشم       اند، مي شده به دست آمده   اصلاح
 حل تقريبي پيشنهادي نـسبت بـه حـل          همچنين، سادگي كاربرد  . كرد

. تواند ايـن اخـتلاف دقـت را پوشـش دهـد     عددي معادله ريچاردز، مي 
يا حتـي بعـضي از مطالعـات    ( در كاربردهاي عملي  23بنابراين، معادله   

تواند جايگزين مناسبي براي حل عـددي معادلـه ريچـاردز           مي) نظري
  . محسوب شود
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MAE = 0.147 cm 

MAE = 0.251 cm 

MAE = 0.411 cm 

MAE = 0.354 cm 

MAE = 0.219 cm 

  
) Bچين، خط(شده  نمايي اصلاح–، حل عددي معادله ريچاردز با توابع تواني )Aخط ممتد،  (23هاي نفوذ حاصل از معادله  مقايسه منحني– 5شكل 

 1,1  در آزمايش)4(، بوهنه و همكاران )بالا) (3(توسط بري و همكاران ) Mنقاط، (گيري شده با مقادير اندازه) C، نقطه – خط(گنوختن و توابع ون
  )پايين (5,1و آزمايش ) وسط(

  
 شده توابع هيدروليكي  گيري بصري بر روي مقادير اندازه     يبا تحليل 

 –تـوان دريافـت كـه توابـع تـواني            مي ) را ببينيد  4 و   3،  2هاي  شكل(
، )3(  بـري و همكـاران     هـاي ، براي خاك  4 تا   2نمايي اوليه، معادلات    

آزمـايش  (و بوهنـه و همكـاران       ) 1,1آزمـايش    ()4( بوهنه و همكاران  
متر،  سانتي –200 تا   –10، به ترتيب در محدوده پتانسيل ماتريك        )5,1

متـر كـارايي دارنـد       سـانتي  –330  تـا     –2متر و    سانتي –1000 تا   –2
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-ها از يك روند تقريبـاً خطـي در صـفحه نيمـه            ها در در اين بازه    داده(
 نمـايي   –ربرد توابـع تـواني      بنابراين، با كـا   ). كنندلگاريتمي تبعيت مي  
 تنهـا زمـاني كـارايي       23سازي و همچنين معادلـه      اوليه، روش مقياس  

ثابت در سـطح خـاك بـراي سـه          ) پتانسيل ماتريك (دارند كه بار آبي     
- سانتي –2متر و    سانتي –2متر،   سانتي –10خاك مذكور به ترتيب از      

وبــت رط (28/0 و 29/0، 043/0متــر كمتــر باشــد و رطوبــت اوليــه از 
بـه  . باشـد  كه محدوديتي عمده مي    كمتر نباشد ) هاآستانه در اين خاك   

شده بـراي   عنوان مثال، اين محدوديت مانع از كاربرد معادلات مقياس        
هاي خيلي خـشك كـه شـرايطي        شرايط نفوذ غرقابي يا نفوذ در خاك      

 اين در حاليست كـه بـا كـاربرد          .شودمتدوال در كشاورزي هستند، مي    
-، روش مقيـاس   20 تا   18 نمايي اصلاح شده، معادلات      –توابع تواني   

-بـي منفـي    در محدوده پتانسيل ماتريك صفر تـا         23سازي و معادله    
 اهميـت اصـلاح   دهنـده اين تحليـل نـشان   . نهايت قابل كاربرد هستند   

  . باشدمي نمايي –شده در توابع هيدروليكي تواني انجام
  

  گيري نتيجه
 نمايي  –توابع هيدروليكي تواني    با فرض   ) 17(صادقي و همكاران    

بنحويكـه  سـازي معادلـه ريچـاردز ارائـه نمودنـد،           مقياسروشي براي   
هـاي غيرمتـشابه،    هاي مقياس شده براي گستره وسيعي از خـاك         حل

 ايـن   .هاي هيدروليكي و شرايط مرزي يا اوليه باشـند        مستقل از ويژگي  
اك در هيچ ها رطوبت خشود كه در آن روش به فرآيندهايي محدود مي    
 نرسد و همچنين پتانسيل ماتريـك       θtمكان و زماني به مقدار كمتر از        

 نمـايي بـه     –در اين مقاله، توابع هيدروليكي تـواني        .  تجاوز نكند  hbاز  
بر پايـه   . هاي مذكور برطرف گردد   اند كه محدوديت  نحوي اصلاح شده  

 با ضرايب مـستقل از خـاك        23سازي پيشنهادي، معادله    روش مقياس 
اند، به عنوان حـل تقريبـي معادلـه ريچـاردز            ارائه شده  1 در جدول    كه

حل تقريبي مذكور بـا     . شودبراي شرايط نفوذ آب در خاك پيشنهاد مي       
مورد ارزيابي قرار   ) 4(اي  مزرعه و   )3(هاي آزمايشگاهي   استفاده از داده  

در صـورت     كـه  توان دريافت بر اساس نتايج به دست آمده، مي      . گرفت
گيـري  اسب توابع هيدروليكي اصلاح شده بـه مقـادير انـدازه         برازش من 

حـل عـددي معادلـه     قابـل قبـول از   يتواند تخمين  مي 23شده، معادله   
 نفـوذ آب در خـاك ارائـه         شـده گيريريچاردز و همچنين مقادير اندازه    

 به عنوان يك    23بر اين اساس و به دليل سادگي كاربرد، معادله          . دهد
معادله ريچاردز و يا ساير معـادلات تجربـي      جايگزين براي حل عددي     

همچنـين ايـن حـل      . شـود نفوذ، براي كاربردهاي عملي پيشنهاد مـي      
ها با اسـتفاده از     تواند به سادگي براي تعيين توابع هيدروليكي خاك        مي

  .كار گرفته شودحل معكوس به
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Abstract 

After introducing similar media theory, many scaling methods were developed and have been widely used to 
cope with soil variability problem as well as to achieve invariant solutions of Richards’ equation. Recently, a 
method was developed for scaling Richards’ equation (RE) for dissimilar soils such that the scaled RE is 
independent of soil hydraulic properties for a wide range of soils. This method uses exponential – power 
hydraulic functions which are restricted to a limited range of soil-water content and matric potential. Hence, this 
method does not apply to the phenomena in which soil-water content and matric potential exceeds this range. 
Therefore, this research was performed to extend the method for a wider range of soil-water content and matric 
potential. This objective was achieved by modifying the exponential – power hydraulic functions and the scaling 
method was extended to the entire range of soil wetness (from saturated to dry). This study was followed to 
solve RE for soil-water infiltration using scaling. To do so, numerical solutions of the scaled RE was 
approximated by a scaled form of Philip three-term equation with soil-independent coefficients. The obtained 
approximate solution was tested using literature data of infiltration experiments on a sandy and two clayey soils. 
Results indicated that the solution can reasonably estimate (with the average relative error at most 9% for the 
cases studied here) measured infiltrated water. Also, it was shown that this solution can accurately approximate 
(with the average relative error at most 4% for the cases studied here) the numerical solutions of RE (for the 
same conditions and hydraulic functions). Hence, because of its simplicity, the solution is proposed as an 
alternative for numerical solutions of RE or other empirical equations for soil-water infiltration. Additionally, 
this solution can be easily applied to determine soil hydraulic functions by inverse solutions. 
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