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  ها  كاربرد روش چند شبكه اي براي حل دستگاه معادلات خطي در تحليل هيدروليكي شبكه لوله

 
  2 محمدرضا جعفرزاده-*1ناصر موسويان

24/11/1391:تاريخ دريافت  
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 چكيده

ل دستگاه معادله خطي، بيشترين هزينه محاسـباتي را در          ح. روندالگوريتم هاي گراديان از معروف ترين روش هاي تحليل شبكه لوله ها به شمار مي              
ماتريس ژاكـوبين در روش گراديـان بـصورت         . داراست بخصوص براي شبكه هاي بسيار بزرگ كه بيش از هزاران متغير داشته باشند             روش هاي گراديان    

هم اكنـون در  . اي استد و قابل حل بوسيله روش چند شبكه      باشنيك ماتريس مربعي نواري است كه درايه هاي آن تابع ميزان جريان و مقاومت لوله مي               
ها براي حل اين دستگاه معادلات خطي استفاده         از روش چولسكي اسپارس به همراه مرتب سازي گره         EPANET و WATERGEMSنرم افزارهاي   

معـادلات خطـي شـده شـبكه لولـه هـا            در حل    AGMG 4 و   AMG-CG3در اين مقاله به كاربرد روش هاي چند شبكه اي پيش شرط ساز              . گرددمي
در تحليـل شـبكه هـاي    دهـد كـه   نتايج نـشان مـي  . گردندپرداخته و با سريع ترين روش هاي تكراري و مستقيم حل دستگاه معادلات خطي مقايسه مي           

بهتـرين   AGMGوش بسيار بزرگ رحلقه اي بهتر از بقيه بوده و در شبكه هاي  AMG-CG وAGMG روش هاي چند شبكه ايآبرساني حلقه اي، 
  .روش حل دستگاه معادلات خطي در تحليل هيدروليكي شبكه لوله ها است

 
   شبكه اي شبكه لوله، تحليل هيدروليكي، روش چند: كليديهاي واژه

  
   4 3  2 1مقدمه 

تحليل هيدروليكي شبكه هاي بزرگ آبرسـاني از مـسائل مهمـي            
 به خود مشغول    كنون محققان زيادي را   است كه از چندين دهه قبل تا      

هـا شـامل بـر معـادلات        معادلات حاكم بـر ايـن سيـستم       . كرده است 
ايـن  . باشـد پيوستگي جرم در هر گره و افت انـرژي در هـر لولـه مـي               

، Qمعادلات بر اسـاس مجهـولات بـه چهـار دسـته معـادلات دبـي،                 
  تقــسيم بنــدي Q-H و معــادلات QΔ، معــادلات Hمعــادلات هــد، 

تم معادلات پيوستگي جريان در گره ها و        در حالت اول سيس   . شوند مي
در حالت  . شوند نوشته مي  Qافت انرژي در حلقه ها بر حسب معادلات         

،  فرمـول بنـدي    Hدوم معادلات پيوستگي در گره ها بـر حـسب هـد             
در حالت سوم معادلات افت انـرژي در هـر حلقـه بـسته بـر                . شوند مي

لـت چهـارم    در حا . شـود  نوشته مي  QΔحسب دبي اصلاح شده يعني      
 و معـادلات افـت      Qمعادلات پيوستگي جريان در هـر گـره برحـسب           

                                                            
  گروه عمران، دانشگاه تربت حيدريه ، دكتريانش آموخته د -1

  ) :naser.moosavian@yahoo.com Email:    نويسنده مسئول-(* 
  دانشگاه فردوسي مشهد، دانشكده مهندسي  استاد گروه عمران-2

 

3- Algebraic Multi-Grid pre-conditioned Conjugate 
Gradient 
4- Aggregation based algebraic Multi-Grid 

  . شود نوشته ميQ و Hانرژي در هر لوله برحسب 
 در  Qنخستين بار هاردي كراس روشي را بر مبناي معادلات دبي

اما همگرايي اين روش بـا بـزرگ شـدن شـبكه             ،)1 (لوله ها ارائه كرد   
شـد بعـلاوه سـرعت       واگـرا مـي    بسيار كند بود و در برخي موارد مـدل        

 كـرد همگرايي به مقدار حدس اوليه دبي در لوله ها بـستگي پيـدا مـي              
بعدها هاردي كراس روش ديگري بر مبناي معـادلات انـرژي در            . )2(

. گره ها ارائه كرد اما اين روش نيز به حدس اوليه بسيار حـساس بـود               
اده از   و اسـتف   H بـر حـسب معـادلات هـد          )3 (راهكار مـارتين وپيتـرز    

رافسون تا حدودي مشخصه هاي همگرايي را بهبـود         -الگوريتم نيوتن 
رافـسون از قبيـل وابـستگي       -بخشيد وليكن ايرادات كلي روش نيوتن     

روند همگرايي به حدس اوليه، دشوار بودن محاسبه ماتريس ژاكـوبين           
در شبكه هاي بزرگ و پيچيده، اصلاح ماتريس مذكور در هر تكـرار و              

.  معكوس سازي ماتريس ژاكوبين همچنان برقرار بود       زمانبري عمليات 
 نـشان دادنـد كـه از ايـن روش مـي تـوان بـراي                 )4 (شامير و هـوارد   

  .هاي با پمپ و شير نيز استفاده نمود شبكه
 بكـار   Qنام تئوري خطي كه براي معادلات دبي         به   )5 (روش وود 

رافـسون همگرايـي كنـدتري      -برده شد نيز در مقايسه با روش نيـوتن        
روش المـان محـدود را بـراي تحليـل          ) 6 (كـولينز و جانـسون    . داشت
 Hسب معـادلات    هاي آبرساني ارائه كردند كه روشي خطي بر ح         شبكه
در اين روش با انتخاب حـدس اوليـه بـراي دبـي، مـاتريس               . باشد مي

  )علوم و صنايع كشاورزي ( آب و خاكنشريه
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شود و با حل دستگاه معادلات خطـي حاصـله،          ضرايب تخمين زده مي   
در مرحله بعد دبـي لولـه هـا بـا           . آيد در هر گره به دست مي      Hمقادير  

توجه به هدهاي گرهـي محاسـبه شـده و مـاتريس ضـرايب بوسـيله                
حاسبه شده در اين مرحلـه و دبـي موجـود در تكـرار              تركيبي از دبي م   

گرددو اين عمليات تا رسيدن به همگرايي مطلوب        قبلي بروزرساني مي  
  .يابدادامه مي

 را بـراي    (GGA1) روش گراديان سراسـري      )7 (توديني و پيلاتي  
ايـن   )8 (قـبلا پـاول   . تحليل هيدروليكي شبكه لولـه هـا بكـار بردنـد          

 مضارب لاگرانژ براي مسائل بهينه سـازي بـا          الگوريتم را با استفاده از    
  Q-Hاين روش بـراي معـادلات تركيبـي         . قيود تساوي ارائه كرده بود    

شود و بطور مستقيم مقادير اصلاح شده مجهولات را         فرمول بندي مي  
در اين روش معـادلات افـت انـرژي در          . كنددر هر تكرار محاسبه مي    

وستگي به صورت قيـد، در      حلقه ها به صورت تابع هدف و معادلات پي        
اين مـسئله بهينـه سـازي بـا         . شوديك مسئله بهينه سازي تعريف مي     

با مشتق گيري از    . شوداستفاده از روش مضارب لاگرانژ، بدون قيد مي       
 Q-Hتابع هدف حاصله، معـادلات كلـي شـبكه آبرسـاني بـر اسـاس                

شـوند   رافسون حل مي   -آيند كه با به كار بردن روش نيوتن       بدست مي 
اين روش سرعت همگرايي را بطـور قابـل ملاحظـه اي افـزايش              . )9(

باشـد و اگـر     دهد بعلاوه تا حدودي نيز از حدس اوليه مـستقل مـي            مي
نقطه آغازي به اندازه كافي به جواب نهـايي نزديـك باشـد بـا مرتبـه                 

، درحـال حاضـر از ايـن الگـوريتم در           )10 (گـردد حداقل دو همگرا مي   
تحليل شـبكه هـاي آبرسـاني بخـصوص در نـرم افزارهـاي تجـارتي                

Epanet و WaterGemsشود استفاده مي.  
انـسيل  اي در حل عددي معـادلات ديفر      هاي چندشبكه از الگوريتم 
. شـود هاي تفاضل محدود و المان محدود اسـتفاده مـي         جزئي با روش  

اي سـازگاري  هاي چندشـبكه معادلات بيضي لاپلاس و پواسونبا روش     
بطور كلي روش هـاي چنـد شـبكه اي در حـل دسـتگاه               . خوبي دارند 

 باشـد،   2معادلات خطي در صورتي كـه مـاتريس ضـرايب اسـتيلجس           
ريس اسـتيلجس يـك مـاتريس معـين         مات. عملكرد بسيار خوبي دارند   

مثبت متقارن است كه درايه هاي غيرقطري آن منفـي و درايـه هـاي               
از يــك روش ) 11 (نخــستين بــار وبــستر. قطــري آن مثبــت هــستند

رد، امـا در ايـن      هـا اسـتفاده ك ـ    اي براي تحليلجريان در لوله    چندشبكه
اي است و بنـابراين معـادلات       تحليل فرض بر اين بود كه جريان لايه       

از الگـوريتم چنـد     ) 12(مهـديزاده و جعفـرزاده      . افت هد خطـي بودنـد     
رافسون در معادلات   -اي براي تسريع نرخ همگرايي روش نيوتن       شبكه

H  يـه و رونـد     ايراد اين روش وابـستگي بـه حـدس اول         .  استفاده كردند
 در  )13 (و همكاران زچين  . همگرايي كندتر نسبت به روش توديني بود      

شرط سـاز    نشان دادند روش چند شبكه اي جبري با پيش           2012سال  

                                                            
1- Global Gradient Algorithm 
2- Stieltjes 

 در حل دستگاه معادلات خطي حاصـل        )AMG-CG( گراديان مزدوج 
از روش گراديان سراسري، ارائه شده توسط تـوديني، در شـبكه هـاي              
بزرگ آبرساني بهتر از روش چولسكي اسپارس به همراه مرتب سـازي        

آنها پيشنهاد دادند براي حـل دسـتگاه معـادلات          . گرهي عمل مي كند   
 سراسري در شبكه هاي بزرگ بهتـر اسـت از           خطي الگوريتم گراديان  

  . استفاده نمودAMG-CGروش 
  

  ها مواد و روش
در تحقيق حاضر به معرفي الگوريتم گراديان سراسري و الگوريتم          

ضـرايب مـاتريس    . گراديان برحسب فـشارگرهي پرداختـه مـي شـود         
شود ژاكوبين در الگوريتم گراديان سراسري در هر تكرار بروزرساني مي       

ر الگوريتم گراديان بـر حـسب فـشار گرهـي ضـرايب مـاتريس               ولي د 
شود كـه مـاتريس     در ادامه نشان داده مي    . مانندژاكوبين ثابت باقي مي   

ژاكوبين در هر دو الگوريتم مذكوراستيلجس است و مـي تـوان بـراي              
حل دستگاه معادله خطي خيلي بزرگ، از الگوريتم هاي چند شبكه اي            

AMG-CG   و AGMG  بـراي مقايـسه از شـش روش         .استفاده نمـود
شـود كـه ايـن روش هـا         سريع حل دستگاه معادله خطي استفاده مـي       

  :عبارتند از
روش مجــذور گراديــان مــزدوج بــه همــراه فــاكتورگيري نــاقص 

  )LU3)CGS+LUINCاسپارس 
روش حداقل باقيمانده بـه همـراه فـاكتورگيري نـاقص اسـپارس             

LU4)GMRES+LUINC( 
به همـراه فـاكتورگيري نـاقص       ده  روش گراديان مزدوج تثبيت ش    

 )LU5)BICGSTAB+LUINCاسپارس 
فاكتورگيري ناقص اسـپارس    روش شبه باقيمانده حداقل به همراه       

LU6)QMR+LUINC( 
 )CHOLESKY(روش مستقيم چولسكي 

روش پيش شرط سـاز گراديـان مـزدوج بـه همـراه فـاكتورگيري               
 )PCG+Cholesky (7چولسكي

بب افــزايش ســرعت ســ AGMGدهــد روش نتــايج نــشان مــي
همگرايي الگـوريتم هـاي گراديـان در شـبكه هـاي بـزرگ آبرسـاني                

 در كليه شبكه هاي مـورد بررسـي         AGMGهمچنين روش   . گردد مي
                                                            
3- Conjugate Gradients Squared Method +Sparse 
Incomplete LU Factorization 
4- Generalized Minimum Residual Method+Sparse 
Incomplete LU Factorization 
5- Biconjugate Gradients Method+Sparse Incomplete 
LU Factorization 
6- Quasi-Minimal Residual Method+Sparse Incomplete 
LU Factorization 
7- Preconditioned Conjugate Gradients Method 
+Cholesky 
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  63     ...كاربرد روش چند شبكه اي براي حل دستگاه معادلات

توان ايـن روش را     رسد و مي  به جواب مي  AMG-CGسريعتر از روش    
بــه عنــوان بهتــرين روش حــل دســتگاه معــادلات خطــي در تحليــل 

  .ساني معرفي نمودهيدروليكي شبكه هاي بزرگ آبر
  

  معادلات شبكه هاي توزيع آب 
شبكه هاي توزيع آب شامل لوله ها، مخازن، پمـپ هـا و شـيرها               

در يك شبكه توزيع آب مجهولات عبارت از دبي و افت هد            . باشندمي
در صورتيكه فرض شـود     . باشددر لوله ها و مقادير فشار در گره ها مي         

 مجهول  M+N-1 باشد، تعداد     گره N لوله و    Mشبكه مورد نظر داراي     
معـادلات  . وجود دارد، بنابراين به همين تعـداد معادلـه احتيـاج داريـم            

موجود در شبكه هاي توزيع آب شـامل معـادلات پيوسـتگي و انـرژي              
بر اساس معادله پيوستگي جمع جبري جريان هاي ورودي و        . باشندمي

  .شودصفر مي jخروجي به يك گره 
)1(  k j

k
Q q  

jq   ميزان برداشت ازگره وkQ         دبي لوله هاي متصل بـه گـره اسـت .
  :گردد بوسيله رابطه زير تعيين ميkh امkافت فشار آب در لوله 

)2(  m
k i j k kh H - H R .Q   

باشند در اين   و انتهاي لوله مي    هد گرهي در ابتدا      jH,iHكه در آن    
 بـسته بـه   mدبـي لولـه و   kQ ام،   kضريب مقاومت لولـه   kR معادله

بـراي مثـال در صـورت       . معادله مقاومت جريان يك عدد ثابـت اسـت        
 SI در سيـستم آحـاد       mو  kRاستفاده از معادله هيزن ويليامز مقـادير      

  :شوندمطابق رابطه زير تعريف مي

)3(  
10.67LkR , m 1.852k 1.852 4.87C Dk k

   

C    وابسته به جنس لوله   (ضريب هيزن ويليامز(، D    قطر لوله و L  طـول 
  .باشدلوله مي
  

  فرمول بندي رياضي معادلات
 )14 (بر اساس رابطه حـداقل سـازي كـولينز   ) 7 (توديني و پيلاتي  

يك رابطه كلي براي تشريح معادلات حاكم بر شـبكه لولـه هـا ارائـه                
  :كردند كه مطابق زير است

)4(  






qQA

HAHAQA

21

0101211 
هـاي    شامل دبي  [np,1]بردار   QT=[Q1,Q2,…,Qnp] در معادله فوق  

 شــامل [nn,1] بــردار HT=[H1,H2,…,Hnn] مجهــول در لولــه هــا،
H0  فــشارهاي مجهــول در گــره هــا،

T=[H01,H02,…,H0nt] بــردار 
[1,nt]      ،شامل فشارهاي معلوم در گره ها  qT=[q1,q2,…,qnn]   بـردار 
[1,nn]   ،شامل تقاضاهاي گرهي  np          ،برابـر تعـداد لولـه هـا nn   برابـر 

 برابر تعداد گره ها بـا فـشار معلـوم           ntتعداد گره ها با فشار مجهول و        

  :يف مي گردد مطابق زير تعر11Aماتريس  .باشد مي
  

)5(  

  
 بـا   -1: دو نكته مهم را مي توان از ماتريس فوق اسـتنباط نمـود              

توجه به اينكه دبي لوله ها در رابطه فوق داخل قدر مطلق قرار دارنـد،               
 11A مـاتريس    -2. كليه درايه هاي ماتريس فوق مثبت خواهند بـود        

  .قطري است
 :گردد نيز مطابق زير تعريف مي12Aماتريس 

 خـارج   i از گـره     jاگر جريان لولـه       )6(
  شود

   متصل نباشدi  به گره jاگر لوله 
   شودi وارد گره jاگر جريان لوله 
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Tو ماتريس   
2112 AA  10ماتريس . استA      دقيقا مـشابه مـاتريس 

12A  12شود با اين تفاوت كـه مـاتريس          تعريف ميA     بـراي گـره 
 براي گره هاي داراي هد      10Aهاي با هد نامعلوم است ولي ماتريس        

  .شودتعريف مي) مانند مخزن(معلوم 
  

  الگوريتم گراديان سراسري
بكه لولـه هـا، روش      يكي از روش هاي مشهور حل معـادلات ش ـ        

 است كه بر اساس روش نيوتن فرمول بندي         GGAگراديان سراسري   
 روند حل به دو فراينـد       GGAدر تحليل هيدروليكي با روش      . گرددمي

شـامل محاسـبه   )  گـام داخلـي  (گـام اول   .گـردد تكراري تقـسيم مـي   
باشد كه با حل دستگاه معادلات خطي تشكيل        متغيرهاي بروز شده مي   

شـامل  ) گام خـارجي  (گام دوم   . آيدتريس ژاكوبين بدست مي   شده از ما  
گـام داخلـي معمـولا     . باشـد بروزرساني مقادير متغيرهـاي مـسئله مـي       

ــباتي را در روش   ــه محاس ــشترين هزين ــين .  داردGGAبي ــراي تعي ب
الگوريتم گراديان سراسري، معادلات اساسي حاكم بر جريان در شبكه          

با مشتق گيـري از عبـارت فـوق         . ريدرا در نظر بگي   ) 4معادله  (لوله ها   
  .رابطه به شكل زير در خواهد آمد

)7(  
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 يك ماتريس قطري اسـت و كـه درايـه هـاي آن              D11در معادله فوق    

  :آيندمطابق رابطه زير بدست مي
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 4در صـورتي كـه از روش نيـوتن بـراي حـل سيـستم معـادلات        

  :استفاده شود، داريم
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باجايگذاري روابط فوق، الگوريتم گراديان سراسري مطابق زير بدسـت   
  .)13 (آيدمي

)10-
  )الف

)10-
  )ب

   
  010

1
112111

1
11212112

1
1121

1ttt1t

tt11t HADAQADAqQAADAH 


 

     
 0101211

1
11

00
1ttt1t HAHAQADQQ  

  
1tبراي محاسبه    H        10( بايد دستگاه معادله خطي در معادله-

AD[AV[حل گرددكه در آن   ) الف 12
1-

1121     يك ماتريس متقـارن 
 است كه خواص آن در ادامه مورد بررسي قـرار مـي            ,nn][nnبا ابعاد 
  .گيرد

  
  يتم گراديان بر حسب فشارهاي گرهيالگور

 و تفاوت آن با الگوريتم      )15(اين الگوريتم توسط توديني ارائه شد       
ضـرايب  . گراديان سراسـري در بروزرسـاني مـاتريس ژاكـوبين اسـت           

ــرار    ــر تك ــري در ه ــان سراس ــوريتم گرادي ــوبين در الگ ــاتريس ژاك م
شوند ولي در اين الگـوريتم ضـرايب مـاتريس ژاكـوبين       بروزرساني مي 
 البته اين امر سبب مي شود تعداد تكرار الگـوريتم         . مانندثابت باقي مي  

جهت رسيدن به همگرايي مطلوب افزايش يابد ولي حجـم محاسـبات            
بـراي  . در هر تكرار نسبت به الگوريتم گراديان سراسري كمتـر اسـت           

تعيين الگوريتم گراديان بر حسب فشارهاي گرهي، معـادلات اساسـي           
  :كنيمحاكم بر جريان در شبكه لوله ها را بازنويسي مي

)11(  






qQA

HAHAQA

21

0101211 
استفاده از هر يك از دو معادله فوق مي توان يك عبارت بـراي              با  

Q اگر از معادله اول استفاده شود، بـردار دبـي لولـه برابـر     .  بدست آورد
  :است با

)12(  ]HAH[AAQ 01012
1

11    
اگر عبارت فوق در معادله دوم قرار گيرد، يك معادله به شكل زير             

  :آيدبدست مي
)13(  -q]HAH[AAA  

01012
1

1121 
  :توان بصورت زير بازنويسي نمودو مي
)14(  

010
-1
112112

1
1121 HAAA-q]HAA[A  

با مشتق گيري از دو طرف معادله فوق عبـارت زيـر حاصـل مـي               
  :گردد
)15(  ][]][[ 12

1
1121 HdqHdHADA   

 14در صورتي كه از روش نيـوتن بـراي حـل سيـستم معـادلات                
  :استفاده شود، داريم
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 باجايگذاري روابط فوق، الگـوريتم گراديـان بـر حـسب فـشارهاي              كه
  :آيدگرهي بدست مي
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1tبراي محاسبه    H           17 بايد دستگاه معادلـه خطـي در معادلـه 

AD[AV[كه در آن     حل گردد  12
1-

1121       يك ماتريس متقـارن بـا 
  .گيرد است كه خواص آن در ادامه مورد بررسي قرار مي,nn][nnابعاد

  
  روش هاي چند شبكه اي جبري

در بــسياري از مــسائل، امــروزه از روش چنــد شــبكه اي جبــري  
AMG         در . شـود  براي حل سيستم معادلات خطي بزرگ استفاده مـي

سـايدل و  -مانند گـوس (عمل كاربرد روش هاي تكراري يك سطحي        
. ستم هاي خطي داراي محدوديت هايي هـستند       براي حل سي  ) ژاكوبي

براي رفع ايـن مـشكلات در حـل سيـستم هـاي بـزرگ، اسـتفاده از                  
.  بسيار موثر و كارامد خواهد بود      AMGهاي سلسله مراتبي مانند      روش

هاي  الگوريتم هاي سلسله مراتبي براي شتاب دادن به همگرايي روش         
  .تكراري در سيستم هاي بزرگ خطي شكل گرفته است

انگيزه بوجود آمدن روش هاي سلسله مراتبي، ناتواني روش هـاي          
كلاسيك و يك سطحي جهت كاهش محاسبه خطا از يك تكـرار تـا              

روش هاي تكراري كلاسيك و يك سطحي اغلـب         . تكرار بعدي است  
روند همگرايي كندي دارند و نمي توانند همه نوسـانات خطـا را بطـور               

 به عبارت ديگـر بـا اسـتفاده از ايـن روش هـا         .)13(موثر از بين ببرند     
مولفه هاي خطا با فركانس بالا بسيار سريعتر از مولفه هـاي خطـا بـا                 

ولي با استفاده از روش هـاي سلـسله         . يابندفركانس پايين تخفيف مي   
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  65     ...كاربرد روش چند شبكه اي براي حل دستگاه معادلات

مراتبي مانند روش چند شبكه اي كليه فركانس هـاي خطـا در سـطح               
رخلاف روش هــاي در ايــن روش هــا بــ .يابنــدمناســب تخفيــف مــي

تعداد تكرار بسيار كمتري براي همگرايي مورد نياز است زيرا           كلاسيك
به عبارت ديگـر    . از شبكه هاي با اندازه هاي مختلف استفاده مي شود         

براي شبكه   با انتقال جواب ها به شبكه درشت تر فركانس هاي پايين          
 تعداد ريز تبديل به فركانس هاي بالا براي شبكه درشت مي گردد و با       

  .تكرار كمتري حذف مي شوند
مـاتريس ضـرايب سيـستم بايـد خـواص           AMGبراي اسـتفاده از   

 را مـي تـوان فقـط در    AMGاز لحاظ تئـوري  . معيني را برآورده سازد  
 را مـي تـوان      AMGاستيلجس بكار برد ولي در عمـل         ماتريس هاي 

نسخه جديدي از   . )16 (براي بيشتر ماتريس هاي معين مثبت بكار برد       
 2010 در سـال     Notayتوسـط    AGMGش چند شبكه اي با نـام        رو

به حافظـه كـامپيوتري كمتـري نيـاز دارد و            اين روش، . )18(ارائه شد   
بنابراين . هاي شبكه در سطوح مختلف آن بسيار اسپارس است      ماتريس

سرعت حل اين روش از نسخه هاي قبلي روش هاي چنـد شـبكه اي           
 سنتي در دهه هشتاد توسـعه       اگر چه روش چند شبكه اي     . بيشتر است 

يافت ولي نسخه هاي توسعه يافته اين روش بـه عنـوان مـوثرترين و               
  .رودمناسب ترين روش جبري براي حل معادلات بيضوي به شمار مي

  
  كليات روش هاي  چندشبكه اي هندسي و جبري

 و hΩبنـدي ريـز   دستگاه معادلات خطي در محيطـي بـا شـبكه        
  : را در نظر بگيريدhه شبكه انداز

)18(  hhh buA   
hA      ،يك ماتريس معين مثبت قطـري hu     بـردار مجهـولات و hb 

اي نظيـر ژاكـوبي يـا       از هر روش تكـراري سـاده      . بردار معلومات است  
امـا  . توان براي حل اين دستگاه معادلات بهـره بـرد         يسايدل م -گوس

هـاي  هاي تكراري رايج، فركانس   بخاطر خصوصيت هموارسازي روش   
عـلاوه،  بـه . يابنـد كندي كاهش مـي   پايين طيف خطا در روند تكرار به      

نشان داده مي شودكه تعداد تكرارهـاي لازم بـراي كـاهش خطـا بـه                
در . بـه تـوان دوم تعـداد مجهـولات بـستگي دارد            برابر،   110ميزان  

 باشد،  hu تقريبي از جواب دقيق يعني     hv، اگر   18دستگاه معادلات   
hhhبردار خطا بصورت   vue   شود و مقدار باقيمانـده      نوشته مي

ــه hhhhاز رابط vAbr  ــي ــت م ــد بدس ــا. آي ــه بن براين معادل
  :توان بصورت زير بيان كردها را ميباقيمانده

)19(  hhh reA   
-كردن شبكه معمولاً با دو برابر كردن اندازه شبكه        عمليات درشت 

2hhبندي يعني    بـا تبـديل يـك    . پـذيرد  در هر جهت انجام مـي
ها از طريق عملگـر  ماندهشبكه ريز به درشت و محدود كردن بردار باقي    

2hشبكه درشت   
hI         شـود و روش    ، منحني همـوار خطـا، نوسـاني مـي

در واقع در شبكه درشت ماتريس تكـرار        . كندتكراري موثرتر عمل مي   
شعاع طيفي كمتري دارد و روند تكراري به خوبي، حالت نوساني خطـا             

يل كاهش تعداد نقاط بـه      برد بعلاوه در شبكه درشت به دل      را از بين مي   
  .كندنصف حجم محاسبات كاهش پيدا مي
 بــر خــلاف روش چنــد (AMG)در روش چندشــبكه اي جبــري 

شبكه اي هندسي به هندسه مسئله نظير دو برابر كردن انـدازه شـبكه              
بلكه دسـتگاه معـادلات خطـي فقـط بـا اسـتفاده از              . شودتوجهي نمي 

ن روش سلـسله مراتـب      در اي  .گردداطلاعات ماتريس ضرايب حل مي    
شبكه درشت زيـر    . شوددرشت سازي شبكه ها بطور خودكار انجام مي       

2hعملگر محدودسازي   . مجموعه اي از شبكه ريز است     
hI    با توجه بـه

بـه   ،ija شود بطوريكه  اگـر درايـه مـاتريس،        شكل شبكه تعريف مي   
 برقرار بوده و نقـاط  j  وiقوي بين نقاط اندازه كافي بزرگ باشد اتصال 

  .شونددر شبكه درشت مطابق دستورالعمل زير تعيين مي
هر نقطه در شبكه درشت با حداقل يك نقطه از شبكه ريز اتـصال   

 .قوي دارد
هيچ دو نقطه اي در شبكه درشت نبايد با يكـديگر اتـصال قـوي               

 .داشته باشند
ت بـه درشـت تـر و        با تبديل شبكه ريز به درشـت و شـبكه درش ـ          

ها در هر مرحله ميزان خطا كاهش يافتـه         محدود كردن بردار باقيمانده   
ايـن  . گـردد و جواب اصلاح شده مسئله، به شبكه اصـلي منتقـل مـي            

  .شود ناميده ميC/Fفرايند گسسته سازي 
  

  شتاب دهنده هاي روش چند شبكه اي
 AMGيكي از روش هاي شناخته شده براي سرعت بخشيدن به           

استفاده از  ) همچنين به عنوان يك حل كننده تكراري يك سطحي        و  (
روش هـاي    ).16 (باشـد  مي 1پيش شرط سازها در روش هاي كرايلف      

كرايلف براي سرعت بخشيدن به روش هاي تكراري در مـواقعي كـه             
مـشكلات  . رودمانعي براي همگرايي اين روش ها وجود دارد، بكار مي      

ير ويژه در سيستم اصلي مقادير ويژه       همگرايي، ناشي از پراكندگي مقاد    
همگرايي روش هاي پيش شرط ساز كرايلـف از روش هـاي            . باشدمي

چند شبكه اي به تنهايي يا روش هاي تكـراري در يـك سـطح بهتـر                 
 AMG-CGدر ادامه به كاربرد روش پيش شـرط سـاز كرايلـف           . است

ــان   AGMGو ــاي گرادي ــي روش ه ــادلات خط ــتگاه مع ــل دس در ح
كي از روش هاي معـروف بـراي سـرعت بخـشيدن بـه              ي .پردازيم مي

هاي چند شبكه اي استفاده از پيش شرط سـاز گراديـان مـزدوج               روش
)AMG-CG (و همكاران    ينچز كه براي اولين بار      است )در سال   )13 

.  از آن در تحليل هيدروليكي شبكه هاي آبرساني استفاده كردند          2012
                                                            
1- Krylov 
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 بـراي اولـين بـار از يـك          AMG-CGدر مقاله حاضر علاوه بر روش       
  و 17 ( اسـتفاده مـي شـود      AGMGروش چند شبكه اي جديد به نام        

 فرايند درشت سازي شبكه به گونه اي اسـت          AGMGدر روش   . )18
كه ماتريس ضرايب در شـبكه درشـت داراي درايـه هـاي غيـر صـفر                 

در ايـن حالـت   .  اسـت 1 اسپارسترAMG-CGكمتري است و از روش     
عـلاوه بـر آن در روش       . له خطي سريعتر خواهد بـود     حل دستگاه معاد  

AGMG             از يك روش گراديان مزدوج ويـژه بـا نـام FCG2   اسـتفاده 
شود كه بـراي حـل مـاتريس هـاي اسـتيلجس بـسيار مناسـب و                   مي

 را  AMG-CG بر   AGMGاين دو خصوصيت برتري روش      . كاراست
  .شودسبب مي

  
  ج  الگوريتم روش چندشبكه اي جبري و گراديان مزدو

hhhبراي حل دستگاه معـادلات خطـي       buA      مـي تـوان از
  روش هاي تكراري  به شكل كلي زير استفاده نمود، 

)20(  h h h 1 h h h
t+1 t t t( ) ( )  u u M b A u  

 از درايـه هـاي   Mhدر روش تكراري ژاكوبي ماتريس پيش شـرط سـاز         
در روش گــوس ســايدل . شــودتــشكيل مــيAhقطــر اصــلي مــاتريس

اگـر  . شـود ساخته مـي  Ahتريس پايين مثلثي ماتريس     از ما Mhماتريس
روش گراديان مزدوج به همـراه پـيش شـرط سـاز بكـار بـرده شـود،                  

  :)17 (بصورت زير خواهد بود الگوريتم آن

1- h
0rرا از رابطهh h h h

0 = -r b A uمحاسبه كنيد.  
t: قراردهيد -2 t t t -1 t

0 0 0 0t = 0, = , = ( )p z z M r  
ــد -3 ــبه كنيـــــــــــــــــــــــ : محاســـــــــــــــــــــــ

h T h
h h h h h h h h h h t t
t+1 t t t t+1 t t t t h T h h

t t

( ) z
= - , = + , =

( )

r
r r α A p u u α p α

p A p
hاگر -4  

t+1r            برويـد، در غيـر      5به اندازه كافي كوچـك اسـت بـه گـام 
  :اينصورت

   :كنيد محاسبه -4-1
h T h

h h h h h h h -1 ht+1 t+1
t+1 t+1 t t t t+1 t+1h T h

t t

( )
= - , = , = ( )

( )

z r
p z β p β z M r

z r
  

  . برويد3و به گام  t=t+1قرار دهيد -4-2
5-h

t +1uجواب مسئله است.  
بردار جهت  tpپارامتر طول تكرار و   tαدر الگوريتم فوق  اصطلاحا    

در گام ( Mhپيش شرط سازAGMGدر روش . جستجو ناميده مي شود
1M بوسيله هموار كننده گـوس سـايدل متقـارن        ) 4-1 LD U 

 مـاتريس   A  ،D مثلثـي  ريس پـايين   مـات  Lتعريف مي شود كه در آن       
مـاتريس درشـت    .  مـي باشـند    A ماتريس بالا مثلثـي      U و   Aقطري  

                                                            
1- Sparse 
2- Flexible Conjugate Gradient 

2توسط عملگر گالركين     2 2h h h h
h hM I M I    ساخته مي شود كـه در

2h=آن  
hIT

2
h

hIبراي حذف فركانس هاي خطاي باقيمانده، بـا        . است
، درشت ترين شبكه حل مي      LAPACK روش سريع خطي     استفاده از 

بـه شـبكه اصـلي انتقـال         zدر گام بعد مقدار اصلاح شـده        . )18 (شود
  . ادامه پيدا مي كند1-4يابد و گام  مي

ــات روش  ــات روش )17  و16( در AMG-CGجزئيــ  و جزئيــ
AGMG شرح داده شده است) 18(در.  

  
   شبكه اي در تحليل شبكه لوله هادكاربرد روش چن

همانطور كه در بخش هاي پيشين ذكر شد، تمركز اين مقالـه بـه              
 اختصاص  GGA براي تسريع گام داخلي روش       AGMGكابرد روش   

اهميت حل سريع اين گام محاسـباتي بـه ايـن دليـل اسـت كـه          . دارد
بيشترين هزينه محاسباتي در روش هاي گراديان به اين قسمت تعلق            

ــط در    . دارد ــبكه اي فق ــد ش ــاي چن ــوري روش ه ــر تئ ــه نظ از نقط
مـاتريس اسـتيلجس    .  قابليت همگرايي دارند   3هاي استيلجس  ماتريس

يك ماتريس معين مثبت متقارن است كه درايه هاي غيـر قطـري آن              
كـه در   Vبنابراين بايد ابتدا نشان داده شود كه مـاتريس          . منفي هستند 

  .  استيلجس است ارائه شد، يك ماتريس5 و 4هاي  بخش
AD[AV[در صورتي كه ماتريس      12

-1
1121       بطـور دقيـق تـر 
 مطابق زيـر تعريـف      A21 و   A12بررسي گردد، باتوجه به ماتريس هاي       

  :شودمي
  k=iاگر   )21(

 و  i به گـره     jاگر لوله   
   متصل باشدkگره 

  در غير اين صورت

 

 














 



0

][ 1
jj

j

1
jj11

k,i 11D-

D

V
  

 مثبت هستند، بدون در نظـر       D11اتريس  با توجه به اينكه درايه هاي م      
گرفتن شكل فيزيكي شبكه نتيجه مي شود كه درايه هـاي روي قطـر              

 V هميشه مثبت و درايه هاي غيرقطـري مـاتريس           Vاصلي ماتريس   
براي هر شـبكه لولـه      Vبه عبارت ديگر ماتريس     . هميشه منفي هستند  

  .دلخواه يك ماتريس استيلجس است
حـل دسـتگاه معـادلات خطـي در         تـوان بـراي     بدين ترتيـب مـي    

هاي گراديان سراسري و گراديان برحـسب فـشارهاي گرهـي از             روش
  .روش هاي چند شبكه اي استفاده نمود

 
  مثال عددي 

بـزرگ  در اين بخش روش هاي حل كننده خطي در شبكه هـاي             
كليه محاسـبات و برنامـه هـاي حـل          . آب بررسي و آزمايش مي شوند     

 . اجـرا شـده انـد    MATLAB افـزار    دستگاه معـادلات خطـي در نـرم       

                                                            
3- Stieltjes 
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  67     ...كاربرد روش چند شبكه اي براي حل دستگاه معادلات

 گـره را در نظـر       N×Nمجموعه اي از شبكه هاي حلقـوي مـنظم بـا            
، 20،50برابر  ) تعداد گره ها در هر رديف يا ستون        (Nبگيريد كه در آن     

 بـه شـدت     N مي باشد، حجم محاسـبات بـا زيـاد شـدن             200 و   100
 20 × 20، يـك شـبكه      1به عنـوان نمونـه در شـكل       . افزايش مي يابد  

 متـر و قطـر كليـه        100طول كليه لوله ها برابر      . شان داده شده است   ن
در هر كدام از گره     .  ميليمتر در نظر گرفته شده است      200لوله ها برابر    

 ليتر  1ها مقدار تقاضاي گرهي با استفاده از اعداد تصادفي بين صفر تا             
و GGAشبكه هاي فوق بوسيله روش هاي      .بر ثانيه انتخاب شده است    

 بر حسب فشارگرهي تحليل مـي شـوند و دسـتگاه معـادلات              گراديان
 تكـراري و مـستقيم    سـريع    روش   8خطي حاصله در هر تكرار بوسيله       

  :اين روش ها عبارتند از. گرددمختلف حل مي
روش مجــذور گراديــان مــزدوج بــه همــراه فــاكتورگيري نــاقص 

  .)LU1)CGS+LUINCاسپارس 
 نـاقص اسـپارس     روش حداقل باقيمانده بـه همـراه فـاكتورگيري        

LU2)GMRES+LUINC(. 
به همـراه فـاكتورگيري نـاقص       روش گراديان مزدوج تثبيت شده      

 .)LU3)BICGSTAB+LUINCاسپارس 
فاكتورگيري ناقص اسـپارس    روش شبه باقيمانده حداقل به همراه       

LU4)QMR+LUINC(. 
 .)CHOLESKY(روش مستقيم چولسكي 

تورگيري روش پيش شرط سـاز گراديـان مـزدوج بـه همـراه فـاك              
 .)PCG+Cholesky (5چولسكي

روش چند شبكه اي جبري به همراه پـيش شـرط سـاز گراديـان               
 .)AMG+CG(6مزدوج 

 .)AGMG(7روش چند شبكه اي جبري بر اساس متراكم سازي 
، CGS ،GMRESهــــر يــــك از روش هــــاي كرايلــــف    

BICGSTAB  ،QMR و PCG        بدون استفاده از پيش شرط سـازهاي 
LU   د در شبكه هاي مذكور به همگرايـي دسـت          توانن و چولسكي نمي
زيرا در حل دستگاه معادلات بزرگ، روش هاي تكراري قادر بـه            . يابند

  . حذف فركانس هاي پايين ترم خطا نيستند
ر كلي نوع روش بكار برده شده در حل دستگاه معادله خطـي،             وبط

                                                            
1- Conjugate Gradients Squared Method +Sparse 
Incomplete LU Factorization 
2- Generalized Minimum Residual Method+Sparse 
Incomplete LU Factorization 
3- Biconjugate Gradients Method+Sparse Incomplete 
LU Factorization 
4- Quasi-Minimal Residual Method+Sparse Incomplete 
LU Factorization 
5- Preconditioned Conjugate Gradients Method 
+Cholesky 
6- Algebraic Multi-Grid +Conjugate Gradients Method 
7- Aggregation Based Algebraic Multi-Grid Method  

تاثيري بر  نرخ همگرايـي روش هـاي تحليـل هيـدروليكي نـدارد بـه         
 در اين بخش به بررسي يك گام محاسـباتي هـر يـك از               همين دليل 

روش هاي گراديان سراسري و گراديان بر حـسب فـشارهاي گرهـي              
دستگاه معادله خطي در دو روش فوق دقيقا يكـسان          . شودپرداخته مي 

زمان محاسبات در روش هاي حل دستگاه معـادلات خطـي بـا             . است
6e.1شرط        ر آنجا    بدست مي آيد كه د     نرم باقيمانده بـر 

اســاس مقــدار حــداكثر اخــتلاف بــين مجهــولات در دو گــام متــوالي 
  .شودمحاسباتي تعريف مي

)22(  
iεmaxε   

زمان همگرايي حل دستگاه معادلات خطي توسط روش        2در شكل 
ــراي شــبكه هــاي    و 100×100 ، 50×50 ، 20×20هــاي مختلــف  ب

 مقادير دقيـق  1جدول  .بصورت لگاريتمي مقايسه شده است 200×200
در . زمان محاسباتي حل دستگاه معـادلات خطـي را نـشان مـي دهـد          

 طولاني تر از سـاير      AMG-CG زمان همگرايي روش     20×20شبكه  
 و  EPANETروش هاست و روش چولـسكي كـه در نـرم افزارهـاي              

WATERGEMS       رين زمـان   گيـرد كوتـاهت    مورد اسـتفاده قـرار مـي
ساير روش ها داراي زمان همگرايي تقريبا يكـساني         . همگرايي را دارد  

 زمان همگرايي روش هـاي تكـراري شـامل      50×50در شبكه   . هستند
CGS+LUINC  ،GMRES+LUINC  ،BICGSTAB+LUINC 

 نسبت به ساير روش ها بيشتر شده است و روش           QMR+LUINCو  
AMG-CG        كـرد بهتـري     روش فـوق عمل    4 در اين شبكه نسبت بـه

. ولي همچنان روش چولسكي كمتـرين زمـان همگرايـي را دارد           . دارد
 نيز داراي زمان همگرايـي تقريبـا يكـساني بـا       AGMGهرچند روش   

ــي ــسكي مـ ــدروش چولـ ــزرگ . باشـ ــبكه بـ  روش 100×100در شـ
PCG+CHOLESKYولــي ســاير روش هــاي . شــود همگــرا نمــي

در زمان تقريبا برابـر     كنند،   استفاده مي  LUتكراري كه از فاكتورگيري     
 كمتـرين   AGMGدر ايـن شـبكه روش       . شـوند يك ثانيه همگرا مـي    

ــسكي و   ــاي چول ــي را دارد و روش ه ــان همگراي  در AMG-CGزم
در شـبكه بـسيار بـزرگ       . گردند ثانيه همگرا مي   2/0زماني تقريبا برابر    

 روش هاي چند شبكه اي عملكرد بسيار مطلوبي دارند و در    200×200
 كمتـرين زمـان    AGMGروش  . شـوند  ثانيه همگـرا مـي     كمتر از يك  

ــي را دارد ــر AMG-CGروش . همگراي ــسكي زودت ــز از روش چول  ني
  . شودهمگرا مي

  
  و بحثنتايج 

در مقاله حاضر بطور كلي سه نوع روش مختلف براي حل دستگاه            
روش هـاي   -2روش هـاي مـستقيم      -1: معادلات خطي بكار برده شد    

  .  ايروش هاي چند شبكه-3تكراري 
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 20x20 يك شبكه لوله -1شكل

  
روش هاي مستقيم بسيار سريع و كارا هستند ولي با بزرگ شـدن             
شبكه نياز به حافظه كامپيوتري زيادي دارند به همين دليل علي رغـم             
عملكــرد مناســب روش چولــسكي در شــبكه هــاي كوچــك، ســرعت 

 .يابــد كــاهش مــيهمگرايــي ايــن روش هــادر شــبكه هــاي بــزرگ،
هاي تكراري نياز به حافظه كامپيوتري زيادي ندارند ولـي بـراي             روش

تسريع سرعت همگرايي به روش هاي پـيش شـرط سـاز مناسـب بـا                
روش هاي چند شـبكه اي بـا تركيـب           .مسئله مورد بررسي، نياز دارند    

روش هاي تكراري و روش هاي مستقيم بسيار سريع و كارا هـستند و             
همانطور كـه مـشاهده شـد       . ظه كامپيوتري زيادي ندارند   نيازي به حاف  

در شبكه هاي بـزرگ     AGMGروش هاي چند شبكه اي بويژه روش        
 گره زمان محاسبات كمتري نسبت به ساير روش هـا           2500با بيش از    
: بدين ترتيب به عننوان نتيجه نهايي مـي تـوان گفـت           . كندصرف مي 

 و بـراي شـبكه      بهتر است در شبكه هاي كـوچكتر از روش چولـسكي          
 در  AGMG گره از روش چنـد شـبكه اي          2500هاي داراي بيشتر از     

ساير روش . حل دستگاه معادله خطي روش هاي گراديان استفاده نمود
هاي تكراري نيز در شبكه هاي بزرگ قابل رقابت با روش هاي چنـد              

  .شبكه اي و چولسكي نيستند
ه هـاي   اهميت اين كاهش زماني محاسبات، در نشت يـابي شـبك          

شود، زيرا در اين نوع مسائل شـبكه        آب و يا كاليبراسيون مشخص مي     
همچنـين در بهينـه سـازي       . شـود مورد بررسي هزاران بار تحليل مـي      

شبكه هاي آبرساني پـس از هـر بـار انتخـاب قطـر يـك بـار تحليـل               
شود و بنابراين بهينه سازي شـبكه هـاي بـزرگ           هيدروليكي انجام مي  
هزار بار تحليـل هيـدروليكي اسـت كـه در ايـن      آبرساني نيازمند صدها 

  .حالت، زمان تحليل ممكن است تا چند ساعت كاهش يابد
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  69     ...كاربرد روش چند شبكه اي براي حل دستگاه معادلات

  )ثانيه( زمان همگرايي روش هاي مختلف در يك گام تحليل شبكه هاي مختلف -1جدول
 50X50=اندازه شبكه 20X20= اندازه شبكه  

 روش تحليل
حل كننده دستگاه معادله 

 خطي

ك تكرار زمان محاسبه در ي
 )ثانيه(

زمان محاسبه در يك تكرار 
)ثانيه(  

CGS+LUINC 0.0072 0.081 
GMRES+LUINC 0.0061 0.076 

BICGSTAB+LUINC 0.0079 0.087 
QMR+LUINC 0.0078 0.115 
CHOLESKY 0.0016 0.021 

PCG+CHOLESKY 0.0062 0.032 
AMGCG 0.0156 0.0468 

گراديان سراسري و گراديان بر حسب فشار 
 گرهي

AGMG 0.0064 0.024 

 200X200= اندازه شبكه 100X100= اندازه شبكه  

 روش تحليل
حل كننده دستگاه معادله 

 خطي

زمان محاسبه در يك تكرار 
)ثانيه(  

زمان محاسبه در يك تكرار 
)ثانيه(  

CGS+LUINC 1.011 11.533 
GMRES+LUINC 0.845 9.269 

BICGSTAB+LUINC 0.987 10.962 
QMR+LUINC 1.43 15.386 
CHOLESKY 0.157 1.675 

PCG+CHOLESKY همگرا نمي شود همگرا نمي شود 

AMGCG 0.203 0.811 

گراديان سراسري و گراديان بر حسب فشار 
 گرهي

AGMG 0.101 0.499 

  

 
  ختلف زمان همگرايي روش هاي مختلف در يك گام تحليل شبكه هاي م-2شكل
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    نتيجه گيري

 براي حل دسـتگاه  AGMGدر اين مقاله از روش چند شبكه اي         
معادله خطي حاصـله از تحليـل شـبكه هـاي آبرسـاني بوسـيله روش                

GGA         ايـن روش   . و روش گراديان بر حسب فشار گرهي استفاده شـد
در شبكه هاي بزرگ با هزاران لوله داراي بيشترين سرعت همگرايـي            

 بكـار   EPANETبه روش چولسكي كه در نرم افزار        مي باشد ونسبت    

بـا توجـه بـه اينكـه زمـان          . برده شده است كارايي مناسب تـري دارد       
همگرايي در شبكه هاي آبرساني بـزرگ مقيـاس از اهميـت بـسياري              

 2500برخوردار است، پيشنهاد مي شود براي شبكه هـاي بـا بـيش از        
دسـتگاه   بـراي حـل      AGMGلوله به جاي روش چولـسكي از روش         

معادلات خطي حاصله در روش هاي تحليل هيدروليكي فوق اسـتفاده           
  .گردد
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Abstract 

The gradient-based algorithms are widely used for hydraulic analysis of pipe networks. Solving system of 
linear equations has the most computational cost in the gradient-based methods particularly for large networks 
with more than hundreds of variables. The Jacobian matrix form in the gradient-based methods is square and 
banded. Elements of this matrix are function of flow rate and hydraulic resistance of pipe. The sparse Cholesky 
method with node reordering is commonly applied for solving system of linear equations in the EPANET and 
WATERGEMS softwares. As an alternative, the Jacobian matrix can be solved using the Multi-Grid method. 
This paper studies the application of pre-conditioner methods such as AMG-CG and AGMG for solving the 
Jacobian matrix and compares its results with other iterative and direct solvers. According to the results, AGMG 
demonstrates better performance than AMG-CG in all studied cases and it is the best method for solving system 
of linear equations in hydraulic analysis of huge pipe networks. 
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