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.� Size effects 
.* Law of Large Numbers 
." Grainier  
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< %;C EF8 (d�. a�

 �;;��C %;;�5> ?;;C�D �;;0.M �$)�;;� =;;�� K�;;V�/�;;C ��$ B;;0� ��

7�0��R�8$ ���;3� �$ %;G (;8� Ke5G 7$�W�;8� �M �� �5.�;. �

���.�/�/$$�V.(

".2.��?�� :���������	
���� 

�$ ?���� �$ ��C =�&���7$b�;� (S;� [�;> ?;��c������;� �

;&5'� /;��I� %;C �r�;�G K� � %&�'� K� {��R. �C �/��@���M�

�;C �M Q��;W> � K;e5G 7�0��R�;8$ �;C BG�;< K���3�$5��>

 (;;;;;;H�$�� [���;;;;;;�� K;;;;;;���3�$5��>])��) [._���

"K;;���3�$5��>5.�. "7� ��;;@�� t;;85> ��;;C =���;;-. 
;;�.

=�&�d��ex%&�'� �$ 	
� �$ 7��Nature %G /��3I� %C ��(;�UV
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%��� ��G %C (8� ]))[.

&�I��	p� (/��� �$ ?�;&� %;8 %;C �:�5;< =/[�;8 ��;0e 

�$ ��yM �$ �� ������� $��o� (S� /$5;� .[�;dD� �� Z;�

I�����	6 /�� %C�	����3� � 45	6 7&�8 �$ 5.�. 7�0 H� �� ��7

��A�.� �C�&�'� K�:�>5G ])![%C ���M $�7��;C�$ ��;�v;od� =

�C �%�H�$�� ��=� ?SW� ��� [�<�r�;�G ��;�� %;C �� %;&5'� =

(8� :$5�. ��UV�� �5GU�.

� [����� tC����
��5@;8��G�� K/$�5;� �$ �7�0��R�;8$ 

��C � :$5d. �$�p ?@� �M %C a��5�6 Ke5G7�C �0.M �bp� ;��

��. Q��k�/@e5G �� /���;.� �� �$ �� :�R�;8$ ;�$��� t;C��� =

$5;;�. .� ��;;� %;;.5V =�0��R�;;8$ %;;C a�;;d&�y :���;;�� 7�0��R�;;8$ 

���5.�.7�� $�/$5�.

� �$��� �� �(��D =�� $�@�;8��C �$ �� ?/$5��> ���3 ;� K

7�0��R�8$ Ke5G ])�[S;W> %C�?:$5;�. ��;C � t�;C %;C �

I85>��\. 7�M/;� B���$�;� .�;��� =�$�;@�����;.��� $�;@�?

�-C���c��. �:�(8� :�� .� K�G �C ZY8���. =�W�;8� � �:$�

 ��".�@�����M K7;8bG �K"�;3e t;C��� �7�;C ��;d>�� �$ �� 

���V f�5H/�7�0��R�8$ Ke5G (8$ %C��5H �B��M$.

8��C �$/$5��> ���3���� K��33G (�7�0��R�8$ �K;e5G 

%C �� $5H/��0��R�8$ � $��o� /3G��M a��� %G BK;e5G ��;D

 $5��> %G �3������3��5@8��G�� K/�0.M $�5� �$ ���d. �$�p

 .�k ���M a� �� :�R�;8$ f�5;H �0.M �$ ��5�C %G �3��� m�
C ��D

��$�G ��� %�85 .��y �$ ���� ���Q�5p =�3I/���.� %].�3e �

�< %C :�R�8$7� f�5H %G $5� Ke5G �R�;85/�� �� $5;H 

�C :�R.M ��3�$ (8$��� %C �7:$�W�;8� ?;��W> �� T�A� 450W� 

3G�B])�[�5< �� ���H %G�(8� ���< voC .

"./.@�A� 6#�7 !� B0 6#�7 �5���#� � �%�* &�5� � 

;;�3C Q��;;W> K;;�$�7�;;�$5��> ��;;��� �����;;3�@/7�0��R�;;8$ 

�5@8��G��/�;C 7�0��R�;8$ � K;e5G ;�=�:�R�;8$ %;G (;8

 � 5&� �Ke5G�����C [$�I> [�< �$ %@3%C5o. 7o� %C�F/%;G 

(;;8� %;;���V ���;;D �M �$ (;;8� %��;;C��.�;;3I/f�5;;H

____________________________________________ 
. Subdivision potential approach 

 �(�;�. t�o� f�5H �� ?'��� �Ke5G :�R�8$ /@���3�$5��>

 /@���;3�$5��> f�5H � ����� %G (8� t�o� f�5H =�� %@	C

 /� (0� �� Ke5G :�R�8$ ��$ .��5�5� =�� �$5�. ��C �� ?dD

%l (8� �3�$58 %�X. =�� 7��M$��:

�C ��d>�� �$�0��R�8$ �;�.�X� :�V�;�$ �� /�5X;8��l�� 7

7���M�[����� 450W� $�R3�x��� %q��� 
d�V t85> ��C =�&�� %l 

/;� �D�� :$�W�8� $�5� ����C $5;� .%;l (;��$ %;�5> �;��C �;��

%C Q��W�� 7��$�R3� 7��V��l /8��C (0� 7���M ��.�X� �$

 =���0��R�8$ ��� %�d&� %l (8� />�d8�o� ��
C� �� a���p �%.5V

�� ��
�� �C 7��k|>�(��$ ���5-. %	.

••••!���.� C�D� E
F� � �%�* &�5� � B��� �# 
%C /X���;3�$5��> f�5;H /;8��C �5\3� %C �� �V� �[�g� ��536

 �/�5X8��l�� :�R�8$ �� �M7��$�R3� �� �� �� �C �� 7$��;3C 

)NVT(�7$��3C ��X��)NVE(�;� � �7$��;3C �;.�V)VTµ(�

B��$ ���D %I&�F� $�5� :��y /� %	p�< ����. :�R.M �ab��l (���C

 �3;��C T;dF3� B;� �C .7�;�$�R3� �� :$�W�;8� ��;R�$ 4b;l %;C

 [5;;��� 7���$ (;;'�'< �$ %;;l �5V�;;.5V ��;;3C�0�� Q��;;W�� 7

��.�R��X� �;
3� �<�� r�5� �� %C �f�H :�R�8$ �� 7��C 

/� �:�R�;8$ /	H�$ 7_�.� ���'� abg� %l (��. =�3e � $$�V �;C 

$�W�8� %;C �;R�$ $�R3� �C Q��W�� 7���'� ���$�R3� �� /X� �� :

��$ (8$ .$�5� �$ ����0��R�8$ =��;C %��;D =;�� ��e5l 7

(�;�. �$�;p ?X� .%;l $�;R3� /;I�dP 7�;���^�� B;X< �$ 

/F�o� 7����^�� �C � (D$ %C ���C ��3��� �e5l :�R�8$ 7��C 

�.$�V r�-�.� %&|�� �C Bl�< t���� %C %�5> .?;�&$ %;C a�5;p�

 =;�� �;'. �t�;o� f�5H %C �e5l :�R�8$ f�5H /R��C��

 /� ��� �
.M �> /F�o� 7����^�� /;�. �;R�$ %;l $�� %;C ��5;>

 7$�;R3� �;� �� ��;e5l :�R�;8$ �;� 7��;�M /8��C �5\3�

 . :$�W�8� ,$5� :�R�8$ /8��C 7��C %l 7$�R3� /I�dP 7����^��

 �(8� :�� %���V ��l %C �e5l a���
& /R3��;�� :5o. �� ���C 

�3;��C %���$ �e5l :�R�8$ /F�o� 7����^�� �C /.��� =�� �.

=�� ��� %;.5Re �� �;e5l :�R�8$ /F�o� 7����^�� %l �8�� 

____________________________________________ 
.) Ensemble 

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 0  $%&�'� (�)*�+� ,'-.�� �, /����.,��'����* ������� 
��
� 	"

�B�3l =��I> ���C �� �C Bl�< t���� %C /R��C �	�%;I&�F� $�5;� 

$��$ .t�;o� �;C �� �e5l :�R�8$ ?��I> ���C ���C� %l �3I� =��C

 7�;3���� %;e (;o> :�R�;8$ %l B�3�dC � :$��M �\. �$ �5�����

(8� %���V ���D.

�5@;;8��G�� :�R�;;8$ �$ abg;;�/RC �;;\. �$ �� ��;;� �;;C %;;G �

�
<7�;;0 ����;;@V�;;��V �;;d3� �;;C 9�;;�> �$ /��;;�$ �$ 7T

��� ��3��� �@/���$ 7(;C�k Q��s $��;I> N)%��;C :�R�;8$ (�

$��;;R7���$ 7Q��s t;;85�� $��;;I> N)��;;C :�R�;;8$ ((;;8� .

;��� �;d3� �C 9��> �$ 4�$ :�R�8$/.;�(�;� 
.�;V� �5;3G�

�.����� ?����/��5P �M �$ 7%G ���C NN =B;y� %;C :�R.M �

��=:�R�8$ �$ %Go��F7�0 .5V�.5V /� %C�
> �� /f�5H ��33G

$5��>���3�@/ab��G �0.M �(8� ���@ .�;��;3I� %;C =7[b'�;8� 

�5@8��G�� :�R�8$/o� �� �(8� t.

��K3�K��5d.�cFH /BG��> U��.��� �N�$ %;G �� [5@&5� 

�C 9��>����V �d3� K/�;g3H /�;�$ �;C 7T;� �(;8� /��5;>

%C ��536�:�R�8$ K(��V �\. �$ Ke5G .��;C �d3�7:�R�;8$ 

B@< �$�o� K�� ?�6 t/�3G .&$ %;C ;� BG��;> ?U;��.��$5;C �

%C ��A� �� �:�R�8$ ��536�^�� K�u�p ?'��� �;� �\./�;3lB.

^������7N�T$�'� %G �� �;o� h;.�� �� �0.M ��:�R�;8$ �$ t

� %���$ :�R. (C�k Ke5G/�$5;�^����;��7o��;F/x:�R�;8$ 

�/5V��B.3G %�5>�^�� %;G ���;��7o��;F/:�R�;8$ f�5;H �

;o� h.�� �� %G �3��� Ke5G�[�;�6� K;e5G :�R�;8$ �$ t

�/�.5� .���$ �5GU;� :�R�8$7;�;I� ���;'� K�;����.M =/ S

��. %G (8�/&�'�.� (G�< �� /AH�e �/��I>�� �/�M Q��s 

(8� .��<�$ Ke5G :�R�8$ K�� �C %C�A� �R�;C �� :�R�8$ =�

^������7o��F/T�µ� �\. �$/V���B.� Q��W>�:�R�8$ =

&�� �C/� �$ �=����V �d3� �C 9��> �C :�b6 %G (8/��;C �;�K

��� �d3�/&5@&5� ���� Z3� �� �0.�(8� [$�I> �$ 
):�R�8$

��C (%C%.5V �7%;G N���;� 7�;C N�;��C .;V� ;����.M �/�;�=

�� :�R�8$��)S���'� :�R.M ���C )S� �;C :�b;6 ;�=�C�;> %;G

 � ?��56����. �(8� %�WV/��:�R�;8$ Q��s $��;I> �$ ��85. 

____________________________________________ 
. Aggregate 

.) Environmental variables 

.�(�� 
)��;C %;.5V �� ��/;�\./� ���H�;8 �$ ��5@;8��@/

�
�� %C �
3� �:�R�8$�����.M �/�/$5� .(��$�5;� �$ ?;��6 =

&$ %;C �[�� Ke5G :�R�8$ ;� ;o� ?�;p�H t/���;D �M �$ %;G 

(���. $5�� �$5C %���V .� �C�3C�����.M =/�;�V�
C 4�$ :�R�8$ 

����.M ��/$5C ���5H [�� :�R�8$ ])�[	G �U& ���p�5H /%;G 

5o. %C7����.M �C /��5GU;� :�R�8$ �$ �$ ��3P�d>�� �$ :�R�8$ 

�3>��W�� .C %G (8� />��W> �� /��. t'� � t'� ��� =�� (	6 =�

$��$ $5�� �0F�o�.

� ���� �
3/�. ��5>�%;C Ke5G :�R�8$ f�5H %G (��V %


;;o� f�5;;H�R��;;C t/$��$ .� ��;;�=��;;C ��7;;8��C /��;;��� 

$5��>���3�@/&�� �Ke5G :�R�8$ �� 4�D =�=�^�� %G (8����7

o��F/I> �M �$ �� ��3G =�B.

".3.����	� ������� �	���
 

&$�I��8�8� /$5��> �3���K)&$�I��) ((�;3�$ ��A;. ��?;��56 

$ �k����_�.7��5@8��G�� :�R�8$ K/(8� .K;e5G �;C �;��

 ���.� ����:�R�8$ 7$��I> $ ?��56 �. �R�_�;.� �$ 
7:�R�;8$ 

���$7��� �� (/�.5� .� �� �5\3��_�.� �?��56 =/��;0� �3��;� 

d>�� ��o& %C %G���� ;����;.� �;C �(�95;@I� (d�;. :�R�;8$ 

��$�..���0� ���� �0.M =/� %C ��5>�$�G :���� $��5� =:

 J_�.�7EF8 $��M z�

)J%d& Q��k�}�

!J:�s �H�;;e)%;;C %;;G ��5;;36;;�;;'	> K;;e5G :�R�;;8$ K/

�/$5�.(

� �C ����=&$�I� [�<�) (� ?��� ��;�� �� K;�. Q��;k� =;�(�.

����C ��7��5@8��G�� :�R�8$ K/$�6 (&�< �$ 7;� ���4��;G

 ����_�.� �$ ?��56 =7���$ :�R�8$ 7��� �. (��3�� .� �C�;3C ;� =

� �\. %C/&$�I� %G �8��	p� /$5��> ���3���C K7�:�R�;8$ K

O8�� Ke5G ���d. 5V ..M�C �U&�� �> B��;C �� K;e5G :�R�;8$ =

��7�.��� $�G��-C��� ?])�[8��C /��. ��B.

��C� $�@��� =�� �$�%C/� ?p� K� ��536 ���U�/� %G B��5>

____________________________________________ 
.! Surface free energy 

.� Edge effects 
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��� ���C �[����� 7���M K�.�@� �� 7��;C �7$�;�3C �;��^> %;.5V

$5�. :$�W�8� 
�. Ke5G 7�0��R�8$.

U� �� Z��� =����� ��;G 9�8� �?p� =;�=�%;G (;8 ;� K

�5@8��G�� :�R�8$/%;C �� N��y :�R�;8$� ;� %��;C�� ��;'>�B

;;�/;;3l�B.3G %;;�5>;;�� %;;G �;;� $�;;6 =)N(��.��;;3�$��;;I> 

���$7�0��R�8 �$�G �-C��� �� ?p�< %G (8� Ke5G ;�K

�3��� m�
C :�R�8$ .�53G� %e�3eNV�
C $�6 /:�;R.M ����C 

��� =��F���;� %;G B;�� �� K���0��R�;8$ ���;.� %;C ����;G /

�;� �$ :���;.� Q��k� � :$5C Ke5G ;� ��� �;0.M �� K;�� (;���

�/�3G .�5> %C %�5> �C �U&�Q�o /� %��UV ��;\�.� ��5> (;��$

 �$�;p �;0.M K;> K;> $�5� �$ [����� K���3�$5��> tC��� %G

���d. .

��C�3C��. a�ID�� =/.�5;>�.�5;D �� B�$5��> =���3 ;� ;8bG K�K

��C7���� �� K�=7�0��R�8$ :$�W�;8� K;e5G ;3l�B.�� �;��

 $ u�P�65�
� �R���=7�0��R�8$ B;@< �$ $5;H �K;e5G 

��5@8��G�� :�R�8$ K/;� � :$5;C /;>��;C ��57t;C��� �� �M 

$5��>���3;;�;;8bG K�$�;;G :$�W�;;8� K.�� :$�W�;;8� �;;C �U;;&

$5��>���3�I;8 [���;�� K/;�/;3G�;&$�I� %;G B�) (��;C �� 7

65�
��7�0��R�8$ ;&$�I� ZY;8 � �:$�;G �b;p� K;e5G �

_�.� �C BG�<7�;� ;��� K7�0��R�;8$ ���-�;8� �� K;e5G 

��.��B.

4�6 R��C��/7�0��R�;8$ K;e5G %;C ��;@�� %;C ��R ;� =

� �$5C B� ��3G %G (8�3I��=�0��R�8$ h�5� ?;��I> �$ �;0.M 

� �B� �$�.�C �� %
�@e5G Q��k� =��� =/�� �$ :���.� ��� K

�. �0.M/$$�V .��� =�V�/;� r�
� �� �� /;8��C �$ %;G �;3G/

�5@8��G�� :�R�8$/65�
� ?��� %G ��;�=�0��R�;8$ �(;8� 

&$�I��8�8� /$5��> ���3��C K�$$�V �bp� �.'< �$�� �(;' ;� =

��V�/� �� /%;C ��5;> ;F'. ��5;36��� �$ ��;yM ��;.��� $�;@�?

(�.�$ �-C���.

���C %�5>$�l � %G��'> =�B�3C7���;'> K�B�;3C7a���;p 

;;6�
�.�/.;;�(�.. ?;;�6 �$ %;;@	C;;���5;;-C %;;].�3e 
�;;3e B�=

�'>�B�3C77��$ 4�
.� �5o. %C B7� %G����R�8$7�0 K;e5G 

%��C�� ��y B� %C ��3��C B�;3G u�p 7_�.� ���C .(;'�'< �$

 /��R3� �� ���.� Q��k� %G �/� (���� :�R�8$ 7_�;.� abg� ��C��

 /;� B;0� :�R�;8$ /	H�$ 7_�.� �C 9��D �$ EF8 $��M � $5;�

 /� /�< ����. 7�C��C �M �C �.�5> .=�;3e �$�G B��'> 7��C �U&

 �M ���C /��R�8$ .� ��D ��> B�3G u�p 7_�%C[�g� ��536 ��;C

 �M EF8 $��M 7_�.� B�;3l %;d	y .�� K;� �;� �$ 7_�;.� =;��

/� :��Hs %65�
� Ke5G 7�0��R�8$ $$�V.

�@.��$=�� `�3�6� �5H �t;'� �$�;@��� =;�� �$ %;G (8

 ���;.� /@e5G (	6 %C Ke5G :�R�8$ K���3�$5��>�:�R�;8$ 

/� ���^> 7���M K�.�@� ��� ��3G K;�.�@� ��;�� �M �;C BG�;< 

K�;;;8bG 7��;;;�M[���;;;�� �;;;33G (���;;;� �7�0��R�;;;8$ 

%;G /d���;'> �� �
3�� �$ %G Q��W> =�� �C �(8� /�5@8��G��

 F8�� %C�/V�
C N):�R�;8$ Q��s $��I> /3I� (/;� :$� $5;�

/�. :$�W�8� B�3G.

/� ��d3�8� =�3e (�UV %G %].M �5�
� �� �;C %;G B�;3G
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B� ��AW�$� �$ $5��> ���3 ;� �5@;8��G�� K/�3��;� .� �C�;3C ;� =

$5��>���3;;��5@;;8��G�� K//;;� �� ��5;;>%;;C �;;< ��5;;367��

$5��>5.�.���3�K(�.�$ �M (�;8 %C �:�R�8$ ��� m�
C �C %G

��� ?/3G�.

�� �C���UR7$�;'� ��tEy �;�;&$�I� �$ :��) !(�� Z;� �

��5H �$�G h>���(��$ B:

( )
( ) NE
N

dNPVTSE
dNPdVTdSdE

−−+−
=−+−

µ
µ
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