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  ۱۳۸۹زمستان ، ۴، شمارة ۱۰  مجلة پژوهش فيزيك ايران، جلد

 
 
 
  

  

  اسپلاينبررسي اتم هيدروژن در كاواك كروي با استفاده از توابع پاية بي
 
  

  ۱ طاهره نيكبخت و۲و۱مهدي بارزي

  دانشكدة فيزيك، دانشگاه صنعتي اصفهان. ۱
  گروه فيزيك دانشگاه آزاد اسلامي، واحد شهرضا.  ۲

  
  

  )۱۷/۵/۱۳۸۹ :دريافت نسخه نهايي ؛ ۲۷/۷/۱۳۸۸ : مقالهافتيدر(

  دهيچك
اتم هيدروژن محدود شده در كاواك كروي، بـه عنـوان           . ترين موضوعات در علم نانو، انكار ناپذير است        به عنوان يكي از اساسي     ،هاي كوانتومي محدود شده   اهميت مطالعة سيستم  

ها اسپلايندر اين مقاله طيف انرژي اتم هيدروژن محدود شده در مركز كاواك كروي نفوذ ناپذير به روش وردشي محاسبه و از بي. رودها به شمار مي  ترين اين سيستم  يكي از مهم  
هـاي  تـرين ويژگـي  هـم انعطـاف پـذيري و جايگزيـدگي بـالا، از م    . اين توابع پايه قادرند توابع موج آزمون را با شرايط مرزي مناسب بسازند. به عنوان توابع پايه استفاده شده است     

تغييرات ترازهاي انرژي نسبت به تغييـر     . همچنين اين توابع پايداري عددي دارند و قادرند حجم بالايي از محاسبات را با دقت بسيار خوبي طي كنند                  . آيدها به شمار مي   اسپلاين بي
  .ت و كارايي بالاي روش به خوبي مشخص استدست آمده، دق با توجه به نتايج به. ابعاد كاواك مورد بررسي قرار گرفته شده است

  
  اسپلاين، روش وردشي، اتم هيدروژنسيستم كوانتومي محدود شده، بي :ليديكهاي  واژه

  

  
  مقدمه .١

هنگامي كه اتم در فضايي متناسب با ابعادش محدود شده باشد،           

. دهـد خواص متفاوتي نسبت به حالت آزاد از خـود نـشان مـي            

هـاي اتمـي، ترازهـاي انـرژي،         اوربيتـال  مواردي چون تغييـر در    

پـذيري خطـي و     هاي الكتروني، قطبش  چگونگي پر شدن پوسته   

ريز، از جمله   جذب فوتوني و ساختار فوق    /غيرخطي، فوتويونش 

بديهي اسـت كـه بررسـي ايـن       ]. ۱[آيند  شمار مي اين خواص به  

 بسياري از محققان علوم فيزيك و شـيمي را بـه            هتغييرات، توج 

  .نموده استخود جلب 

 و همكاران تأثير فـشار بـر        ١، زماني كه ميشل   ۱۹۳۷در سال      

، براي اولين بـار بـه ايـن         ]۲[نمودند  اتم هيدروژن را مطالعه مي    

سازي حل مسئله، از مدل اتم در قفس        فكر افتادند كه براي ساده    

____________________________________________ 
. ۱ Michels 

سازي حل مـسئله    اين الگو كمك زيادي به ساده     . استفاده نمايند 

هاي محدود  ن مدل ساده براي بررسي سيستم     اهميت اي . نمودمي

  .هاي مختلف علمي آشكار گشتشده، بعدها در زمينه

هاي كوانتـومي محـدود شـده بـه         طي يك دهة اخير سيستم       

در اين زمينه مواردي    . اندطور چشمگيري مورد توجه واقع شده     

هاي كوانتومي و نقاط كوانتومي در      هاي كوانتومي، سيم  چون چاه 

ها بـا   نانوكريستال. اندت جامد به خوبي شناخته شده     فيزيك حال 

دهند، به عنـوان   توجه به ابعادشان و رفتاري كه از خود نشان مي         

هاي كوانتومي محدود شـده بـه شـمار         اي واقعي از سيستم   نمونه

هـاي حـبس شـده در       در فيزيك اتمي مواردي چون اتم     . آيندمي

اند و نانو    گير افتاده  هاي فولرن هايي كه در قفس   دام زئوليت، اتم  

هاي تـشكيل شـده در اطـراف ذرات خـارجي در محـيط              حباب

هـاي راكتورهـاي اتمـي،      هليوم مايع تحت فشار بـالا در ديـواره        
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 ۳۱۰  مهدي بارزي و طاهره نيكبخت  ۴، شمارة دهمجلد 
  

  

هاي كوانتـومي محـدود شـده بـه شـمار           موارد خوبي از سيستم   

هـاي  مدل قفس همچنين براي طراحي قـسمت      ]. ۴و   ۳[آيند   مي

ري و زحل، به كار گرفتـه شـده         پيكر مشت هاي غول دروني سياره 

  ].۵[است 

تـري  هـا سـاختار سـاده     اتم هيدروژن در مقايسه با ساير اتم         

ساختار سادة اين اتم باعـث شـده كـه در اكثـر مطالعـات               . دارد

بنيادي صورت گرفتـه روي عناصـر، همـواره بـه عنـوان اولـين               

هــاي در زمينــة مطالعــة سيــستم. انتخــاب در نظــر گرفتــه شــود

محدود شـده نيـز بـا توجـه بـه سـادگي مـسئلة اتـم                 كوانتومي  

هيدروژن محدود شده و كاربردهاي فراوان نتايج حاصـل از آن،           

]. ۶[تاكنون مطالعات بسياري روي اين اتـم انجـام شـده اسـت              

مدل اتم هيـدروژن محـدود شـده در كـاواك كـروي، بـه طـور                

ايـن  . گيردوسيعي در فيزيك نيمه رساناها مورد استفاده قرار مي        

مدل قادر است به نحو بسيار مطلوبي، رفتار بخـشندة هيـدروژن           

بـراي حـل    . مانند محدود شده در نقطة كوانتومي را شرح دهـد         

هـاي  اين مسئله، روش وردشي دقيقي با اسـتفاده از دسـته پايـه            

طيــف انــرژي بــراي . ، نمــايش داده شــده اســت١اســپلاين بــي

. ته شده اسـت هايي با ابعاد مختلف مورد بررسي قرار گرف   كاواك

ها، همگرايي بسيار خـوبي     اسپلاينهاي خاص بي  به دليل ويژگي  

طي تمـامي محاسـبات از واحـدهاي        . گردددر نتايج مشاهده مي   

emاتمي به صورت  e= = =   .شود استفاده مي1

-اسپلاين آشنا مـي    با توابع بي   ۲در اين مقاله، ابتدا در بخش          

. دهـيم حل مسئله را شـرح مـي       روش   ۳سپس در بخش    . شويم

هـا، اختـصاص     نيز به ارائة نتايج، ارزيـابي و تحليـل آن          ۴بخش  

  .داده شده است

  

  اسپلاينتوابع بي .۲
ها در زمينة فيزيك محاسباتي اتمـي و        ترين پيشرفت يكي از مهم  

اسـپلاين در  هاي بـي هاي اخير، ورود دسته پايهمولكولي در سال 

ها بـوده   ها و مولكول  و ساختار اتم  محاسبات مربوط به ديناميك     

اي اي قطعـه  ها نوع خاصي از توابع چند جملـه       اسپلاينبي. است

هستند كه به طور رسمي براي اولين بـار در رياضـيات، توسـط              

____________________________________________ 
۱. B-spline 

اولين كاربردهاي توابـع    .  معرفي شدند  ۱۹۴۶ در سال    ٢شوئنبرگ

 ۱۹۷۰، در ابتداي دهـة      ٣اسپلاين در فيزيك اتمي، توسط شار     بي

 و همكـاران بـه طـور        ٤، جانـسون  ۱۹۸۶در سال   . ان داده شد  نش

ها در محاسبة تصحيحات مرتبة دوم      اسپلاينآميزي از بي  موفقيت

هـاي سـنگين اسـتفاده      هـاي اتـم   و بالاتر، براي مطالعـة ويژگـي      

ها به طور وسـيعي بـراي       اسپلايناز آن زمان تاكنون، بي    . نمودند

هـا مـورد اسـتفاده      ولكولها و م  هاي گوناگون اتم  مطالعة ويژگي 

اسپلاين طي چند سال اخير، توابع بي     ]. ۸ ،۷[اند  قرار گرفته شده  

در ناحية وسيعي از كوانتوم، مكانيك جامدات، فيزيك مولكولي،         

اي اين توابع بـه طـور گـسترده    . انداي، توسعه يافته  اتمي و هسته  

براي حل مسائل فوتويونش اتمـي و مولكـولي، بـه كـار گرفتـه               

  ].۱۳-۹[اند شده

پذير مجذوري هستند كـه در      ها توابع پاية انتگرال   اسپلاينبي   

تعريـف  ) نامنـد كه معمولاً آن را جعبـه مـي       (يك فضاي محدود    

پـذيري و پايـداري عـددي از        جايگزيدگي بالا، انعطاف  . اندشده

هاي ديگر  از ويژگي . آيدخصوصيات مهم اين توابع به شمار مي      

ت كه با تعداد نسبتاً كمي از توابع پايـه، بـه            ها اين اس  اسپلاينبي

ها حتي  توان از وابستگي خطي آن    اندازة كافي كامل هستند و مي     

ويژگي كامل بودن   . نظر نمود  ها، صرف براي تعداد زيادي از پايه    

هـاي  اسپلاين، مخصوصاً براي توصـيف حالـت      ي بي هاپايهدسته

 نيـاز اسـت، يـك     ها تمام طيف مورد   پيوسته و مسائلي كه در آن     

  ].۷[آيد آل به شمار ميويژگي ايده

 و يـك دسـته از نقـاط    <۰k، با مرتبة   Bi,k(r)اسپلاين  يك بي    

}ti {           معروف به رشتة گرهي، توسط رابطة بازگشتي زيـر تعيـين

  :شود مي

)۱(  , , ,( ) ( ) ( )i i k
i k i k i k

i k i i k i

r t t r
B r B r B r

t t t t
+

− + −
+ − + +

− −
= +

− −1 1 1
1 1

 

i it r t +≤ < 1  
)۲(  

  صورت در غير اين
,

;
( )

;iB r
⎧

= ⎨
⎩

1
1

0
 

Bi,k(r)   اي از درجة    اي قطعه  يك چند جملهk-1     است كه تنها در 

kiiبازة   trt ايـن ويژگـي جايگزيـدگي    . باشد غير صفر مي ≥>+

____________________________________________ 
۲. Shoenberg 

۳. Shore 

۴. Johnson 
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  ۴، شمارة دهمجلد   اسپلاينبررسي اتم هيدروژن در كاواك كروي با استفاده از توابع پاية بي  ۳۱۱

  

  

هـا هـم    نيازي نيـست گـره    . دهدها را نشان مي   اسپلاينبالاي بي 

ها، بـه طـور روان تغييـر         با تغيير گره   B(x)فاصله باشند و شكل     

ور يكنواخــت يــا هــا نقــاطي هــستند كــه بــه طــگــره. كنــدمــي

 rيكنواخت و غير كاهشي، روي بازة خاصي در امتداد محور          غير

  :كهطورياند، بهتوزيع شده

)۳(  ... N kt t t t +≤ ≤ ≤ ≤1 2 3 

  .اسپلاين است تعداد توابع پاية بيNدر اين رابطه، 

ها ها آن است كه براي چينش گره      اسپلاينيكي از مزاياي بي      

تواننـد در فواصـل مختلفـي       ها مي گره. آزادي عمل زيادي داريم   

تواننـد روي يكـديگر   نسبت به يكديگر واقع شوند و حتـي مـي        

البته با قرار گرفتن هر گره روي گـرة     ). هاتعدد گره (قرار بگيرند   

سـپلاين در آن نقطـه، يـك        مجاور خود، درجة پيوستگي تـابع ا      

براي برقراري شـرايط مـرزي، از تكنيـك         . يابدواحد كاهش مي  

  . شودها در مرزها استفاده ميتعدد گره

  

  روش حل .۳
گيريم كه در آن هسته به حالت سـكون، در          حالتي را در نظر مي    

توانـد هـر    الكترون مـي  .  واقع شده باشد   Rاي به شعاع    مركز كره 

داشته باشـد و آزادانـه حركـت كنـد ولـي         جايي داخل كره قرار     

شود، يعنـي تـابع مـوج الكتـرون         هرگز از سطح كره خارج نمي     

بـه دليـل اعمـال محـدوديت بـر          . خارج كره صفر خواهـد بـود      

سيستم، پتانسيل محدود كنندة مربوط به قفس كروي سخت بـه           

  :گرددصورت زير بر سيستم اعمال مي

r R≤   اگر 0>
)۴(  

r R≥ اگر  
( )confV r

⎧
= ⎨∞⎩

0
 

)يك ويژه حالت انرژي      )rΨ    با انرژي E      كه توصيف كنندة يـك ،

  :باشداتم تك الكتروني است، يك حل از معادلة شرودينگر زير مي

)۵(   .( ) ( ) ( )V r r E r⎡ ⎤− ∇ + Ψ = Ψ⎢ ⎥⎣ ⎦
21

2
 

 تقارن مـسئله، متـداول اسـت كـه متغيـر شـعاعي را               با توجه به  

جداسازي نموده و حلي به صورت زير براي معادلة شـرودينگر           

 :پيدا كنيم

)۶(   ,),(
)(

)( ,
,, ϕθm

l
ln

mln Y
r

ru
r =Ψ 

اي تابع موج نسبت به تابع مـوج اتـم    در اين رابطه قسمت زاويه    

,)(تـابع شـعاعي     . آزاد، تغيير نكـرده اسـت      ru ln     حـل معادلـة ،

  :باشدشرودينگر كاهش يافتة زير مي

)۷ (  ., , ,
( ) ( ) ( )n l n l n l

d l l u r E u r
rdr r

⎡ ⎤− +
+ − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

2

2 2

1 1

2 2
  

براي اين  . نيمكاز روش وردشي براي حل اين مسئله استفاده مي        

,)(منظور ابتدا    ru ln     اسپلاين بسط هاي بي  را در فضاي دسته پايه

 :دهيميم

)۸(  ,, ,( ) ( )
N nl

n l i i ki
u r c B r

=
=∑ 1

  

,)(در اين رابطه     rB ki  ،i  اسپلاين از مرتبة     امين بيk باشد مي .N 

اسـپلاين اسـت كـه بـراي بـسط تـابع مـوج              تعداد توابع پاية بي   

اكنـون تـابع مـوج شـعاعي        . شعاعي به كار گرفتـه شـده اسـت        

 :دهيم وردش ميشرودينگر را

)۹(  , ,
( ) , ( ) ,

, ... ,

⎛ ⎞− +
+ − − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

n l n l j
d l l E u B r

rdr r

j N

2

2 2

1 1
0

2 2

1

 

اين رابطـه بـه     . سازدها را برقرار مي   رابطة فوق، شرط تعامد پايه    

lnuازاي يك    rB)( ثابـت، بايـد بـراي تمـام توابـع آزمـون       , j ،

lnE. برقرار باشد   يك ضريب لاگرانژ است كه قيد نرمال بودن         ,

بـه ايـن    ) ۹(فـرم انتگرالـي رابطـة       . كندتابع موج را تضمين مي    

 :باشدصورت مي

)۱۰(  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

, ... ,

N R jinl
i

i

i j

dB rdB r
c

dr dr

l l
E B r B r dr

rr
j N

=

⎡
+⎢

⎢⎣
⎤⎛ ⎞+

+ − − =⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦
=

∑ ∫0
1

2

1

2

1 1
0

2

1

 

گيري جزء به جزء استفاده دست آوردن آن، از انتگرال كه براي به  

لة ويژه مقداري تعميم    ، در واقع يك معاد    )۱۰(رابطة  . شده است 

  :باشديافته، به شكل زير مي

)۱۱ (  ,.lH c ES c=  

Hl   و S   پوشـاني هـستند   اميلتوني و هم  هاي ه ، به ترتيب ماتريس .

 براي هاميلتوني، نـشان دهنـدة ايـن مطلـب اسـت كـه               lانديس  

تـشكيل شـدن    . معين نوشـته شـده اسـت   lهاميلتوني براي يك 

ــاتريس ه ــت ن م ــن واقعي ــاني از اي ــي مپوش ــي م ــه اش ــود ك   ش
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  . بور۱ نمايش روند همگرايي ويژه مقادير انرژي براي كاواك كروي با شعاع .۱جدول 

 )Enl(تراز انرژي  پايه۶  پايه۸  پايه۱۰  پايه۱۵

۳۷۳۹۹۰۷۸۶۲/۲  ۳۷۳۹۹۰۷۸۷۷/۲  ۳۷۳۹۹۰۷۹۰۵/۲  ۳۷۳۹۹۰۸۱۰۶/۲  ۱۰E  

۲۲۳۱۳۸۳۸۲۶/۸  ۲۲۳۱۳۸۳۸۲۷/۸  ۲۲۳۱۳۸۴۰۵۳/۸  ۲۲۳۱۴۰۰۳۳۰/۸  ۲۱E 

۹۶۷۴۶۴۲۹۹۰/۱۴  ۹۶۷۴۶۴۳۰۴۹/۱۴  ۹۶۷۴۶۴۶۹۹۵/۱۴  ۹۶۷۴۷۰۱۳۲۲/۱۴  ۳۲E 

۵۷۰۲۵۵۹۹۹۴/۱۶  ۵۷۰۲۵۶۰۲۸۱/۱۶  ۵۷۰۲۵۷۶۸۸۷/۱۶  ۵۷۰۲۹۷۰۱۶۲/۱۶  ۲۰E 

۸۹۵۸۲۵۸۷۳۳/۲۲  ۸۹۵۸۲۵۹۷۶۶/۲۲  ۸۹۵۸۴۰۶۳۱۹/۲۲  ۸۹۶۶۲۶۴۵۷۴/۲۲  ۴۳E 

۴۷۳۹۹۵۴۵۵۷/۲۷  ۴۷۳۹۹۶۵۰۶۲/۲۷  ۴۷۴۰۸۴۷۸۶۱/۲۷  ۴۷۷۵۰۲۲۲۸۳/۲۷  ۳۱E 

۰۳۴۰۸۹۷۱۵۰/۳۲  ۰۳۴۰۹۰۵۲۷۸/۳۲  ۰۳۴۲۸۳۱۸۴۲/۳۲  ۰۴۱۹۱۴۵۳۷۱/۳۲  ۵۴E 

۳۱۵۳۲۰۲۴۲۰/۳۹  ۳۱۵۳۳۴۶۴۵۹/۳۹  ۳۱۷۸۴۶۳۶۵۶/۳۹  ۳۹۸۲۴۳۵۱۴۳/۳۹  ۴۲E 

۸۶۳۱۲۴۵۰۵۰/۴۰ ۸۶۳۱۵۶۵۲۵۶/۴۰  ۸۶۷۷۶۰۸۳۶۲/۴۰  ۹۸۷۷۹۴۲۵۳۷/۴۰  ۳۰E 

  

ها يك دستة متعامد نرمـال از توابـع پايـه را تـشكيل               اسپلاين بي

با حل معادلـة ويـژه مقـداري، ويـژه مقـادير و ويـژه               . دهند نمي

  ].۱۴ و ۷ ،۴[دست خواهد آمد  بردارهاي هاميلتوني به

 
  نتايج .۴

 بـا توزيـع     ۷اسپلاين مرتبة   براي حل اين مسئله از توابع پاية بي       

  :گرهي زير استفاده شده است

)۴-۱ (  ... ... ...k k m k mt t t t t R+ − += = = < < < = = =1 1 10 

it دهدها را نشان مي    گره .m   و k        به ترتيب نشان دهنـدة تعـداد 

ان طـور كـه     هم ـ. اسـپلاين هـستند   ها و مرتبة توابع بـي     كل گره 

 تايي داريـم و سـاير   kشود، روي مرزها تعدد گرهي مشاهده مي 

 .شوندها به طور يكنواخت توزيع ميگره

برنامة مربوط به حل عددي مسئله به زبان فرترن نوشته شده           

 بـراي   LAPACK و   ARPACKهـاي   هاي كتابخانه و از زيربرنامه  

 بـا وجـود     .انجام محاسبات ماتريسي مربوطه استفاده شده است      

حجم بالاي محاسبات، مدت زمان لازم براي اجراي برنامه تنهـا           

هـاي مفيـد توابـع    باشد كه اين امر از ويژگيحدود چند ثانيه مي   

  .شوداسپلاين ناشي ميبي

 روند همگرايي ويژه مقادير انرژي بـراي قفـس          ۱ جدولدر     

طور كـه مـشاهده   همان.  بررسي شده استa.u.۱كروي با شعاع  

ود، ويژه مقادير همگرايي بسيار خوبي دارند و اين مطلـب           شمي

  .باشداسپلاين ميهاي بينشان دهندة كامل بودن دسته پايه

 مقادير انرژي براي حالت پايه و چنـد         ۳ و   ۲ هايجدولدر     

. هاي مختلف آورده شده اسـت     حالت برانگيختة اول براي شعاع    

ژه مقادير انـرژي    ترين نتايج موجود براي وي    در حال حاضر دقيق   

مربوط به كاري اسـت كـه       اتم هيدروژن در مركز كاواك كروي،       

، به همـين دليـل   ]۱۵[همكاران انجام شده است     و   ١آكينوتوسط  

هـا مقايـسه شـده      دست آمده در حد امكان بـا نتـايج آن           نتايج به 

 داخـل پرانتـز آورده      ۳ و   ۲اعدادي كه در اين دو جـدول        . است

طـور كـه    همان. باشدآكينو و همكاران مي   اند، مربوط به كار     شده

دست آمده بـا دقـت بـسيار خـوبي بـا              شود، نتايج به  مشاهده مي 

  .نتايج آكينو و همكاران مطابقت دارد

 مقادير انرژي براي چهار شعاع مختلف با اعداد         ۴ جدولدر     

شود كه هر مشاهده مي.  گوناگون ثبت شده استl و nكوانتومي 

رد بر اتم بيشتر باشد ويژه مقادير انـرژي         چه مقدار محدوديت وا   

ايـن مطلـب، اولـين تـأثير        . كنندتر ميل مي  به سمت اعداد بزرگ   

هاي در حد شعاع  . دهدمحدوديت بر ترازهاي انرژي را نشان مي      

 بور، ويژه مقادير انرژي به طور يكنواخـت بـه           ۱۰بزرگ حدود   

و در  كننـد   سمت ويژه مقادير انرژي اتم هيدروژن آزاد ميل مـي         

تـم هيـدروژن محـدوديت را احـساس         هـا ا  واقع در ايـن شـعاع     

 مـشاهده  ۱ شـكل توان به خـوبي در  اين موضوع را مي . كند نمي

ــت  . نمــود ــرژي ســه حال ــرات ان ــن شــكل تغيي    و s۱ ،s۲در اي
  

____________________________________________ 
۱. Aquino 
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  ۴، شمارة دهمجلد   اسپلاينبررسي اتم هيدروژن در كاواك كروي با استفاده از توابع پاية بي  ۳۱۳

  

  

    

  .باشدخل پرانتز مربوط به كار آكينو و همكاران ميمقادير دا. هاي مختلف، براي شعاع=۰lترين ترازهاي انرژي با دست آمده براي پايين  مقادير به.۲جدول 

۵۰E ۴۰E ۳۰E ۲۰E ۱۰E شعاع 

۴۱۱۱۱۹۱۶/۴۸۵  

)۴۱۱۱۱۸۷۲/۴۸۵( 

۱۹۷۲۴۷۲۷/۳۰۸  

)۱۹۷۲۴۷۴۷/۳۰۸( 

۵۸۵۱۶۳۹۸/۱۷۰  

)۵۸۵۱۶۴۱۸/۱۷۰( 

۶۷۲۰۳۹۰۰/۷۲  

)۶۷۲۰۳۹۱۹/۷۲( 

۷۴۷۹۶۹۸۷/۱۴  

)۷۴۷۹۷۰۰۳/۱۴( 
۵/۰ 

۳۲۷۰۶۲۵۳/۱۱۹  

)۳۲۷۰۶۲۴۹/۱۱۹( 

۱۳۰۴۹۲۹۵/۷۵  

)۱۳۰۴۹۳۰۶/۷۵( 

۸۶۳۱۲۴۴۹/۴۰  

)۸۶۳۱۲۴۶۰/۴۰( 

۵۷۰۲۵۵۹۹/۱۶  

)۵۷۰۲۵۶۰۹/۱۶( 

۳۷۳۹۹۰۷۸/۲  

)۳۷۳۹۹۰۸۶/۲( 
۱ 

۱۳۰۵۸۴۸۷/۵۲  

)۱۳۰۵۸۴۸۹/۵۲( 

۵۳۴۰۸۵۲۲/۳۲  

)۵۳۴۰۸۵۲۹/۳۲( 

۳۶۲۵۵۴۸۶/۱۷  

)۳۶۲۵۵۴۹۳/۱۷( 

۶۴۴۱۲۱۷۶/۶  

)۶۴۴۱۲۱۸۲/۶( 

۴۳۷۰۱۸۰۰/۰  

)۴۳۷۰۱۸۰۶/۰( 
۵/۱ 

۸۱۳۵۰۵۶۹/۲۸  

)۸۱۳۵۰۵۷۲/۲۸( 

۸۱۶۰۹۳۴۴/۱۷  

)۸۱۶۰۹۳۴۹/۱۷( 

۳۱۴۱۵۰۳۸/۹  

)۳۱۴۱۵۰۴۳/۹( 

۳۲۷۵۰۹۱۰/۳  

)۳۲۷۵۰۹۱۵/۳( 

۱۲۵۰۰۰۰۴/۰-  

)۱۲۵۰۰۰۰۰/۰-( 
۲ 

۱۱۳۳۹۶۵۵/۱۸  

)۱۱۳۳۹۶۵۷/۱۸( 

۰۹۱۲۲۲۸۵/۱۱  

)۰۹۱۲۲۲۸۹/۱۱( 

۶۷۰۱۶۱۲۶/۵  

)۶۷۰۱۶۱۳۱/۵( 

۸۶۵۴۸۰۱۴/۱  

)۸۶۵۴۸۰۱۸/۱( 

۳۳۴۹۱۰۲۲/۰-  

)۳۳۴۹۱۰۱۸/۰-( 
۵/۲ 

۳۵۱۰۰۳۵۷/۱۲  

)۳۵۱۰۰۳۶۰/۱۲( 

۴۸۵۶۳۵۶۷/۷  

)۴۸۵۶۳۵۷۱/۷( 

۷۳۴۹۵۸۱۶/۳  

)۷۳۴۹۵۸۱۹/۳( 

۱۱۱۶۸۴۷۰/۱  

)۱۱۱۶۸۴۷۳/۱( 

۴۲۳۹۶۷۳۲/۰-  

)۴۲۳۹۶۷۲۸/۰-( 
۳ 

۶۹۰۶۸۹۶۲/۶  

)۶۹۰۶۸۹۶۴/۶( 

۹۶۶۴۷۶۵۲/۳  

)۹۶۶۴۷۶۵۴/۳( 

۸۷۲۷۰۲۰۳/۱  

)۸۷۲۷۰۲۰۶/۱( 

۴۲۰۲۳۵۶۰/۰  

)۴۲۰۲۳۵۶۳/۰( 

۴۸۳۲۶۵۳۳/۰-  

)۴۸۳۲۶۵۳۰/۰-( 
۴ 

۸۲۶۳۸۸۸۶/۰  

)۸۲۶۳۸۸۸۷/۰( 

۴۰۵۱۵۴۳۴/۰  

)۴۰۵۱۵۴۳۵/۰( 

۰۹۱۴۲۲۳۱/۰  

)۰۹۱۴۲۲۳۲/۰( 

۱۱۲۸۰۶۲۱/۰-  

)۱۱۲۸۰۶۲۱/۰-( 

۴۹۹۹۹۹۲۹/۰-  

)۴۹۹۹۹۹۲۶/۰-( 
۱۰ 

  

  .باشدمقادير داخل پرانتز مربوط به كار آكينو و همكاران مي. هاي مختلف، براي شعاع =۱lترين ترازهاي انرژي با دست آمده براي پايين  مقادير به.۳جدول 

۳۱E ۲۱E شعاع 
۶۴۳۵۵۳۲۵/۱۱۴  

)۶۴۳۵۵۲۵۱/۱۱۴( 
۶۵۸۸۷۶۲۴/۳۶  

)۶۵۸۸۷۵۸۸/۳۶( 
۵/۰ 

۴۷۳۹۹۵۴۵/۲۷  

)۴۷۳۹۹۵۳۰/۲۷( 
۲۲۳۱۳۸۳۸/۸  

)۲۲۳۱۳۸۳۱/۸( 
۱ 

۶۷۹۵۷۳۱۶/۱۱  

)۶۷۹۵۷۳۱۱/۱۱( 
۲۳۱۰۵۱۴۲/۳  

)۲۳۱۰۵۱۴۰/۳( 
۵/۱ 

۲۶۹۰۰۲۸۱/۶  

)۲۶۹۰۰۲۷۹/۶( 
۵۷۶۰۱۸۷۸/۱  

)۵۷۶۰۱۸۷۸/۱( 
۲ 

۸۱۸۳۸۹۷۹/۳  

)۸۱۸۳۸۹۷۹/۳( 
۸۵۱۹۷۸۴۵/۰  

)۸۵۱۹۷۸۴۶/۰( 
۵/۲ 

۵۱۶۲۰۹۰۵/۲  

)۵۱۶۲۰۹۰۴/۲( 
۴۸۱۲۵۰۳۰/۰  

)۴۸۱۲۵۰۳۱/۰( 
۳ 

۲۶۱۵۲۱۲۱/۱  

)۲۶۱۵۲۱۲۱/۱( 
۱۴۳۵۲۷۰۷/۰  

)۱۴۳۵۲۷۰۸/۰( 
۴ 

۰۴۹۱۹۰۷۵/۰  

)۰۴۹۱۹۰۷۶/۰( 
۱۱۸۸۵۹۵۵/۰-  

)۱۱۸۸۵۹۵۴/۰-( 
۱۰ 
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 ۳۱۴  مهدي بارزي و طاهره نيكبخت  ۴، شمارة دهمجلد 
  

  

  . مقادير ترازهاي انرژي براي چهار شعاع متفاوت.۴جدول 

۱۰ ۵ ۲ ۵/۰  هاي انرژيتراز 
۴۹۹۹۹۹۲۹/۰- ۴۹۶۴۱۷۰۳/۰- ۱۲۵۰۰۰۰۴/۰- ۷۴۷۹۶۹۸۷/۱۴ ۱۰E 

۱۱۲۸۰۶۲۱/۰- ۱۴۱۲۵۴۱۸/۰ ۳۲۷۵۰۹۱۰/۳ ۶۷۲۰۳۹۰۰/۷۲ ۲۰E 
۰۹۱۴۲۲۳۱/۰ ۰۵۳۲۲۰۵۹/۱ ۳۱۴۱۵۰۳۸/۹ ۵۸۵۱۶۳۹۸/۱۷۰ ۳۰E 
۴۰۵۱۵۴۳۴/۰ ۳۸۲۳۲۵۱۶/۲ ۸۱۶۰۹۳۴۴/۱۷ ۱۹۷۲۴۷۲۷/۳۰۸ ۴۰E 
۸۲۶۳۸۸۸۶/۰ ۱۱۷۵۷۸۲۹۷/۴ ۸۱۳۵۰۵۶۹/۲۸ ۴۱۱۱۱۹۱۶/۴۸۵ ۵۰E 
۳۵۱۱۲۰۷۳/۱ ۲۵۴۷۷۱۳۶/۶ ۲۹۶۶۸۴۷۹/۴۲ ۱۸۲۳۴۷۳۵/۷۰۲ ۶۰E 
۱۱۸۸۵۹۵۵/۰- ۰۰۷۵۹۳۹۱/۰ ۵۷۶۰۱۸۷۸/۱ ۶۵۸۸۷۶۲۴/۳۶ ۲۱E 
۰۴۹۱۹۰۷۵/۰ ۷۰۷۷۱۸۴۱/۰ ۲۶۹۰۰۲۸۱/۶ ۶۴۳۵۵۳۲۵/۱۱۴ ۳۱E 
۳۱۶۰۵۶۲۳/۰ ۸۳۰۴۲۳۳۵/۱ ۵۱۰۵۸۴۲۰/۱۳ ۴۲۷۹۶۱۱۷/۲۳۲ ۴۱E 
۶۸۸۳۷۰۳۲/۰ ۳۶۲۶۵۱۲۸/۳ ۲۵۹۰۸۲۸۷/۲۳ ۸۵۰۸۹۸۷۳/۳۸۹ ۵۱E 
۱۶۳۵۵۶۰۶/۱ ۲۹۸۶۳۵۷۷/۵ ۴۹۸۷۰۶۰۴/۳۵ ۸۴۸۸۷۱۳۳/۵۸۶ ۶۱E 
۰۰۷۰۹۲۷۸/۰- ۳۲۹۱۱۷۱۴/۰ ۳۲۷۵۰۹۱۹/۳ ۱۶۰۱۸۵۴۰/۶۳ ۳۲E 
۲۰۲۴۴۲۸۸/۰ ۲۳۹۶۵۱۰۲/۱ ۳۱۴۱۵۰۵۱/۹ ۳۵۷۰۰۸۲۴/۱۶۱ ۴۲E 
۵۲۱۳۴۸۰۹/۰ ۵۶۷۱۷۷۸۲/۲ ۸۱۶۰۹۳۶۲/۱۷ ۰۶۴۷۱۷۷۵/۲۹۹ ۵۲E 
۹۴۴۷۲۴۰۰/۰ ۳۰۱۳۲۰۱۳/۴ ۸۱۳۵۰۵۹۰/۲۸ ۳۲۳۴۹۸۹۹/۴۷۶ ۶۲E 
۰۸۸۲۴۱۵۹/۰ ۶۶۹۴۵۱۹۸/۰ ۳۴۲۰۹۴۴۷/۵ ۶۲۶۵۹۹۳۹/۹۴ ۴۳E 
۳۵۲۵۸۴۱۷/۰ ۷۹۴۵۲۰۸۹/۱ ۶۳۱۰۴۷۹۱/۱۲ ۳۱۰۴۴۹۰۱/۲۱۳ ۵۳E 
۷۲۳۸۴۹۳۸/۰ ۰۳۲۷۶۶۹۱۱/۳ ۳۹۷۲۰۴۷۹/۲۲ ۰۵۳۱۵۴۵۶/۳۷۱ ۶۳E 
۱۸۸۳۴۱۸۷/۰ ۰۴۸۶۸۸۲۲/۱ ۶۴۶۶۷۵۱۲/۷ ۰۲۴۶۲۰۷۶/۱۳۱ ۵۴E 
۵۰۸۳۵۳۰۱/۰ ۳۸۹۲۹۸۶۶/۲ ۲۵۲۲۸۱۶۰/۱۶ ۵۲۳۵۸۵۲۷/۲۷۰ ۶۴E 
۲۹۷۴۰۸۱۵/۰ ۴۷۱۶۱۴۵۸/۱ ۲۴۵۹۷۰۴۶/۱۰ ۲۸۴۷۵۸۳۲/۱۷۲ ۶۵E 

  

  
  . بر حسب شعاع كاواكp۲ و s۱ ،s۲هاي تغيير انرژي حالت. ۱شکل 

  

p۲          مـشاهده  .  نسبت به افزايش شعاع محدوديت رسم شـده اسـت

تر كه نشان دهنـدة محـدوديت       هاي كوچك شود كه براي شعاع   مي

با كاهش . ير نسبتاً بزرگي دارندتر هستند، ترازهاي انرژي مقادبزرگ

كنند محدوديت، مقادير ترازهاي انرژي به سمت اعداد ثابتي ميل مي

  .كه در واقع برابر با ترازهاي انرژي اتم هيدروژن آزاد هستند

دومين تأثير قفس اين است كه باعـث افـزايش فاصـلة بـين                 

ثر را  اين ا . گرددترازهاي متوالي اتم نسبت به حالت آزاد آن، مي        

ترين ترازهـا مـشاهده     ، براي سه تا از پايين     ۵ جدولتوان در   مي

همچنين قرار دادن اتم هيدروژن در قفس، باعـث از بـين            . نمود

 تكانـة رفتن تبهگني ترازهاي انرژي بـا شـماره تـراز يكـسان و              

گردد و با كاهش شعاع كـره، اخـتلاف بـين           اي مختلف مي  زاويه

 نشان  ۷ و   ۶هاي  جدولمطلب در   اين  . شوداين ترازها بيشتر مي   

  ].۱۶[داده شده است 

  

  گيرينتيجه .۵
ما با استفاده از يك روش وردشي مـؤثر، معادلـة شـرودينگر را               

  براي اتم هيدروژن حبس شده در مركز يك كاواك كـروي حـل           
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  ۴، شمارة دهمجلد   اسپلاينبررسي اتم هيدروژن در كاواك كروي با استفاده از توابع پاية بي  ۳۱۵

  

  

  

  

  

  . تغييرات انرژي بين دو تراز متوالي نسبت به افزايش شعاع.۵جدول 

E E−2 1 E E−1  شعاع كاواك 0

۷۵۱۴۹۰۴۱/۱ ۷۰۱۰۱۸۸۲/۱ ۰/۲ 

۸۱۱۵۵۲۹۸/۰ ۹۰۵۲۱۷۶۲/۰ ۰/۳ 

۴۷۷۸۲۸۷۱/۰ ۶۲۶۷۹۲۴/۰ ۰/۴ 

۱۱۱۷۶۶۷۷/۰ ۳۸۱۱۳۹۷۴/۰ ۰/۱۰ 

 اتم هيدروژن آزاد ۳۷۵/۰ ۰۶۹۴۴۵/۰

  

  . جداشدگي تراز برانگيختة اول به دو تراز.۶جدول 

p۲ s۲ شعاع كره 

۵۷۶۰۱۸۷۸/۱ ۳۲۷۵۰۹۱۰/۳ ۰/۲ 

۴۸۱۲۵۰۳۰/۰ ۱۱۱۶۸۴۷۰/۱ ۰/۳ 

۱۴۳۵۲۷۰۷/۰ ۴۲۰۲۳۵۶۰/۰ ۰/۴ 

۰۰۷۵۹۳۹۱/۰ ۱۴۱۲۵۴۱۸/۰ ۰/۵ 

۱۱۸۸۵۹۵۵/۰- ۱۱۲۸۰۶۲۱/۰- ۰/۱۰ 

  

  . جداشدگي تراز برانگيختة دوم به سه تراز.۷جدول 

d۳  p۳  s۳  شعاع كره  

۳۲۷۵۰۹۱۹/۳ ۲۶۹۰۰۲۸۱/۶ ۳۱۴۱۵۰۳۸/۹ ۰/۲ 

۲۹۲۸۰۳۲۸/۱ ۵۱۶۲۰۹۰۵/۲ ۷۳۴۹۵۸۱۶/۳ ۰/۳ 

۶۲۱۳۵۵۷۸/۰  ۲۶۱۵۲۱۲۱/۱ ۸۷۲۷۰۲۰۳/۱ ۰/۴  

۳۲۹۱۱۷۱۴/۰  ۷۰۷۷۱۸۴۱/۰ ۰۵۳۲۲۰۵۹/۱ ۰/۵  

۰۰۷۰۹۲۷۸/۰-  ۰۴۹۱۹۰۷۵/۰ ۰۹۱۴۲۲۳۱/۰ ۰/۱۰  

  

ديم و اثرات مختلف محدوديت بر اتم را مورد مطالعـه قـرار             كر

ويژه مقادير انرژي با دقت بـالا و هزينـة محاسـباتي كـم              . داديم

صحت نتايج و ارزش روش به كار گرفته شـده،          .  آمدند دست  به

هاي همگرايي و مقايسه با نتايج موجـود، بـه        با استفاده از آزمون   

  .خوبي تأييد شدند

 ـ        هـاي بـالاي   ا توجـه بـه قابليـت    در نهايت بايد اشاره كرد كـه ب

اسپلاين، روش به كار گرفتـه شـده در ايـن مقالـه را     هاي بي  پايه

. ئل مختلف فيزيك كوانتومي به كـار بـرد        توان براي حل مسا   مي

ها كاواك پتانسيل محـدود  اين روش براي حل مسائلي كه در آن   

معيني دارد، ناخالصي خارج از مركـز كـاواك واقـع شـده و يـا                

  ].۳[كاواك با اشكال غير كروي، كاربرد دارد 
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