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  )۱۷/۸/۱۳۹۰ :دريافت نسخة نهايي ؛ ۳/۸/۱۳۸۹ :افت مقالهيدر(

  دهيچك
همگام كامـل بـا پـارامتر نظـم صـفر و            نشان داده شد كه دو حالت پايدار وجود دارد، نا         .  منظم مورد بررسي قرار گرفته است      ةدر مدل كوراموتو روي شبك    ،  هاي پايدار همگام    جواب
 بين /۲πعلاوه بر اين نشان داده شد اختلاف فاز بيشتر از . همچنين شرايطي كه در آن فقط پارامتر نظم برابر يك صادق است به دست آمده است.  كامل با پارامتر نظم يكهمگام

باشد، فقط حالـت پـارامتر نظـم برابـر يـك       رأس  هرةبرابر درج داديم كه اگر تعداد رئوس كمتر از دودر نهايت نشان . رئوس همسايه در شرايط نهايي عامل ناپايداري شبكه است 
  .حالت پايدار است

  
   منظم، ماتريس پايدارية مدل كوراموتو، پارامتر نظم، شبكسازي، همگام :ليديكهاي  واژه

  

  
  مقدمه .١

اي و مهـم طبيعـت و مفهـومي اساسـي در        نظم، خصوصيت پايه  

هـاي    توان به راحتـي در سيـستم        الگوهاي نظم را مي   . ستعلم ا 

اصولاً نظـم بـه     . فيزيكي، زيستي، اجتماعي و غيره مشخص كرد      

ماننـد سـاختار    . گيرد  يك ساختار تعلق مي   ) استاتيك(حالت پايا   

اي را توليـد       يـك سـاختار دوره     هـا كـاملاً     منظم كريستال كه اتم   

 مهم در ديناميـك  تواند يك خصوصيت   با اين وجود مي   . كنند  مي

 ـ        .  نيز باشد  ١جمعي  ةرفتار بيولوژي موجودات زنده تمامـاً بـر پاي

اولين قدم  .  در مغز  ة عصبي نظم ديناميكي قرار دارد؛ همانند شبك     

با شبكه  آنها ها، مدل سازي براي درك رفتار دسته جمعي سيستم    

بيانگر يك واحد ديناميكي و وجود يال        رأس   است كه در آن هر    

بـا  . استكنش و تبادل اطلاعات بين آنها      همگر بر   اياننم آنها   بين

____________________________________________ 
۱. Collective dynamics 

هـا بـه عنـوان     شبكه ة، مطالع ۱۷۶۳ گراف در سال     ةپيدايش نظري 

ها مانند علوم اجتمـاعي گـسترش       يك ابزار مهم در برخي زمينه     

 گذشته شاهد به وجود آمـدن يـك شـاخه           ةكه ده  يافته تا جايي  

هـا  ايـن شـبكه    .بـود " ٢هاي پيچيده شبكه"جديد تحقيقاتي به نام     

 و تعداد رئوس  دارند  وابسته به زمان    و  نظم، پيچيده   ساختاري بي 

هـاي  بـسياري از سـامانه   .رسـد  مـي  رأس ها گاهي به ميليون  آنها  

موجــود در طبيعــت و صــنعت از چنــين ســاختارهايي تــشكيل 

هـاي  هـاي عـصبي، شـبكه      شبكه ،توانبه عنوان مثال مي   . اندشده

 ...هـاي تلفـن و      ي اينترنت، شبكه  هاحمل و نقل عمومي، شبكه    

 اخيـر يـك سـوال اساسـي در          ةدر چند ده  . ]۳ تا   ۱[ اشاره كرد 

اينكـه يـك    . ها مطرح بوده اسـت      مورد ديناميك غيرخطي شبكه   

رسـد و هـر شـبكه چـه      شبكه چگونه بـه حالـت همگـامي مـي     

____________________________________________ 
۲. Complex networks 
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چنـين  . دهـد   هـاي همگـامي را بـه خـود اختـصاص مـي              حالت

ــلاش ــر روي شــبكه ت ــي هــايي ب ــاس هــاي ب ــصادفي١مقي  و ٢، ت

 در ايـن مقالـه شـبكه        .]۶ - ۴[  انجام گرفته است   ٣كوچك  جهان

 اي از رئوس سـاخته شـده و در آن هـر             كه توسط زنجيره   ٤منظم

 مورد بررسي قـرار     به چند همسايه اول خود متصل است،      رأس  

كنش بين    به نوسانگر فازي تشبيه شده و برهم       رأس   هر .گيردمي

ــرار مــي ســاز نوســانگرها و همگــام ــورد مطالعــه ق ــردي م . گي

سازي به عنوان سـازگاري آهنـگ نوسـانگرها از طريـق             همگام

شـود و در بـسياري از        شـناخته مـي    آنهـا    كنش ضعيف بين    برهم

بـه   .هاي طبيعي مشاهده شده و كاربردهـاي فراوانـي دارد         پديده

 هاي  تاب، مولد هاي شب توان همگام شدن در كرم      عنوان مثال مي  

هـاي  مـدل  .هاي آكوستيكي را نـام بـرد      ب و سيستم  جريان متناو 

مـدل   آنها مختلفي براي توصيف اين پديده ارائه شده كه يكي از  

قابل حـل بـودن ايـن مـدل از يـك سـو و               . ]۷[ است ٥كوراموتو

سازي توسط آن از سوي ديگـر        همگامة  توصيف قابل قبول پديد   

 هـا   مـدل آميزتـرين   باعث شد تا مدل كوراموتو يكي از موفقيـت        

گونـه   تحول زماني هر نوسانگر در اين مدل به ايـن         . معرفي شود 

  :  است

sin( ) , , ,..., ,
N

i
i ij j i

j

d K a i N
dt N
θ

ω θ θ
=

= + − =∑
1

1 2        )۱  (  

تعداد رئـوس    N شدگي نوسانگرها و   ضريب جفت  Kكه در آن    

 رفتـار صـحيح تـابع در        ةشبكه است كه حضور آن تضمين كنند      

 و  i رأس   اگر دو . باشد  مي) حد ترموديناميكي (  بزرگ هاي  N حد

jبه هم متصل باشند  ija و در غيـر ايـن صـورت صـفر     ۱ برابر 

در حالـت كلـي هـر       . فركانس ذاتي هر نوسانگر است     iω .است

به عبـارت   . تواند فركانس ذاتي متفاوتي داشته باشد       نوسانگر مي 

توان از يك توزيع فركانسي بـه         ديگر فركانس هر نوسانگر را مي     

شـود    هايي بررسي مـي     در اين مقاله فقط حالت    ولي  . دست آورد 

خواهيم ديـد   . فركانس ذاتي تمام رئوس يكسان است      آنها   كه در 

____________________________________________ 
۱. Scale-Free 

۲. Random 

۳. Small-World 

۴. Regular 

۵. Kuramoto model 

حتي در همين حالت خاص نيز رفتار سيستم بسيار پيچيده است 

 بـا تبـديل     .آيـد    دسـت مـي     هاي متعددي بـراي آن بـه        و جواب 

i iθ θ ω→ K/بـر   ) ۱ (ة و تقسيم رابط   − N      و بـازتعريف زمـان 

 :]۶[ خواهيم داشت

)۲(  sin( ) , , ,.., ,
N

i
ij j i

j

d
a i N

d
θ

θ θ
τ

=

= − =∑
1

1 2  

 كه در آن  
/
t

K N
τ براي مشخص كردن ميزان همگامي     . است =

شود كـه در هـر زمـان           استفاده مي  )r( ها از پارامتر نظم   در شبكه 

  . جمعي نوسانگرها در شبكه است دسته معياري از رفتار

)۳(  . 
N ii ire e

N i

θψ = ∑
=

1

1
  

ر ايـن مقالـه فرآينـد     د.نوسـانگرها اسـت    ميـانگين فـاز  ،ψفـاز  

. دهـيم    منظم را مورد بررسي قرار مي      ةسازي بر روي شبك     همگام

. گيـرد   نتايج تحليلي توسط نتايج مدل سازي مورد تأييد قرار مي         

از روش اويلـر اسـتفاده شـده        ) ۲(هـاي     براي حل عددي معادله   

سبات عددي ما نشان داد كه براي اين مدل استفاده از           محا. است

شود و تنهـا      تر نمي   كوتا منجر به نتايج دقيق    -تر رانگ   روش دقيق 

 محاسبات  ةبنابراين هم . دهد  زمان انجام محاسبات را افزايش مي     

  .با استفاده از روش اويلر انجام شد

  

  ٦روش اويلر. ۲
روش اويلـر   ترين روش حل عـددي معـادلات ديفرانـسيل،            ساده

 ديفرانـسيل   ة يك معادل  ةدر اين روش با دانستن شرايط اولي      . است

 اگـر معادلـه   .آيد   مي  دست   اول، شرايط بعدي در هر زمان به       ةمرتب

' بــه صــورت ( ) ( , ( ))y t f t y t= و شــرايط اوليــه ( )y t y=0  را 0

هـاي زمـاني بـه صـورت          ، بـا در نظـر گـرفتن قـدم         داشته باشـيم  

n nt t h−=   : و با استفاده از بسط تيلور خواهيم داشت1+

   
( ) ( )

( , ( )) ( )n n
n n

y t h y t
f t y t o h

h
+ −

= + 2 

  :hتا مرتبه اول 

   ( ) ( ) ( , ( )) ( )n n n n ny t h y t f t y t h y t++ = = +1 
هاي   توان مقدار تابع را در زمان       بنابراين با داشتن شرايط اوليه مي     

  .بعدي به دست آورد

____________________________________________ 
۶. Euler method 
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  ۳، شمارة يازدهم جلد    منظمةگام سازي در مدل كوراموتو بر روي شبكبررسي هم  ۳۰۷

  

  

   منظمةبررسي تحليلي شبك. ۳
هاي نزديك خود متصل       همسايه  چند بهرأس    منظم هر  ةدر شبك 

  :داريم) ۲ (ةاز رابطبنابراين . است

)۴(  sin( ) , , ,...,
i Nc

i
j i

j i Nc

d
i N

d
θ

θ θ
τ

+

= −

= − =∑ 1 2  

. اسـت  رأس  برابـر نـصف تعـداد همـسايگان هـر     Ncكه در آن    

i :اي در اين معـادلات بـر قـرار اسـت           شرايط دوره  N i+ از  .≡

  : خواهيم داشت)۴( و )۳( ةمعادل

)۵(  ,sin cos cos sin
N N

j j
j j

r rψ θ ψ θ
= =

=∑ ∑
1 1

 

id/هاي پايدار هستيم، بنابراين     دنبال جواب  dθ τ  تابع.  است 0=

sin( )j iθ θ−   ــس ــت، پ ــرد اس ــابعي ف  ت
,

sin( )j i
i j

θ θ− =∑ 0 

) ۵(و  ) ۴(با باز كردن اين معادله و اسـتفاده از روابـط            . باشد  مي

  :خواهيم داشت

)۶(  ,cos sin( )
N i Nc

i j
i j i Nc

r θ θ ψ
+

= = −

− =∑ ∑
1

0 

 

)۷(  .sin sin( )
N i Nc

i j
i j i Nc

r θ θ ψ
+

= = −

− =∑ ∑
1

0  

 ي بـر يكـديگر    س ارجحيت ـ ئـو  ر ، مـنظم  ةبا توجه به اينكه در شـبك      

)sin د، انتظار داريم جواب   نندار )
i Nc

j
j i Nc

θ ψ
+

= −

 ةمستقل از شمار   ∑−

ــدiرأس  ــابراين، باش ــم بن ) : داري ) sin( )
i Nc

j
j i Nc

f θ θ ψ
+

= −

= −∑. 

 بـا فـرض     پس. زمان با هم برقرار باشند     بايد هم ) ۷( و) ۶( عبارات

r ≠   . ايستا وجود داردهاي  دو حالت با جواب0

)۱(  ,cos , sin
N N

i i
i i

θ θ
= =

= =∑ ∑
1 1

0 0 

 

)۲(  .sin( )
i Nc

j
j i Nc

θ ψ
+

= −

− =∑ 0  

قبل از بررسـي ايـن      هاي پايدار هستيم،      جا كه دنبال جواب     از آن 

هـاي پايـا      هاي تعيين پايداري جـواب     سي روش دو حالت به برر   

  .پردازيم مي

  

  ها بررسي پايداري جواب. ۴
   ماتريس پايداري.۱. ۴

*ة  جوابي به ازاي مجموع   ) ۱  (ةرابط فرض كنيم  * *{ , ,..., }Nθ θ θ1 2 

براي بررسي پايداري اين جواب، هر نوسانگر را از         . داشته باشد 

ــوچكي من    ــدار ك ــه مق ــود ب ــاي خ ــاز پاي ــي ف ــرف م ــيم ح  :كن

*( ) ( )i i it tθ θ δ= ــ. +  و ۱ ةاكنـــون بـــا جايگـــذاري در معادلـ

δ ةهـا، بـه رابط ـ     iδنظر كردن از مراتـب بـالاتر          صرف δ
•

= Λ 

ــن رابطــه   مــي ــه در اي Mرســيم ك DΛ = −، 
N

i ij
j

D M
=

=∑
1

، 

* *cos( )ij ij j i
KM A
N

θ θ= ) و − , ,..., )ND diag D D D= 1 2 

منفي باشـند، جـواب      Λاگر تمامي ويژه مقادير ماتريس      . است

  .]۸[مورد نظر پايدار خواهد بود

  

  اختلاف فاز. ۲. ۴
ــا را از حالــت تعــادل خــارج   در مــاتريس پايــداري تمــام زواي

را از حالت تعادل خارج      رأس   قط يك  در اين روش ف    .كرديم  مي

سپس . دهيم  را مورد بررسي قرار مي     رأس   كنيم و پايداري آن     مي

  .دهيم اين كار را با تمامي رئوس ديگر نيز انجام مي

 منظمـي داريـم كـه تنهـا بـه           ةكنـيم شـبك     در ابتدا فرض مي      

هـاي     اگر يكي از جواب    .)=۱Nc( اول خود متصل است      ةهمساي

*اي آن بـه صـورت       مدل كوراموتـو بـر     * *{ , ,..., }Nθ θ θ1  باشـد،   2

  :  تبديل خواهد شد به۲سي مانند أ كوراموتو براي رةمعادل

)۸(  .* * * *sin( ) sin( )θ θ θ θ θ
•

= − + − =2 1 2 3 2 0  

*با تبديل  * ( )tθ θ δ→ +2 2   : خواهيم داشت2

)۹(  ,* * * *( ) exp{ [cos( ) cos( )] }t tδ θ θ θ θ= − − + −2 1 2 3 2  

ــارت     ــد عبــ ــداري بايــ ــتن پايــ ــراي داشــ ــابراين بــ  بنــ

* * * *[cos( ) cos( )]θ θ θ θ− + −1 2 3 از طرفي  .  بزرگتر از صفر باشد    2

* كوراموتو داريـم     ةطبق معادل  * * *sin( ) sin( )θ θ θ θ− = − −1 2 3  و  2

*يا به عبارتي با تعريف  * yθ θ− =3 2 ،* * xθ θ− =1   : داريم2

)۱۰(  ,sin( ) sin( )x y= − 

    :پس داريم
) cos( ) cos( ) ,
) cos( ) cos( ) cos( ) ,

a x y x y
b x y x y y

π
π

= + → + =
= − → + =

0

2 2
 

   قابل قبول بوده با ايـن شـرط كـه تفـاوت             bبنابراين تنها حالت    
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circleN,در اينجـا    .  و پخش حول فضاي فاز     ۲ ة ويژه مقادير براي حالت ميانگين درج      .۱جدول   N
N
πθ= ∆ =
اعـداد درون پرانتـز بيـانگر       .  اسـت  2

  .تعداد دفعات تكرار آن ويژه مقدار هستند

  N  دارويژه مق

( )*0 4   ۴  (ناپايدار) 

( ) ( )/ /, * , *− −0 1 118 2 0 4271 2   ۵ (پايدار) 

( ) ( )/ /, * , * ,− − −0 0 5 2 1 5 2 2  ۶  

( ) ( ) ( )/ / /, * , * , *− − −0 0 4695 2 1 5245 2 2 3705 2  ۷  

( ) ( ) ( )/ / / /, * , * , * ,− − − −0 0 4142 2 1 4142 2 2 4142 2 2 8284  ۸  

  

π/زوايا از    −π/ كمتر و از     2 اكنون اگـر فـرض     . بيشتر باشد  2

 اول خود متـصل     ةبه دو همساي   رأس    منظم هر  ةكنيم كه در شبك   

 چنــين ۲ ةفرضــي شــمار رأس  كوراموتــو بــراية معادلــ،اســت

  :شود مي

* * * * * *

* *

sin( ) sin( ) sin( )

sin( )
Nθ θ θ δ θ θ δ θ θ δ

θ θ δ

•

− − + − − + − −

+ − − =

2 1 2 2 2 2 3 2 2

4 2 2

  

)۱۱(  
* * * * * *

* * *

cos( ) cos( ) cos( )

cos( ) ( ,{ })
N

g

δ θ θ δ θ θ δ θ θ

δ θ θ δ θ

− − − − − −

− − =

2 1 2 2 2 2 3 2

2 4 2 2

  

  . اول استفاده كرديمةدر اينجا از تقريب خطي مرتب

فقـط   رأس    منظمي داريم كه هـر     ةكنيم شبك   مياكنون فرض      

  ديگر كه هـر    ةهاي اول خود متصل است و يك شبك         به همسايه 

معادلات حاكم  . هاي دوم خود متصل است      فقط به همسايه  رأس  

  :شود چنين مي آنها بر

)۱۲(  

* * * * *

* * * * *

sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) ( ,{ }) ,f

θ θ θ δ θ θ δ

δ θ θ δ θ θ δ θ

= − − + − −

= − − − − =

2 1 2 2 3 2 2

2 1 2 2 3 2 1 2

 

)۱۳ (  
* * * *

* * * * *

sin( ) sin( )

cos( ) cos( ) ( ,{ }).
N

N f

θ θ θ δ θ θ δ

δ θ θ δ θ θ δ θ

•
= − − + − −

= − − − − =

2 2 2 4 2 2

2 2 2 4 2 2 2

 

*با توجه بـه اينكـه        * *( ,{ }) ( ,{ }) ( ,{ })g f fδ θ δ θ δ θ= +2 1 2 2 2 

 ـ    بنابراين جـواب   هـاي     تركيبـي خطـي از جـواب       g ةهـاي معادل

  .  استf1و  f2 معادلات

 اول داشـته باشـيم      ة همساي Ncاي با     به طور خلاصه اگر شبكه       

  :براي داشتن جوابي پايدار بايد اين دو شرط همزمان برقرار باشند

π/اختلاف زوايا كمتر از      )۱  اول  ة و اگر بيش از يـك همـساي        2

دارند بايد تمامي اختلاف زوايـا بـا همـسايگانش كمتـر و يـا               

π/مساوي با    زيرا داشتن يك همسايه با اختلاف فاز       .  باشد 2

π/كمتر از    شـود و     ويژه مقدار منفي مـي     باعث وجود يك     2

π/اي با اخـتلاف فـاز         بنابراين اگر همسايه    ، داشـته باشـيم    2

امـا اگـر تنهـا يـك        . آيـد   مشكلي پيش نمي  ) ويژه مقدار صفر  (

π/همسايه با اختلاف      داشته باشيم، ويژه مقدار صفر است       2

  .ه جاي اول خود برنخواهد گشت ب۲ رأس )۹ (ةو طبق معادل

.  بايد تقارن در توزيع زوايـا داشـته باشـيم          )۱۰( ةطبق معادل  )۲

فاز باشند و يا به طـور مرتـب           يعني يا همگي نوسانگرها هم    

  . فضاي فاز توزيع شده باشندةحول داير

  

  حل تحليلي. ۵

sin(بررسي پايداري حالت اول . ۱. ۵
N

i
i

θ
=

=∑
1

0، cos
N

i
i

θ
=

=∑
1

0(  

 فضاي فـاز بـه طـور مـنظم          ةزماني كه فاز نوسانگرها حول داير     

ــرايط  ــند ش ــده باش sin پخــش ش
N

i
i

θ
=

=∑
1

cos  و0
N

i
i

θ
=

=∑
1

0 

در . در اين حالت پارامتر نظم برابر با صفر است        . شود   مي ءارضا

گيرنـد را    فضاي فاز قـرار مـي  ةاينجا تعداد رئوسي كه حول داير  

  .دهيم  نشان ميcircleNبا 

  

 )= ۱Nc( همسايه ۲.   ۱. ۱. ۵

/ اختلاف زوايا در اين حالـت برابـر بـا          Nπ2     اسـت، بنـابراين

گيـرد    به بالا در حالت پايـدار قـرار مـي          رأس   ۵سيستم به ازاي    

 هر چهـار ويـژه مقـدار برابـر بـا          كه =۴Nدر حالت   ). ۱ جدول(

   .ناپايداري آن از طريـق اجـراي برنامـه تأييـد شـد             صفر هستند، 
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  ۳، شمارة يازدهم جلد    منظمةگام سازي در مدل كوراموتو بر روي شبكبررسي هم  ۳۰۹

  

  

    

  
∆πθ تايي با ۳۰پيكربندي فاز شبكه ) الف.۱ شكل =

2

30
circleN و  = ∆πθ تايي با ۶۰فضاي فاز شبكه ) ب؛30 =

2

30
circleN و  =   ) پارامتر نظم صفر (60

  

*در اينجا   .  و پخش حول فضاي فاز     ۲ ةويژه مقادير براي حالت ميانگين درج      .۲جدول  
N
πθ∆ =
2

circleN و   2 N= اعداد درون پرانتز بيـانگر     .  است

  .  تعداد دفعات تكرار آن ويژه مقدار هستند

 N    ويژه مقدار

/ /, , , ,0 0 0 2 5 2 5  ۵  

( ) ( ), * , *−2 0 3 1 2  ۶  

( ) ( ) ( )/ / /* , * , * ,− −0 6784 2 2 2029 2 0 0746 2 0  ۷  

( ) ( ) ( )/ / / /, * , * , * , − − − −2 8284 2 4142 2 1 4142 2 0 4142 2 0  ۸  

  

س، دو پيكربندي فـضاي فـاز       أ ر ۱۰بنابراين براي حالتي همانند     

 فضاي فاز   ةدر حالت اول همگي روي داير     . متفاوت وجود دارد  

,(شـوند   به طور مرتب پخش مي  /circleN θ π= ∆ =10 2 10( ،

ــا۱ ةشــمار رأس و در حالــت دوم از   شــوند و   پخــش مــي۵  ت

ــا ۶از  ــا  روي۱۰ تـ ــي   آنهـ ــرار مـ ــب قـ ــه ترتيـ ــد  بـ گيرنـ

), /circleN θ π= ∆ =5 2  همين موضوع را براي     ،۱ شكل). 10

circleN كه   =۳۰Nيك شبكه با     =  كه  =۶۰N ، و يك شبكه با     30

circleNه صورت ب =   .دهد  چيده شده است، نمايش مي30

  

  )= ۲Nc(  همسايه۴.   ۲. ۱. ۵

در ايـن حالـت بيــشترين اخـتلاف فـاز بــين دو همـسايه برابــر      

*( / )Nθ π∆ = 2 بنابراين انتظار داريم سيـستم بـه ازاي       .  است 2

  ).۲ جدول(به بالا پايدار باشد  رأس ۸

س، أهـاي هـر ر      اخـتلاف فـاز همـسايه      ةين با محاسـب   بنابرا   

 اختلاف  اگر .برد  توان به پايداري و يا عدم پايداري شبكه پي         مي

اخـتلاف   باشـد،    α برابر بـا     اش  با اولين همسايه   رأس    هر ةزاوي

Nc اش برابر  با دورترين همسايه   رأس    هر ةزاوي α× ت كـه  اس ـ 

/ Nα π≥ /( باشـد   مي 2 circleNα π= بنـابراين در حالـت     ). 2

Nc  بايد پايداري πα× ≤
2

در حالـت تـك همـسايه بـه         (باشد   

/Nc α π× < ــي 2 ــاهش م ــد ك ــارتي  ،)ياب ــه عب ــا ب ــم  و ي داري

N Nc
π πα≤ ≤
2

2
Nc يم داشت كه خواه   N≤4 )    در حالت تـك

Nc همسايه به N<4 يابد كاهش مي .(  

  

)sin(بررسي حالت دوم . ۱. ۲. ۵ )
i Nc

j
j i Nc

θ ψ
+

= −

− =∑ 0(  

 اگـر   . باشـد  ψ=۰ رويم كه  براي سادگي به دستگاه مختصاتي مي     

۱Nc=      الـف -۲ (شـكل  مطـابق    ۱ رأس    باشد و معادله را حـول (

sinبنويسيم خواهيم داشت     sin sinθ θ θ+ + =0 1 2 اكنون اگـر   . 0

خــواهيم داشــت  ))  ب-۲(شــكل ( بنويــسيم ۲ رأس حــول

sin sin sinθ θ θ+ + =1 2 3  ايـــن دو داريـــم  ةبـــا مقايـــس . 0

sin sinθ θ=0   :خواهيم داشت بنابراين در حالت كلي. 3
  

  ( )sin sin , , , ,...i n Nc i nθ θ + += =2 1 0 1 2   

  

) تعداد كل رئوس برابر با . ۲. ۲. ۵ )N n Nc= +2 1  

  دسـته   Nc۲+۱توان اثبـات كـرد كـه          مي  به راحتي    در اين حالت  
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 ۳۱۰   آقابابايي ساماني و كيوان شهبازي، فرهادكوهي اصفهانيريحانه   ۳، شمارة يازدهم جلد 
  

  

  

  
)sin بررسي حالت    )الف( .۲شكل   )

i Nc

j
j i Nc

θ ψ
+

= −

− =∑ )sin بررسي حالت )ب( ؛۱شماره  رأس   براي 0 )
i Nc

j
j i Nc

θ ψ
+

= −

− =∑ سـي  برر. ۲شـماره   رأس  براي0

  . اين حالت بستگي به تعداد رئوس دارد

  

N ويژه مقادير مربوط به حالت .۳جدول  n= 3.  

 N  ويژه مقدار

/ /, ,0 1 5 1 5  ۳ 

/ / / /, , , , ,0 0 5 0 5 1 5 1 5 2  ۶ 

( ) ( ) ( )/ / / /, * , * , * ,0 0 234 2 1 5 2 1 9397 2 0 8264۹ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / / /, * , * , , * , * , *0 0 5 2 1 5 2 2 0 1340 2 1 2 1 866 2۱۲ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / / / / / /, * , * , * , * , * , * , *0 1 5 2 0 86455 2 0 33087 2 0 69098 2 1 1045 2 1 809 2 1 9781 2۱۵ 

  

  . زير داريمشكلمعادله به 

۱  ( )sin sin ... sin , , , ,...Nc n Nc nθ θ θ+ += = = =0 2 1 2 1 0 1 2  

۲  ( ) ( )sin sin ... sin , , , ,...Nc n Nc nθ θ θ+ + + += = = =1 2 1 1 2 1 1 0 1 2  

  و به همين ترتيب

( ) ( )sin sin ... sin , , , ,...Nc Nc Nc n Nc Nc nθ θ θ+ + + += = = =2 2 1 2 2 1 2 0 1 2  

۱+Nc۲  

 مجهول  Nc۲+۱بنابراين  . سينوس تمامي زوايا با هم برابر هستند      

  :اردسه نوع جواب وجود د. و يك معادله خواهيم داشت

 =۱rتمامي رئوس داراي فاز يكسان هستند، كـه بـه حالـت              )۱

  .شود و پايدار است منجر مي

.  هـستند  x+π و برخـي داراي فـاز        xبرخي رئوس داري فاز      )۲

مجـاور امكـان دارد از       رأس   بنابراين اختلاف زاويه بـين دو     

۲/πپس ناپايدار نيست. يشتر باشد ب.  

صـفر   آنهـا    وساند كه جمع سـين      اي چيده شده    زوايا به گونه   )۳

  . دارد=۰rخواهد بود كه در اين حالت 

  

  )۳( براي حالت = ۰r بررسي پايداري حالات . ۳. ۲. ۵

 دسـت  كلـي  قانوني به گوناگون حالات جا نيز با بررسي     در اين 

  .يافت خواهيم

   همسايه ۲) الف

۳circleN و يا به عبارتي    =n۳Nدر اينجا    ويـژه مقـادير   .  است =

  .باشد  مي۳ جدولطابق م

، برابر است   N شود، ويژه مقدار هر    طور كه مشاهده مي    همان   

 چنـد ويـژه مقـدار       ةعـلاو  ، بـه  Nهاي   با ويژه مقدارهاي مضرب   

  باشند و ويژه۳ جا كه همگي اين اعداد بايد ضريباز آن. ديگر

نيز مثبت است، بنابراين بـراي تمـامي ايـن اعـداد،             ۳ مقدارهاي

۳circleN كه =۰rحالت    .، حالت ناپايدار است=

  

   همسايه ۴) ب

گونـه كـه مـشاهده    همـان  . به دست آمد۴ جدولويژه مقادير مطابق 

 .برنامه تأييد شداجراي  با  آنهاناپايداري .داريم صفر عدد شود سه مي

 پايـدار  =۰rبـه هـيچ عنـوان حالـت         =۵Nبنابراين بـه ازاي        

  .نيست

  

   همسايه۶) ج

 اي كـه  گونـه  بـه  ،=n۷N  را با شرايط   =۰r است كه بتوان   حالتي

circleN =   بـه  ۵ جـدول ويژه مقادير مطابق    .  باشد، ايجاد كرد   7

  :دست آمد

  )الف(

  

 )ب(
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  ۳، شمارة يازدهم جلد    منظمةگام سازي در مدل كوراموتو بر روي شبكبررسي هم  ۳۱۱

  

  

  

  

  

  .=n۵N ويژه مقادير مربوط به حالت .۴ جدول

  N  ويژه مقدار

/ /, , , ,0 0 0 2 5 2 5  ۵  

( ) ( ) ( ) ( )/ / /* , * , , * , *−0 3 2 5 2 1 2361 1 2 2 1180 2  ۱۰  

  

  .=n۷Nبه حالت  ويژه مقادير مربوط .۵جدول 

  N  ويژه مقدار

( )/ /, , *3 5 3 5 0 5  ۷  

( )/ /, , *3 5 3 5 0 5  ۱۴  

 

  
   فاز اوليهة به باز=۱r وابستگي حالت پايدار .۳شكل 

  

  حالت كلي)د

N شود، ويژه مقدارهاي هـر    طور كه مشاهده مي   همان Nc= +2 1 

)برابر است با     )* N −0 2   ، ( )/ *N  2  و از طرفي ويـژه مقـادير   2

N             كـه دو تـاي آن      (هاي ضرايب ديگر، اين ويژه مقـادير را دارنـد

  . و بنابراين در حالت كلي اين حالت ناپايدار است) مثبت است

  

)تعداد رئوس، برابر با . ۳. ۵ )N n Nc m= + +2 1  

  .در اينجا دو حالت داريم

Nc اگر) الف +2  نباشد، تمـام معـادلات بـا هـم          m مضربي از    1

ها با هم برابرند، و از  به اين معنا كه تماما سينوس. شوندبرابر مي

sinطرفي شرط   
i Nc

j
j i Nc

θ
+

= −

=∑ كند كه تمام زوايا برابر      حكم مي  0

  .دهد را نتيجه مي=۱r صفر باشند كه

Nc اگر )ب +2 نسبت به هـم اول نباشـند و كـوچكترين        mو   1

دسـته معادلـه خـواهيم       q باشـد،    qبا  برابر   آنها   مضرب مشترك 

 : بنابراين. داشت

sin sin
qNc

i i
i i

Nc
q

θ θ
+

= =

+
= ⇒ =∑ ∑

2 1

1 1

2 1
0  =۱rكه به دو جواب      0

ه دور  حـالتي ك ـ   (=۰rو  ) حالتي كه تمامي زوايا برابـر صـفرند       (

حـل ايـن قـسمت كـاملا مـشابه          . رسيممي) اند  دايره قرار گرفته  

 . ناپايـدار اسـت    =۰r است كـه نـشان داده شـد          ۳. ۲. ۵ قسمت

ــت دوم  ــابراين حال )sin(بن )
i Nc

j
j i Nc

θ ψ
+

= −

− =∑ هــيچ جــواب ) 0

  .تواند داشته باشد  نمي=۱rپايداري به جز 

  

  چگونگي وابستگي پارامتر نظم به شرايط اوليه . ۶
 ،ثابـت  سـاختار   بـا  شـبكه  يك ازاي به شد، مشاهده كه گونههمان

 ة بـه شـرايط اولي ـ      بـا توجـه    =۰r و   =۱rجـواب    بـروز دو     امكان

 فازهـاي اوليـه از      ةبـا كـم كـردن بـاز       . فازهاي رئوس وجود دارد   

]πوπ(-   به (-x,x]    كـه πx<    ۱جـواب   اسـت، فقـطr=  بـه دسـت  

 شبكه وابسته اسـت   حراني به تعداد يال و رئوس        ب xميزان  . آيد مي

 بحرانـي بـه     x،  ۳ شكلدر   . داريم =۱rفقط  كه از آن حد به پايين       

مختلـف بـه دسـت آورده شـده          رأس   ازاي هر تعداد يال و تعداد     

شود هرچه تعداد يال درون شبكه        گونه كه مشاهده مي     همان. است

ــه    ــال ب ــد، احتم ــشتر باش ــت آوردن  بي ــت،  =۱rدس ــشتر اس    بي

  بحرانـي xيـال  ثابت، با افـزايش تعـداد       زيرا به ازاي تعداد رئوس      

   بيـشتري از گـسترة فازهـا        ةيعنـي بـه ازاي بـاز      . يابـد   افزايش مـي  
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 شكل اول  .هاي بين رئوس هستند  يالة نشان دهند،خطوط=Nc=۲۰  N , ۱ منظم با ة براي شبك)=۱r(نحوه رسيدن به فاز همگام كامل : ۴شكل 

  . قدم زماني هستند۵ها به ترتيب نشان دهنده وضعيت رئوس به ازاي هر  شكل. دده  نشان مي=۰t فاز هر نوسانگر را در

  

اي كـه    بررسي تحليلي شرايط اوليه    . دست يافت  =۱rتوان به     مي

  .شود  مي-)πوπ[ ة در باز=۱rموجب بروز فقط 

بايـد اخـتلاف    . كنـيم  را بررسي مـي    =۰rابتدا شرايط وجود       

 اگـر رئـوس     . باشد /۲πاز  هايش كمتر    با همسايه  رأس   زاويه هر 

 اي نشسته باشند و اختلاف زاويه هر      به صورت منظم حول دايره    

يشترين اختلاف زاويه بين     باشد، ب  αر با   بكناري برا  رأس   بارأس  

  :بنابراين داريم. است*α Nc اش برابر با با همسايه رأس هر

)۴(   *Nc
Nc

π πα α≤ → ≤
2 2

  

به صورت منظم حـول دايـره       از طرفي، با توجه به اينكه رئوس        

روي  ۱  است، و اگر رئوس مانند شـكل       π/N۲ برابر با    αهستند،  

  . استπ/N۲بزرگتر از  αهم قرار گرفته باشند، 

)۵(   ./ Nα π≥ 2  

N خــواهيم داشــت ) ۵(و ) ۴(از  Nc≥  بنــابراين بــه ازاي  ،4

N Nc<   كـه  =۱Ncالبتـه بـه ازاي      .  خواهيم داشت  =۱rما   حت 4

θ/ شـرط  بايد π∆ <  بـه  =۰r وجـود  شـرط  باشـد،  برقـرار  2

N Nc> ــي  4 ــاهش م ــط    ك ــود فق ــرط وج ــد و ش ــه =۱rياب  ب

N Nc≤ از اين معادله مشخص است كه براي        .شود  تبديل مي  4

بـه تمـامي رئـوس       رأس    منظم كه هـر    ةوعي شبك ن( كامل   ةشبك

Nc ، شرط )ديگر متصل است   N≤4 شـود،    گاه برآورده نمي    هيچ

توانـد باشـد و        حالت پايدار اين شبكه نمـي      =۰rبنابراين حالت   

  . را داشته باشد=۱rتواند حالت  فقط  مي
  

  گيري نتيجه. ۷
 پايـدار  دسته جواب منظم دو    ة كوراموتو روي شبك   ةحل معادل 

   در كـه  =۱r حالـت  بـه  يدنرس ـ نحـوه  .دارنـد  =۱r و =۰r با

 نـشان داده    ۵ شكلفازهاي رئوس يكسان هستند در       تمامي آن

  .شده است

 بـا  رأس   افتد كه تفاوت فاز هـر      مي اتفاق  زماني =۰r حالت   

  كـم يـك     دسـت  و  نباشـد  /۲π از ترگاه بيش   آن هيچ  هاي  همسايه
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  ۳، شمارة يازدهم جلد    منظمةگام سازي در مدل كوراموتو بر روي شبكبررسي هم  ۳۱۳

  

  

    

  
 شكل اول فاز هر  .هاي بين رئوس هستند  يالةخطوط نشان دهند. =۲۰Nو =Nc ۱ براي شبكه منظم با) =۰r(يدن به فاز ناهمگام  نحوه رس.۵شكل 

  .  قدم زماني هستند۵ها به ترتيب نشان دهنده وضعيت رئوس به ازاي هر  شكل. دهد نشان مي =۰tنوسانگر را در 

  

بـه ايـن   ( باشد /۲π كمتر از   ةهمسايه داشته باشد كه تفاوت زاوي     

 و  /۲πمعنا كه اگر يك همسايه دارد بايستي اختلاف فاز كمتر از            

اگر بيشتر از يك همسايه دارد بيشترين اخـتلاف فـاز كمتـر يـا               

و همچنين رئوس به صورت منظم حـول        .)  باشد /۲πمساوي با   

 =۰r رسيدن بـه حالـت       ةنحو.  فضاي فاز قرار گرفته باشند     ةداير

  .شده است نشان داده ۵ شكلدر 

تـوان بـه جـواب         فاز اوليه نوسـانگرها مـي      ةبا محدود كردن باز   

  . رسيد=۱r اپايدار تنه

N به ازاي    -)πوπ[فازهاي اوليه   در بازه       Nc≤  =۱rفقـط    4

را  r , ۰=r=۱ هاي بيشتر هـر دو حالـت        Nوجود دارد و به ازاي      

 باشند شـرط بـه      اگر رئوس فقط يك همسايه اول داشته       (.داريم

N Nc<   .)يابد  كاهش مي4
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