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  ۱۳۹۱ تابستان، ۲، شمارة ۱۲  مجلة پژوهش فيزيك ايران، جلد

 
 
 
  

  

   زد‐ تي‐ بيةهندسة ترموديناميك سياهچال
 
  

   بهروز ميرزاوزهرا خاكساري  ،عليرضا بهزادي مهر

  ٨٤١٥٦‐ ٨٣١١١ فيزيك دانشگاه صنعتي اصفهان، اصفهانةدانشكد
  z.khaksari@ph.iut.ac.ir: پست الكترونيكي

  
  

  )۱/۵/۱۳۹۱ :دريافت نسخة نهايي  ؛ ۲۲/۱/۱۳۹۰ :لهدريافت مقا(

  دهيچك
همچنين تناظر . كنيم  بي تي زد را از ديدگاه هندسي مطالعه مي       ةها و پايايي ترموديناميكي سياهچال      در اين مقاله، با در نظر گرفتن ثابت كيهان شناسي به عنوان يك متغير، ويژگي              

هاي ترموديناميكي  كنش تواند رفتار برهم متريك كودو نميخواهيم ديد كه . كنيم هاي ترموديناميكي بررسي مي از را با انواع متريكبين تكينگي خمش ترموديناميكي و نقاط گذار ف
  .هاي كر دوسيته هم معتبر است ضمناً اين نتيجه براي فضا زمان. را در دو آنسامبل پيش بيني كند

  
  اهچالهي، سيكينامي ترمودييايك، پايناميگذارفاز، هندسة ترمود :هاي كليدي واژه

  

  
  مقدمه .١

ــوان عرصــه  ــه عن ــراي بررســي  ترموديناميــك ســياهچاله ب اي ب

. بـسياري قـرار گرفتـه اسـت    افـراد  كوانتومي مورد توجه    گرانش

هاوكينــگ نــشان داد كــه در فرآينــدهاي كلاســيكي مربــوط بــه 

 ].۱[ ابـد يها كاهش نمـي    افق سياهچاله  سياهچاله، جمع مساحت  

 بيان كرد كـه بايـد بـه سـياهچاله يـك             ]۲[ آن، بكنشتين پس از   

امـا  . آنتروپي متناسب با مساحت افق رويدادش نسبت داده شود        

اگـر سـياهچاله   . اين مطلب در آن زمان مورد ترديد قرار گرفـت   

توان بـه  داراي آنتروپي و انرژي باشد يك دماي غير صفر نيز مي          

 ـ     . آن منصوب كرد   ك جـسم گـرم     در ضمن سياهچاله به عنوان ي

تواندتابش كند كه به نظر در تناقض با ايـن ديـدگاه بـود كـه         مي

هـاي بيـشتر    بررسـي . تواند از افق سياهچاله فرار كند     چيزي نمي 

توسط هاوكينگ نشان داد كه بايد يك دماي غير صـفر بـه افـق               

چهار قـانون فيزيـك سـياهچاله        .]۳[ سياهچاله نسبت داده شود   

، ١يناميـك معمـولي توسـط بـاردين       مشابه با چهار قـانون ترمود     

با اين حال هنوز سر     . ]۴[  و هاوكينگ فرمول بندي شدند     ٢كارتر

 آماري آنتروپي سياهچاله يـك موضـوع جـذاب و مـورد        ةچشم

  .بحث است

ها امري متـداول    هاي ترموديناميكي سياهچاله    بررسي ويژگي    

ها انجـام     كارهاي زيادي روي پايايي و گذار فاز سياهچاله       . است

اش  به طور كلي پايايي يك سيستم با ظرفيت گرمايي        . شده است 

ظرفيـت گرمـايي منفـي، يـك سيـستم ناپايـاي            . شـود   تعيين مي 

ترمودينــاميكي و ظرفيــت گرمــايي مثبــت يــك سيــستم پايــاي  

همچنين در نقاطي كه ظرفيت گرمايي      . دهد  موضعي را نشان مي   

  .افتد  دوم اتفاق ميةشود معمولاً گذار فاز مرتب واگرا مي

توانـد بـا    هاي فيزيكي مـي   هاي ترموديناميكي سيستم    ويژگي   

____________________________________________ 
۱. Bardeen 

۲. Carter 
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 ۱۴۸   بهروز ميرزاوزهرا خاكساري  ،عليرضا بهزادي مهر  ۲، شمارة دوازدهم جلد 
  

  

مهمتـرين مـسئله     .هاي كاملاً هندسـي نيـز مطالعـه شـود         نمايش

. ساختن متريك مناسـب اسـت      نمايش هندسي ترموديناميك،  در

 اولين كسي بود كه مفهوم هندسه را وارد ترموديناميـك           ١وينهلد

مـشتق دوم انـرژي     او يك متريك ريماني بـه صـورت         . ]۵[ كرد

هـاي فزونـرو سيـستم        داخلي نسبت به آنتروپي و ديگـر كميـت        

 عنـوان  بـه  جـرم  از چالـه  سـياه  نمادگذاري درالبته  .تعريف كرد 

، بنابراين متريك وينهلد بـه     كنيممي استفاده سيستم داخلي انرژي

  :شودصورت زير داده مي
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متريك ديگري مشابه بـا متريـك وينهلـد           ]۶[  ٢ريچند سال بعد راپن   

  :جاي جرم، آنتروپي بود، معرفي كردكه پتانسيل ترموديناميكي آن ب
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 : زير به هم مربوط اندةاين دو متريك به كمك رابط

)۳(  ,R Wds ds
T

=2 21
  

دن آنتروپي  دست آور   در مواردي كه به   .  دماي سيستم است   Tكه  

خمش . تواند مفيد باشد   بالا مي  ةتابع جرمي مشكل باشد رابط     از

هاي ترمودينـاميكي فراوانـي محاسـبه       براي مطالعة سيستم   راپنير

مشخص . ]۱۰- ۷[ ها محاسبه شده است   شده از جمله سياهچاله   

خمش راپنير اطلاعات درسـتي از سـاختار فـازي          كه  است  شده  

آل  هايي از قبيل گاز ايده     سيستم اين خمش براي   .دهد سيستم مي 

هاي آن وجود ندارد صـفر        كنشي بين اتم    تك اتمي كه هيچ برهم    

علاوه بر اين در نقاط بحراني همانند حجم همبستگي بـه           . است

كنــد كــه دليلــي بــراي تناســب بــين خمــش بينهايــت ميــل مــي

هـا نـشان    اين ويژگـي  . همبستگي حجمي است   ترموديناميكي و 

اما استثنائاتي  .كنش مؤثر است   ياري از برهم  دهد كه خمش مع   مي

براي مثال متريك راپنيـر يـك خمـش صـفر در            . هم وجود دارد  

دهد،   مي٣نوردستروم - زد و ريسنر- تي-هاي بي  مورد سياهچاله 

____________________________________________ 
۱. Weinhold 

۲. Ruppeiner 

۳. Reissner- Nordstrm black hole 

. در حالي كه در اين دو نوع سياهچاله نقاط گذار فاز وجود دارد            

 ويـژه در    به علاوه اين متريك نقاط مربوط به واگرايـي گرمـايي          

) اي ثابت    زاويه ةبار و تكان   )JQC
 

نيـومن   -رادر سـياهچاله كـر    

 بيان كرد كه علـت ايـن تناقـضات          ٤كوودو. تواند نشان دهد  نمي

تحت تبديلات لژاندر اسـت      ناوردا نبودن متريك راپنيرو وينهلد    

سپس يك متريك ناورداي لژاندار توسط آنها معرفـي         ]. ۱۲،  ۱۱[

 -هـاي بـي     را براي سـياهچاله    زتوانست نقاط گذار فا   شد كه مي  

باز ] ۱۷-۱۳[ها  نوردستروم  و ديگر سياهچاله- و ريسنر ٥ زد -تي

  :توليد كند

)۴(  ,C bc a b
Q abC C Dg E dE dE

E E E
φ φη δ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

2

  

)۵(  ( ,..., ),ab diagδ = 1 1  

  .( , ,..., )cd diagη = −1 1 1 
 پارامترهاي فزونـور  CE اه و يك پتانسيل دلخوφدر رابطه بالا 

 .دهندسياهچاله را نشان مي

هاي مبتنـي      نشان داده شده كه متريك     ]۱۸[علاوه بر اين در        

انرژي آزاد هلمهـولتز هميـشه مـرتبط بـا         )مشتق دوم (بر هسيان   

 ديـويس اسـت و بـر خـلاف متريـك راپنيـر و وينهلـد                 يمنحن

هـاي   همچنـين متريـك  .  را باز توليد كند    JQCرايي  تواند واگ   مي

هاي ترموديناميكي توليد شـده بـا تبـديل        مبتني برهسيان پتانسيل  

 .توانند نقاط گذار فاز را آشكار كنندلژاندر، مي

هـا در زمينـه بـا       هاي ترموديناميكي سياهچاله     ويژگي ةمطالع   

ر صفر از چند سال گذشـته مـورد توجـه           كيهان شناسي غي   ثابت

هـا ثابـت      در بيـشتر رهيافـت    . افراد بسياري قـرار گرفتـه اسـت       

امـا  . كيهانشناسي به عنوان پارامتر ثابت در نظر گرفته شده است         

به عنوان متغيـر     Λ پيشنهاد شده كه  ] ۲۲-۱۹[در برخي مقالات    

علاوه تحـت فـرض ثابـت       به  . ترموديناميكي در نظر گرفته شود    

هاي چرخـان      جرمي انتگرالي در مورد سياهچاله     ة معادل Λبودن  

به منظور رفع   . ]۱۹[  دوسيته و پاد دوسيته برقرار نيست      ةدر زمين 

اين مشكل ثابت كيهـان شناسـي        
( )( )D D

l

− −
Λ = ±

2

1 2

2
را بـه    

هـاي جرمـي      گرفتند و فرمول   نظر ميكي در متغير ترمودينا  عنوان

____________________________________________ 
۴. Quevedo 

۵. BTZ black hole 
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  ۲، شمارة دوازدهم جلد    زد- تي- بيةياهچالهندسة ترموديناميك س  ۱۴۹

  

  

  :ديفرانسيلي و انتگرالي را تصحيح كردند

)۶(  ,dM TdS dJ dJω θ= + +  

)۷      (  ,D M TS J l
D D

ω θ−
= + +

− −
3 1

2 2
 

 زد چرخـان و فـضا       - تي -اعتبار اين قوانين در سه بعد براي بي       

 و  ۱۹[ داده شده است  زمان كر دوسيته و نيز در چهار بعد نشان          

هـاي    بـراي سـياهچاله   ) ۷( و) ۶(هـاي     رابطـه به طور كلي    . ]۲۲

تر برقـرار    و ابعـاد بـالا     ۵ و ۴ و ۳ دوسيته در    چرخان در زمينه پاد   

 حمايـت  Λبنابراين اين نتيجه هم از فرض متغيـر بـودن         . است

 - بـي ةچالبه همين دليل در ادامه ما ترموديناميـك سـياه    . كند  مي

بـا   Λ زد و سـاختار فـازي آن را بـا فـرض متغييـر بـودن            -تي

  .كنيمهاي معرفي شده به طور كامل بررسي مي متريك

ابتدا مروري بر حـل     : ساختار اين مقاله به صورت زير است         

سپس پايـايي سـياهچاله     . كنيم  بعدي اينيشتين مي  ) ۱+۲(گرانش  

در . كنـيم    ظرفيت گرمايي بررسي مـي     ةحاسب زد را با م    - تي -بي

بخش دوم خمش ترموديناميكي را براي اين سياهچاله با استفاده          

 ]۱۸[ راپنير، متريك و رهيافـت معرفـي شـده در            هاياز متريك 

 .كنيممحاسبه مي

  

   زد‐ تي‐ بيةپايايي ترموديناميكي سياهچال. ۲
 چاله در وقتي ثابت كيهانشناسي صفر باشد هيچ حلي براي سياه        

 اما باناداس، تيتلبوم و زانلي نشان دادنـد       . بعد وجود دارد  ) ۱+۲(

هـاي    براي ثابت كيهانشناسي غير صـفر حلـي مـشابه سـياهچاله           

بعدي وجود دارد، با اين تفاوت كه به طور مجـانبي پـاد             ) ۱+۳(

  : زد معروف است- تي- بيةاين حل به سياهچال. دوسيته است

)۸(  ,JdS dt dr r d dt
r

φ− ⎛ ⎞
= −∆ + ∆ + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 2 1 2 2

2
  

  كه در آن

)۱۹(  .r JM
l r

∆ = − + +
2 2

2 24
  

  دو افق اين سياهچاله در

)۱۰(  ,/l M M J lr±
± −

=
2 2 2

2
  

اي و نيـروي    دماي هاوكينگ، آنتروپي، سرعت زاويه    . قرار دارند 

  :تعميم يافته طبق قانون دوم ترموديناميك به ترتيب با

)۱۱(  ,
,J l

M S JT
S l S

π
π

∂
= = −
∂

2 2

2 2 3

8

8
  

)۱۲(  ,S rπ += 4 

)۱۳(   ,
,S l

M J
S S

πω ∂
= =
∂

2

2

8 

)۱۴(   ,
,S J

M S
l l

θ
π

∂
= = −

∂

2

2 38
 

تـوان جـرم      مـي ) ۱۲(و  ) ۱۰(با استفاده از روابـط      . شود  داده مي 

  :سياهچاله را محاسبه كرد

)۱۵   (              .S JM
l S

π
π

= +
2 2 2

2 2 2

4

16
  

هـاي    ها به طور قابـل تـوجهي ازسيـستم          ميك سياهچاله ترمودينا

معلـوم شـده اسـت كـه        . ترموديناميكي معمولي متفـاوت اسـت     

هـا بـه انتخـاب آنـسامبل          هاي ترمودينـاميكي سـياهچاله    ويژگي

 هـاي مختلـف بـه     در واقـع آنـسامبل    . شـان بـستگي دارد    آماري

شـود و بـه ايـن طريـق           مختلف منجـر مـي     هاي گرمايي  تظرفي

ساختار گذار فاز به مدل آماري تحت بررسي را نـشان        وابستگي  

 ةدر ادامه به منظور تحليـل پايـايي سيـستم بـه محاسـب             . دهد  مي

در . پـردازيم هـاي مختلـف مـي      در آنسامبل  هاي گرمايي ظرفيت

 كه در آن هر دو پـارامتر فزونـور يعنـي           آنسامبل كانونيك بزرگ  

J و l كنندافت و خيز مي:  

)۱۶(  .
( )S S J lMC

T S J l
θω

θω

π

π

−∂⎛ ⎞≡ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ +

4 4 2 2

4 4 2 2

3 64

192
. 

Cθω در S J lπ=4 4 2  دهــد و بــراي  تغييــر پايــايي مــي   264

S Jlπ> ــا  8 ــم ــا داريــم ي ــاميكي پاي در  .ك سيــستم ترمودين

داشـته    دو پـارامتر فزونـور ثابـت نگـه         كه هر  آنسامبل كانونيك 

  :ند ازا اند ظرفيت گرمايي عبارت شده

)۱۷(  .
( )

Jl
Jl

S S J lMC
T S J l

π

π

−∂⎛ ⎞≡ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ +

4 4 2 2

4 4 2 2

64

192
  

 گرمايي مشابه رفتار آن در آنـسامبل كانونيـك          رفتار اين ظرفيت  

  : ثابتl ، با آنسامبل آميختهدر  .است

)۱۸(  ,l
l

MC S
Tω

ω

∂⎛ ⎞≡ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
  

آنـسامبل  سـرانجام در    . اسـت بنابراين سيستم در اين آنسامبل پاي     

  : ثابت داريمJبا  آميخته،
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 ۱۵۰   بهروز ميرزاوزهرا خاكساري  ،عليرضا بهزادي مهر  ۲، شمارة دوازدهم جلد 
  

  

  
l/ در JCθنمودار .۱شكل  =0 J/و  3 =0 3.  

  

)۱۹(  .
( )

J
J

S S J lMC
T S J l

θ
θ

π

π

− − +∂⎛ ⎞≡ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ − +

4 4 2 2

4 4 2 2

3 64

576
  

JCθ  درS J lπ=4 4 2  دهــد و بــراي   تغييــر پايــايي مــي  264

J l S Jlπ π< <4 2 2576 ما يك سيستم ترمودينـاميكي پايـا        8

Sعـلاوه بـر ايـن در        . داريم J lπ=4 4 2 شـود و     واگـرا مـي    2576

وجـود   دوم در ايـن نقطـه        ةبنابراين احتمال يك گذار فاز مرتب ـ     

 . را ببينيد۱ شكلدارد؛ 

 ـ                ةهر گذار فاز مرتبة دومي بايد در نقطة بحراني در دو معادل

تـوان نـشان داد كـه معـادلات         به آساني مي  . ارنفست صدق كند  

 در اين آنسامبل بـه شـكل         زد - تي - بي ةسياهچالارنفست براي   

  :زير هستند

)۲۰(  ,
( )
J J

S

C C

T Tl
θ θθ
α α

−∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠
2 1

2 1

  

)۲۱(  ,
( )

T TlT k k
α αθ −∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

2 1

2 1 

  هاكه در آن

)۲۲(  ,
J

l
l T θ

α ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1
  

)۲۳(  .T
TJ

lk
l ω

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1 

 بحراني اشاره   ةهاي يك و دو به مناطق قبل و بعد از نقط          انديس

اين معادلات حاكي از ناپيوستگي مشتقات مرتبة دوم تـابع          . دارد

بـا اسـتفاده از قـوانين ديفرانـسيل     . است Tk  وαگيبس يعني 

هاي بـالا را    توانيم كميت مي) ۱۴( و) ۱۳(،  )۱۱(و روابط    جزئي

  :محاسبه كنيم

   زد- تي- بيةظرفيت گرمايي در سياهچال رفتار .۱جدول 

 آنسامبل آماري ظرفيت گرمايي رفتار

 آنسامبل كانونيك فاقد واگرايي

 آنسامبل كانونيك بزرگ فاقد واگرايي

  ثابتl  باآنسامبل آميخته فاقد واگرايي
گذار فاز  CθJدر محل واگرايي 

 .دهدمرتبة دوم رخ مي
  ثابتJبا آنسامبل آميخته 

  

)۲۴(  ,
S

S
T l
θ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

3

2
  

)۲۵(  ,
( )4l

S
T l  S J l

θ

π

∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠ +

5

4 2 2

2

192
  

)۲۶(  ,
( )

S l

J l S

πα
π

=
−

2 3 2

4 2 2 4

16

576
  

  و

)۲۷(  .
( )

( )T

l J l S
k

S S J l

π π

π

+
=

− +

2 3 4 2 2 4

2 4 4 2 2

8 192

576
  

ــ ــيم اول ارنفــست شــروع مــيةاز معادل ــه ازاي. كن l/ ب =0   و3

/J =0 scriS/ در نقطـة     JCθ ظرفيت گرمـايي     3 = 4  واگـرا   61

 و) ۲۴(،  )۱۹(در معـادلات     گـذاري ايـن مقـادير     يبا جا . شودمي

  :داريم )۲۶(

)۲۸(  ,/
ST

θ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
23 086  

)۲۹(  ./ /
/

/ / /( ) ( )
J JC C

Tl
θ θ

α α

− − −
= =

− − −
2 1

2 1

90 583 53 733
23 651

0 173 20 079 15 192
  

بـا  براي معادلات دوم    . بنابراين معادلة اول ارنفست برقرار است     

  :در همان نقطه داريم )۲۷( و) ۲۶(، )۲۱ (استفاده از روابط

)۳۰(  ,/
lT

θ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
23 087  

)۳۱(  .
( )/ /

/
/ /

( )

T Tk k
α α − −−

= =
− − −

2 1

2 1 20 579 15 192
23 003

0 27 0 727
  

 اول از وقـوع گـذار فـاز         ة دوم به علاوه معادل    ةرقراري معادل با ب 

 نتايج كلي   ۱ جدول. شويم دوم در اين آنسامبل مطمئن مي      ةمرتب

 ة بـه محاسـب    يهـاي بعـد   در بخـش  . دهداين بخش را نشان مي    

   هـــاي متفـــاوتهـــاي ترمودينـــاميكي بـــا رهيافـــت خمـــش

  .ميپردازمی
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  ۲، شمارة دوازدهم جلد    زد- تي- بيةياهچالهندسة ترموديناميك س  ۱۵۱

  

  

  رهيافت راپنير. ۳
)را بــا در نظرگــرفتن در ايــن بخــش خمــش اســكالر  ), ,S J l ،

( ),S J ،( ),S l و ( ), ,S θ ωبــه عنــوان متغيــر فــضاي حالــت  

خواهيم ديد خمش راپنيـر بـه خـوبي سـاختار           . كنيممحاسبه مي 

  .كندبيني ميفضاي فاز را پيش

  

۳ .۱. ( )S J l,  خيز كننده  به عنوان پارامترهاي افت و,
 ـ . بعد فضاي ترموديناميكي در اين حالت سه است        ) ۳ (ةاز معادل

 :داريم

)۳۲(  

{

} .

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+
∂ ∂

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

1

2 2

2

R
M M MdS dS dJ dl

T S J l
M M M MdMdJ dMdl
S J S l
M M dJdl
J l

  

هاي متريـك را    توانيم مؤلفه   مي) ۱۵(و  ) ۱۱(روابط  با استفاده از    

  :حساب كنيم

)۳۳  (                     ,
( )
( )

J l S
g

S S J l

π

π

− +
=

− +

4 2 2 4

11 4 4 2 2

192

64
  

  ,
( )

Jlg g
S J l

π

π
= =

− +

4 2

12 21 4 4 2 2

128

64
  

  ,
( )

Sg g
l S J lπ

= =
− +

4

13 31 4 4 2 2

2

64
 

  ,
( )

SJg
S J l

π

π
=

−

4 2

22 4 4 2 2

64

64
 

  .
( )

Sg
l S J lπ

= −
− +

5

33 2 4 4 2 2

3

64
 

خمش ترموديناميكي دقيقاً مـشابه خمـش       . ها صفرند ساير مؤلفه 

  :شودريماني محاسبه مي

)۳۴(  
( )( )

R
R

S S J l J l S
θω

π π
= −

− + +4 4 2 2 4 2 2 4

1

2 64 192
 

Rωθ      بـه جـز در      ،ايـن رابطـه   . يك عبارت فاقد واگرايي اسـت 

هـاي كانونيــك،  هـاي گرمـايي در آنـسامبل   نقـاطي كـه ظرفيـت   

دهـد،   ثابـت تغييـر پايـايي مـي        J  بـا  هكانونيك بزرگ و آميخت   

  . ديگري نداردواگرايي

۳ .۲. ( )S J, به عنوان پارامترهاي افت وخيز كننده  

) در اين مورد فضاي فاز دو بعدي اسـت و        ),S J    را بـه عنـوان

 عناصـر متريـك    .گيـريم پارامترهاي افت وخيز كننده در نظر مي      

  :آيدصورت زير به دست مي  به) ۳(طبق رابطة 

)۳۵(   ,
( )
( )

J l S
g

S S J l

π

π

+
= −

− +

4 2 2 4

11 4 4 2 2

192

64
  

  ,
( )

Jlg g
S J l

π

π
= =

− +

4 2

12 21 4 4 2 2

128

64
  

  .
( )

SJg
S J l

π

π
=

−

4 2

22 4 4 2 2

64

64
 

يعني فضاي فاز مسطح است، به  خمش در اين مورد صفر است

اين نتيجـه در مقايـسه بـا        . عبارت ديگر گذار فازي وجود ندارد     

lCرفتار  ω است، نتيجه معقولي)۱۸ (ةدر معادل . 

  

۳ .۳ ( )S l,به عنوان پارامترهاي افت وخيز كننده  

)در اين مورد با در نظرگـرفتن         ),S l         بـه عنـوان متغيـر فـضاي 

صـورت زيـر بـه        به) ۳(عناصر متريك با استفاده از رابطة       حالت  

  :آينددست مي

)۳۶(  ,
( )
( )

J l S
g

S S J l

π

π

− +
=

− +

4 2 2 4

11 4 4 2 2

192

64
  

  ,
( )

Sg g
l S J lπ

= =
− +

4

12 21 4 4 2 2

2

64
  

   ,
( )

Sg
l S J lπ

= −
− − +

5

22 2 4 4 2 264
  

 بنابراين

)۳۷   (  ,
( )( )

SlN
R

S S J l J l Sπ π
=

− + −4 4 2 2 4 2 2 4576 64
  

مقايـسه  . اي بدون واگرايي اسـت    ك چند جمله  ي SlN  در آن  كه

 JCθتواند نقـاطي را كـه     ميRدهد كه نشان مي ) ۱۹(با رابطة   

  .كنددهد، بازتوليد ا تغيير پايايي مييشود واگرا مي

  

۳ .۴. ( )S , ,θ ωبه عنوان پارامترهاي افت وخيز كننده   

Mدر اين آنسامبل از پتانـسيل ترمودينـاميكي          M J lω θ= − −   
  

  

www.sid.ir


www.SID.ir

Arc
hive

 of
 S

ID

 ۱۵۲   بهروز ميرزاوزهرا خاكساري  ،عليرضا بهزادي مهر  ۲، شمارة دوازدهم جلد 
  

  

  

 .BTZ ة رفتار خمش ترموديناميكي در رهيافت راپنير در سياهچال.۲جدول 

 متغيرهاي فضاي حالت ترموديناميكي واگرايي خمش ترموديناميكي

 (S,J,l)  .شوددهد، خمش واگرا مي تغيير پايايي ميCθJو  Cωθ ،CJlدر محلي كه 

۰R =  (S,J) 

 (S,l)  .شودشود، خمش واگرا ميا مي صفر يا واگرCJθدر نقاطي كه 

 (S,θ,ω)  .شوددهد، خمش واگرا مي تغيير پايايي ميCθJو Cωθ ،CJlدر محلي كه 

  

اين تبديل متغيرهاي فضاي ترمودينـاميكي را از        . كنيماستفاده مي 

( ), ,S J l به ( ), ,S θ ωدهد تغيير مي:  

)۳۸(  dM TdS Jd ldω θ= − − 

برابـر اسـت    ) ۳(هاي غير صفر متريك طبق رابطة       بنابراين مولفه 

  :با

)۳۹(  ,
( , , )

Sg
SB S

π θ ω π θ
ω θ

+
=

24 1
2 2 3 3 3

11
1 4 3

3
  

   ,
( , , )

Sg g
B S
ω π θ

ω θ
−

= =

24 1
3 3 3

12 21
2 

  ,
( , , )

Sg
B S

π θ
ω θ

−
=

7 2 1
3 3 3

22 

  ,
( , , )

g g
B S

π
ω θ

= =
2

13 31
8

3
 

  كه در آن

)۴۰   (  .( ), ,B S Sω θ π θ ω π θ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

24 1
2 2 3 3 34 

حاسبة خمش در مختصات بـالا  بـا اسـتفاده از روابـط              بعد از م  

)آن را بر حسب ) ۱۴(و ) ۱۳( ), ,S J lكنيم بيان مي:  

)۴۱(  .
( )( )

JlR
R

S S J l J l Sπ π
= −

− +
2

4 4 2 2 4 2 2 4

1

6
64 192

  

 .اي فاقـد واگرايـي اسـت       يـك چنـد جملـه      JlR در رابطة بـالا   

Sدر   R واگرايي J lπ=4 4 2 اي اسـت كـه      كه متناظر با نقطه    264

تغييــر ) ۱۹(و  )۱۸(، )۱۷(هــاي گرمــايي در معــادلات ظرفيــت

پس بـه طـور خلاصـه خمـش راپنيـر در همـة              . دهندپايايي مي 

تواند ساختار ترموديناميكي فضاي فاز را      ها به خوبي مي   آنسامبل

  . دهدرا نشان مي  نتايج اين بخش۲ جدول. دهدنشان 

  

  رهيافت كوودو. ۴
 زد را با اسـتفاده      - تي - بي ةدر اين بخش ساختار فازي سياهچال     

 .كنيماز متريك ناورداي لژاندر كودوو را بررسي مي

  

۴ .۱. ( )S J l,    به عنوان پارامترهاي افت وخيز كننده,

ن پتانـسيل ترمودينـاميكي، متريـك        به عنـوا   Mبا در نظر گرفتن     

  :محاسبه شودتواند از رابطة زير كودو مي

)۴۲(  .( )
SS

Q
S J l JJ Jlij

lJ ll

M
g SM JM lM M M

M M

−⎛ ⎞
⎜ ⎟≡ + + ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0

0

0

  

گذاري عبارات مربوطه خواهيم ديد كه ضـريب مـاتريس          يبا جا 

  .كه نتيجة نامعقولي است شود،بالا صفر مي

  

۴ .۲ ( )S l, ,ω ت وخيز كنندهبه عنوان پارامترهاي اف  

M تبديل لژاندر    ωو   J ةدر اينجا به منظور مبادل     M Jω= − 

 بنابراين. بريمرا به كار مي

)۴۳( .( )
MSS

Qg SM M lM M MS l lij
M Ml ll

ω ω ωω ω

ω

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

≡ + + ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0

0

0

 

در خمش محاسبه شده از متريك      ) ۱۳ (ةگذاري رابط يبعد از جا  

 :اريمبالا د

)۴۴(  .
( )

( )
S J l S J l S

R
J S J l

π π

π π

− + +
=

−

4 4 2 2 4 8 4 4 8

2
4 4 4 4 2 2

576 3276 3

192 64
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  ۲، شمارة دوازدهم جلد    زد- تي- بيةياهچالهندسة ترموديناميك س  ۱۵۳

  

  

  BTZ رفتار خمش ترموديناميكي در رهيافت كودوو در سياهچاله .۳جدول 

 متغيرهاي فضاي حالت ترموديناميكي واگرايي خمش ترموديناميكي

 (S,J,l)  .شوندهاي متريك صفر ميهمة مؤلفه

 (S,ω,l)  .شوددهد، خمش واگرا مي تغيير پايايي ميCθJو  Cωθ ،CJlدر محلي كه 

 (S,J,θ)  شود  واگرا ميCJθ گذار فاز مرتبة دوم يعني در محل واگرايي ةخمش ترموديناميكي، در نقط

 (S,ω,θ)  .شوددهد، خمش واگرا مي تغيير پايايي ميCθJو  Cωθ ،CJlدر محلي كه 

  

Sخمش بالا داراي يك واگرايي در نقطـة          J lπ=4 4 2 اسـت   264

هاي گرمـايي در معـادلات      اي است كه ظرفيت   نقطه با كه متناظر 

  .دهندتغيير پايايي مي) ۱۹(و ) ۱۸(، )۱۷(

  

۳ .۴ ( )S J, ,θبه عنوان پارامترهاي افت وخيز كننده   

Mپتانسيل مناسب در اين آنسامبل       M lθ= ن بنـابراي .  اسـت  −

 :شوند  زير محاسبه ميةهاي متريك از رابطمؤلفه

)۴۵(.( )
SS

Q
S J JJ Jij

J

M
g SM JM M M M

M M
θ θ

θ θθ

θ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟

≡ + + ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0

0

0

  

در آن منجـر    ) ۱۴ (ةگذاري رابط ـ ي از متريك بالا و جا     R ةمحاسب

  :شودبه رابطة زير مي

)۴۶(   .
( )

( )
l J l J l S S

R
S S J l

π π π

π

− −
=

− +

4 4 8 4 4 4 2 2 4 8

2
4 4 4 2 2

512 13824 72

576

 

 ـ    ةمقايس دهـد كـه تكينگـي      نـشان مـي   ) ۱۹ (ة اين رابطه با معادل

گذار فاز مرتبـة دو يعنـي محـل واگرايـي           خمش بر نقطة وقوع     

JCθمنطبق است .  

  

۴ .۴. ( )S , ,ω θبه عنوان پارامترهاي افت وخيز كننده   

ــسامبل از  ــن آن Mدر اي M J lω θ= − ــسيل  − ــوان پتان ــه عن  ب

  :كنيماستفاده مي

  .( )
SS

Q
Sij

M
g SM M M M M

M M
ω θ ωω ωθ

θω θθ

ω θ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟

≡ + + ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0

0

0

  

)۴۷( 

 :شودمتريك بالا به خمش زير منجر مي

)۴۸(  .

( )( )
R

R
S J l J l S

θ

π π
=

− + +
2

4 4 2 2 4 2 2 464 192

  

Sة  در نقط ـ  Rدر اين مورد تكينگـي       J lπ=4 4 2   متنـاظر بـا      264

) ۱۸(،  )۱۷(هاي گرمايي  در معـادلات       اي است كه ظرفيت   نقطه

به طور خلاصه متريك كـوودو در       . نددهتغيير پايايي مي  ) ۱۹(و  

)موردي كـه     ), ,S J l              بـه عنـوان متغيـر در نظـر گرفتـه شـوند 

هـاي ترمودينـاميكي    كـنش   تواند اطلاعات درسـتي از بـرهم        نمي

 . خلاصه شده است۳ جدولنتايج اين بخش در . سيستم بدهد

  

  رهيافت لو و ديگران. ۵
)ك پتانـسيل دلخـواه      اگر متريكي به صورت مشتقات دوم ي       )u 

تـوان آن را    مـي  نوشته شود،  ،iXاش  نسبت به متغيرهاي طبيعي   

  :به شكل زير بازنويسي كرد

)۴۹(    

( )

,

∂
=
∂ ∂
⎛ ⎞∂

= =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2
2 i j

i j

i
j i i i

j

uds u dX dX
X X

Y dX dX dY dX
X

 

 ة متغيرهاي هميوغ مجموع ـ   iYبنابر تعريف مجموعه     كه در آن  

iXهستند :  

)۵۰(  .i
i

uY
X
∂

=
∂

  

 uاين است كه لازم نيست تابعيـت پتانـسيل          ) ۴۹ (ةحسن رابط 

اين رهيافت در   . اش پيدا كنيم  را حتماً برحسب متغيرهاي طبيعي    

ها در زمينة پـاد     اختار فازي سياهچاله  براي مطالعة س   ]۱۸[مرجع  

هاي به دست   دوسيته استفاده و مشخص شده كه تكينگي خمش       

هاي ترموديناميكي مختلف منطبق بر نقاط گـذار        آمده از پتانسيل  

را  idY وidXهــاي كامــل تــوان ديفرانــسيلمــي. فــاز هــستند
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 ۱۵۴   بهروز ميرزاوزهرا خاكساري  ،عليرضا بهزادي مهر  ۲، شمارة دوازدهم جلد 
  

  

هي از مختصات بسط داد و خمـش        برحسب هر مجموعة دلخوا   

خواهيم خمـش را توسـط ايـن        دراين بخش مي  . را محاسبه كرد  

)رهيافت در مختصات     ), ,r a λ+  زد  - تـي  - بـي  ة براي سياهچال 

هاي ترموديناميكي  بدين منظور بايد تابعيت كميت    . محاسبه كنيم 

بـا  .  آوريـم  اين سياهچاله را برحسب ايـن پارامترهـا بـه دسـت           

  : داريم) ۱۵(و ) ۱۴(، )۱۳(، )۱۱(استفاده از روابط 

,MT a
r

λ
π +

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 21
2

,S rπ += 4      l
λ

=
1  

,aM
r

ω
+

=
22

                 ,rθ λ+= − 2 32  J Ma=  

)۵۱                        (  .
r

M
a

λ

λ
+=

+ −

2 2

2 2

2

1 1
  

در مـورد   . كنيم محاسبه مي  Mابتدا خمش را براي پتانسيل        

) ة، متغيرهاي طبيعي آن با مجموع     M جرم ), ,iX S J l=  داده 

  :شود مي

)۵۲(     .( ), ,dM S J l TdS dJ dlω θ= + + 

) از   اند  بنابر متغيرهاي هميوغ كه عبارت     ), ,iY T ω θ=   متريـك 

  :آيدبه صورت زير به دست مي) ۴۹(اين پتانسيل طبق رابطة 

)۵۳(   .( )ds M dTdS dJd d dlω θ= + +2 

بـر حـسب     را) ۵۳(هـاي رابطـة     اكنون هـر يـك از ديفرانـسيل       

) متغيرهاي  ), ,r a λ+دهيم، براي مثال بسط مي: 

)۵۴(   ,S S SdS dr da d
r a

λ
λ+

+

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

  

T T TdT dr da d
r a

λ
λ+

+

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

. 

تـوانيم    مـي ) ۵۳(هاي رابطة   با ضرب بسط هر يك از ديفرانسيل      

  :عناصر متريك به دست آوريم

)۵۵(  ,S T Jg
r r r r

ω

+ + + +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
11  

J lg
a a a a
ω θ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

22 , 

J lg ω θ
λ λ λ λ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
33 , 

,

+ +

+

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= = +⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
⎫⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎪+⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎭

12 21
1

2

S T Jg g
r a a r

J
r a

ω

ω
 

,

+ +

+ +

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪= = +⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎭

13 31
1

2

S T Jg g
r r

J l
r r

ω
λ λ

ω θ
λ λ

 

.

⎧ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= = +⎨⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩
⎫∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎭

23 32
1

2

J Jg g
a a

l
a

ω ω
λ λ

θ
λ

 

به خمـش   ) ۵۳(در اين مورد محاسبه خمش با استفاده از رابطة          

 در رابطـة     گرمـايي  ظرفيتبا توجه به اينكه     . شودصفر منجر مي  

به همـين   . ول است اي معق جهيفاقد واگرايي است، چنين نت    ) ۱۸(

)هــاي، محاســبة خمــش بــراي پتانــسيل ترتيــب ), ,F T J l=، 

( ), ,H S J θ= و ( ), ,L S lω=     ــر ــر منجـ ــايج زيـ ــه نتـ   بـ

  :شودمي

)۵۶(  ,
( )

( )F

S l J l S
R

S J l

π π

π

−
=

+

2 2 2 4 2 2 4

4 4 2 2

32 64

192
  

( )
H

S lR
S J l

π

π
=

− +

2 6 2

2
4 4 2 2

96

576

, 

( )
L

S J lR
S J l

π

π

−
=

− +

6 2 2 4

2
4 4 2 2

2048

64

. 

هـاي  هاي محاسبه شده در رابطة بـالا بـا ظرفيـت           خمش ةمقايس

دهـد كـه تكينگـي       نـشان مـي    ۲گرمايي محاسبه شده در بخش      

هـاي گرمـايي را     خمش به خوبي نقاط صفر و واگرايي  ظرفيت        

  .كندبازتوليد مي

  

  گيري نتيجه . ۶
ير در اين مقاله با درنظرگرفتن ثابت كيهان شناسي به عنوان متغ     

 -  بـي  ةسـياهچال فضاي حالت، پايايي ترمودينـاميكي موضـعي        

 ةمشاهده كرديم يك گذار فاز مرتب ـ     .  زد را بررسي كرديم    - تي

 JCθافتد كه منطبق بر واگرايي دوم در اين سياهچاله اتفاق مي

علاوه بر اين تناظر بين نقاط تكين خمش و نقـاطي كـه             . است

هـاي متفـاوتي      دهـد را بـا متريـك        ا تغيير پايايي رخ مي    در آنه 

  .بررسي كرديم
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  ۲، شمارة دوازدهم جلد    زد- تي- بيةياهچالهندسة ترموديناميك س  ۱۵۵
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