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  ۱۳۹۱ تابستان، ۲، شمارة ۱۲  مجلة پژوهش فيزيك ايران، جلد

 
 
 
  

  

  ۱+۳دار روي دوسيتر   جرمةديناميك كوانتومي ذر
 
  

  رضايي سودابهو  رابعي اردشير

  كرمانشاهباغ ابريشم، ، ه رازي علوم دانشگاةدانشكد
  rabeie@razi.ac.ir: پست الكترونيكي

  
  

  )۱۰/۵/۱۳۹۱ :پذيرش ؛ ۱۸/۲/۱۳۹۱ :افت مقالهيدر(

  دهيچك
گذار .  بررسي اين حركت در چارچوب مكانيك كوانتومي است هدف ما در اين كار. باشد  مختلط سه بعدي مية داراي فضاي فازي معادل با كر۱+۳دار روي دوسيتر  حركت ذره جرم

هاي كلاسيكي  ها ، به كوانتش مشاهده پذير بنابراين در اين كار ما با تعيين اين حالت. باشد هاي همدوس امكان پذير مي لتاز مكانيك كلاسيك به مكانيك كوانتومي به كمك حا        
  .پردازيم مي
  

  هاي همدوس، كوانتش حالت :ليديكهاي  واژه
  

  
  مقدمه .١

دار   هدف ما در اين مقاله توصيف كوانتومي حركـت ذره جـرم           

مسلماً شناخت فضاي فاز    . ستا ۱+۳زمان دوسيتر  -  روي فضا 

كلاسيكي مربوط به اين حركت در راستاي تحقق ايـن هـدف،        

به اين منظور ابتدا فضاي فاز مربوطه را با         . تواند مؤثر باشد    مي

 بـه صـورت     ]۱[ به كار بردن روش مدار و قـضاياي كيريلـوو         

 ةتعيين خواهيم نمود كه البتـه بـا كـر          ۳T*(S( فضاي كتانژانت 

ــدي   ــه بع ــتلط س ــيمخ ــد يكريخــت م ــراي . باش ــي ب از طرف

 سيستم مورد بررسـي در      ، با فضاي فاز غير صفحه     يهاي  سيستم

روشي كه بـراي    . ]۵[ كوانتش معمولي جوابگو نيست      ،اين كار 

شـود،    هـايي پيـشنهاد مـي       اعمال كوانتش روي چنـين سيـستم      

- گلـوبر - هاي همدوس و از نوع بـرزين          كوانتش كمك حالت  

ي ها ن روش، ما تنها به تعيين حالت ي كه در ا   .]۳[ باشد  گزو مي 

مناسب روي فضاي فاز     ةهمدوس روي فضاي هيلبرت و انداز     

   .احتياج داريم

هاي همـدوس     هاي مختلفي براي تعيين حالت      تا كنون روش     

 برايـان هـال كـه بـه دسـت           ةاز ايـد   ارائه شده كه ما در اين كار      

داند،    گرما مي  ةهاي همدوس را معادل با حل معادل        آوردن حالت 

 .]۴[ نمائيم استفاده مي

مناسـب، بـه     ةتعيين انـداز   ها و   در پايان با داشتن اين حالت        

، بـه  ۱+۳هـاي كلاسـيكي روي دوسـيتر     كوانتش مـشاهده پـذير   

  . پردازيم  گزو مي-گلوبر-روش برزين

  

  ن دوسيترجها. ۲
 تقارن براي معادله انيشتين     ة، جواب با بيشين   زمان دوسيتر  - فضا

ايـن   .باشـد   لاء و با ثابت كيهان شناسـي مثبـت مـي          در حالت خ  

وار چهاربعدي كه    توان به صورت يك هذلولي      زمان را مي   -فضا

 كي پنج بعدي شناور است، تصور كـرد       زمان مينكوفس  - در فضا 

  :)۱ شكل(

   ,{ : , , , , , , }HX x M x x xγ β
γβη γ β= ∈ = = − =

Λ
2

5
3
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 ۱۵۸  رضايي سودابهو  رابعي اردشير  ۲، شمارة دوازدهم جلد 
  

  

  
  .وار دوسيتر هذلولي .۱شكل

  

 ثابـت كيهـان     Λزمـان مينكوفـسكي و       - فـضا   متريـك  γβη كه

  . باشد مي شناسي

زمـان گـروه ده پـارامتري        -گروه متقارن ديناميكي اين فضا         

دهـيم از گـروه       ما در اين كـار تـرجيح مـي         است كه    ۰SO)۱و۴(

ايـن  . استفاده نمـائيم Sp )۲و۲(يعني گروه دوتايي  دوپوششي آن

  :شود به صورت زير مشخص مي گروه

)۱(  
Sp( , } { ( ) : det , },+= ∈ = =0 0

22 2 1g M K g g gγ γ
  

γ معرف ميدان اعداد كواترنيـون و        Kكه  
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
0 1 0

0 1
 مـاتريس   

  .ديراك است

  

  فضاي فاز. ۳
هـاي سيـستم       حالـت  ةدر مكانيك كلاسيك، فضايي كه مجموع ـ     

شـود كـه از نظـر     روي آن مشخص است فضاي فاز ناميـده مـي         

طرفـي بـر    از  . است دوتايي هموار  )منيفلد(توپولوژي يك رويه    

الحاقي مربوط به    ياي كيريلوو و روش مدار، مدار هم      اساس قضا 

 خود با رويه دوتايي همگن     نيز ساختار دوتايي دارد كه       Gگروه  

تـوان فـضاي      از اين رو مي   .  يكريخت است  Gبا گروه ديناميكي    

همگن مربوط به گروه تقارني سيـستم هـاميلتوني را بـه عنـوان              

  . فضاي فاز مطرح نمود

  

دار روي     جـرم  ةحركـت ذر  يين فضاي فـاز مربـوط بـه         تع. ۴
  ۱+۳دوسيتر 

توانيم فضاي فـاز مربـوط بـه          بر اساس مطالب ذكر شده ، ما مي       

   را از مــدار هــم الحــاقي گــروه ۱+۳حركــت ذره روي دوســيتر

هاي لي سـاده، مثـل    از طرفي براي گروه. تعيين نمائيمSp )۲و۲(

. شـود   خص مـي  دوسيتر، مدار هم الحاقي بـا مـدار الحـاقي مـش           

دار روي دوسـيتر       جـرم  ةبنابراين فضاي فاز مربوط به حركت ذر      

  . تعيين نمودSp )۲و۲( توان از مدارالحاقي گروه را مي ۳+۱

  

  Sp )۲و۲( مدار الحاقي گروه. ۵
 بـه صـورت زيـر تجزيـه         Sp)۲و۲(هر المان مربـوط بـه گـروه         

 :]۶[ شود مي

   ,g jl= 
  انتقال فضا    انتقال زمان   

       
cosh sinh

,
sinh c sho

ψ ψ

ψ ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2 2

  j
η

η
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

0

  

  چرخش فضا  بوست   

      
ˆcosh sinh

ˆ sinh cosh

u

u

φ φ

φ φ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2 2

  l
ξ

ξ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

0
  

ˆ ˆ, , ( ).u u SUξ η = − ∈ 2  , ,Rψ φ ∈  

 تك پـارامتري انتقـال فـضا، سـه زيـر          اين گروه با سه زير گروه     

گروه تك پارامتري چرخش فضا، سه زير گـروه تـك پـارامتري        

مربوط به بوست و يك زير گـروه تـك پـارامتري انتقـال زمـان                

بر اين اساس جبر مربوط به اين گروه ده پـارامتري بـه             . باشد  مي

  :شود شكل كلي زير بيان مي

)۲(    Sp( , ) ,
⎛ ⎞

∋ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2
2 2

G
G

y q
X

q y
  

y1كه 
G

y2 و 
G

   .باشد  كواترنيون معمولي ميq كواترنيون خالص و 

 ة از اين جبـر را كـه مربـوط بـه حركـت ذر              X0 ةحال نقط   

 اســت، بــه صــورت زيــر در نظــر ۱+۳دار روي دوســيتر  جــرم

  :گيريم مي

)۳(   .oX
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1

1 0
 

  

گـروه جبـري     توان نشان داد كه اين نقطه تحت عمل الحاقي         مي

)۲(SU×)۱۱و(SO   از ايـن رو فـضاي همگـن        . باشـد    ناوردا مـي

  :شود  زير مشخص مي مربوط به مدار الحاقي به صورت

)۴(  
( , ) ,

( , ) ( )H
SpM

SO SU
=

×
2 2

1 1 2
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  ۲، شمارة دوازدهم جلد   ۱+۳دار روي دوسيتر   جرمةديناميك كوانتومي ذر  ۱۵۹

  

  

تــوان نــشان داد كــه عمــل الحــاقي مربــوط بــه  بــه راحتــي مــي

  : انتقال فضا و بوست به صورت زير خواهد بودهاي ماتريس

)۵(   . ( , ) ,

PP
m mg X X P

P P
m m

ζ
ζ

ζ ζ ζ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

0

0
0

G

G
G  

)  در آن  كه )P m P= ± +
1

2 2 2
0

G
P و   
G

 هر كدام با سه پـارامتر       ζ و 

). شوند  مستقل مشخص مي   , )X P ζ
G

دهـد كـه     به مـا اجـازه مـي       

  فضاي فاز مربوط به اين حركت را به صـورت فـضاي كتانژانـت              

)۳ T*(Sنمايش دهيمشود،  ه به صورت زير توصيف مي ك:   

)۶(   { }( ) ( , ) , . ,T S x p R R x r x p∗ = ∈ × = =3 4 4 2 2 0
G G G G  

ix            ها معرف مختصات يك نقطه روي قسمت فـضايي فـضاي

 مـورد نظـر واقـع بـر         ة خطي نقط ـ  ةصات تكان ها مخت     ip فاز و 

  .باشند صفحه مماس بر آن فضا مي

توان نشان   مياز طرفي با استفاده از روش مختلط ساز تيمن             

  : مختلط سه بعدي زيرةداد اين فضا و كر

)۷ (  { },cS a C a a a a r= ∈ + + + =23 4 2 2 2 2
1 2 3 4

G
  

  :يعني، ]۴ و ۲[يكريخت هستند 

)۸ (  ( ) ,CT S S∗ ≅3 3  

  :شوند  بيان مي هايي به صورت زير  با مؤلفهaGهاي  مؤلفهكه 

)۹ (  cosh sinh , , , ,= + = 1 2 3 4j i i
ia x p p p j
p

  

 ۱+۳اي كـه روي دوسـيتر         بنابراين فـضاي فـاز مربـوط بـه ذره         

  . باشد  مي۳Sc مختلط ةكند، كر حركت مي

  

   مناسب ةهاي همدوس و انداز حالت. ۶
نقطه روي فضاي فـاز، يـك حالـت از          در مكانيك كلاسيك هر     

كند امـا در مكانيـك كوانتـومي، سيـستم            سيستم را مشخص مي   

هايي روي فضاي هيلبرت       كه بردار  يهاي  فيزيكي به وسيله حالت   

حد وسطي براي دو بحـث بـالا وجـود          . شوند  هستند معرفي مي  

. كنـد   هاي همـدوس رهنمـون مـي        دارد كه ما را به مفهوم حالت      

 يـك   H و   µ ة مجموعـه بـا انـداز      �Xبدين ترتيـب كـه اگـر        

اي از ويژه بردارهاي روي اين        فضاي هيلبرت باشد، مجموعه   زير

زير فضاي هيلبرت، به شرطي اينكه حداقل سه ويژگـي زيـر را             

هـاي همـدوس در نظـر         تواند به عنـوان حالـت       داشته باشند، مي  

  :گرفته شوند

  ،پيوسته باشند .۱

x,: باشند، يعني  پذيربهنجار .۲ x< > ∞≺،  

  :اني را روي فضاي هيلبرت برآوره نمايندرابطة هم .۳

)۱۰(   ( ) ,HX
x x dx Iν =∫ �  

)كه   )dxν       انـدازه مناسـب روي X�  بـه    كـه اصـولاً    ،باشـد    مـي

  :شود صورت زير تعريف مي

   ( ) ( ) ( ) ,dx h x dxν µ=  

)در آن   كه   )h x گيري ومثبت و     قابل اندازه  ي تابع( )dxµ  ة انـداز 

  باشد مي �Xناوردا روي

هاي همدوس فرا كامـل       يك ويژگي غير معمول روي حالت        

هـاي    بـه ايـن معنـا كـه ضـرب داخلـي حالـت           ،ست ا بودن آنها 

در واقــع سيــستمي از  .همــدوس متفــاوت صــفر نخواهــد بــود

هاي همدوس فرا كامل و يك زير فضا از آن كامل خواهد              لتحا

  . بود

  

   گرماييةهاي همدوس و هست حالت. ۷
هـاي    توان بيان روشـني از حالـت        ميچل مي  - بر اساس كار هال   

به صـورت زيـر      dSهمدوس را بر حسب هسته گرمايي روي        

  :]۴[ ارائه داد

   ,( , ) ,d d d
x a ca x a S x Sτρ δ ψ= ∈ ∈

G G
  

هاي همدوس و ويـژه        به ترتيب حالت   xδ و   aψكه در آن    

 كميتـي   τلازم به ذكـر اسـت كـه         . باشند مي  ناپذير بهنجاركت  

مثبت با مقدار 
2

=
m rω

  .است 

 ة، كـر ۱+۳بـوط بـه دوسـيتر    با توجه به اينكه فضاي فـاز مر       

 ةكنـيم از هـست      باشد لذا در اينجا سعي مـي        مختلط سه بعدي مي   

  . را استخراج نمائيم۱+۳هاي همدوس دوسيتر  حالت گرمايي

  

 با استفاده   ۱+۳ر  هاي همدوس روي دوسيت     تعيين حالت . ۸
   گرماييةاز هست

 مخـتلط سـه بعـدي بـه صـورت زيـر             ة گرمايي براي كـر    ةهست

  :]۴[ باشد مي
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 ۱۶۰  رضايي سودابهو  رابعي اردشير  ۲، شمارة دوازدهم جلد 
  

  

   
( )

( , ) ( ) ( ) ,
sin

n

n
a x e n e

τ θ π
τ

τρ πτ θ π
θ

−∞− −

=−∞

= −∑
23 2

3 2 2 21
2 2

�
G G �

�   

)۱۱(  

كه 
.cos a x

r
θ − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
1

2

G G
x موهومي بين ة زاوي�

G
aو  

G
  .مي باشد 

  جمع پواسـون و اسـتفاده از توابـع گيگنبـور           ةبا اعمال رابط     

) Cl
m( هاي لژاندر اي جمله چند و(Pl

m) گرمـايي را  توان هسته  مي

  :به صورت زير بازنويسي نمود

 

( , ) .

sin (cos ) ( , ).

sin (cos ) ( , ) ,

−∞ −

=
+ ∗

− −
+

− −

=∑
2 1

3 2

1

1
1

1
1

G G
n

n
l l

nl a n l a lm a a
l l

nl x n l x lm x x

a x e

M C Y

M C Y

τ
τρ

α α θ φ

α α θ φ

  

  كه 

   
( )!! .

( )!
l

nl
n n lM l

n lπ
+ ⎡ ⎤− −

= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

1

21 1
2

2
  

  با انتخاب 

)۱۲(   ( ), , , , , , ,
∞ −

∗

= = =−

=∑∑ ∑
1

1 0

n l

x n l m x x x
n l m l

Y n l mδ α θ φ   

  در آنكه 

   ( ), , ,, , sin (cos ) ( , ).+
− −= 1

1
l l

n l m nl n l l mY M C Yα θ φ α α θ φ  

)۱۳(  

   گرمـايي جـدا     ةهـاي همـدوس بـه صـورت زيـر از هـست              حالت

  :شود مي

)۱۴ (( )
, ,

, , , , .
∗

−∞ − −

= = =−

=∑∑ ∑
2 11
2

1 0
n l m

nn l

a a a a
n l m l

e Y n l m
τ

ψ α θ φ  

 گرمايي بـه دسـت      ةهايي كه از هست     لازم به ذكر است كه حالت     

تـوانيم بـا وارد كـردن ضـريب           اند و ما مي      نشده بهنجارآيند،    مي

  : نمائيمبهنجار به صورت زير آنها را N بهنجارش

)۱۵( 
( ), , , , , ,

−∞ − − ∗

= = =−

=

∑∑ ∑
2 11
2

1 0

1

a

nn l

n l m a a a
n l m l

e Y n l m
N

τ

ψ

α θ φ
  

  :دهد نتيجه ميكه 

   
( )

( , ) ( ) ( ) .
sin

−∞− −

=−∞

= −∑
23 2

3 2 2 21
2 2

�
G G �

�

n

n
a x e n e

τ θ π
τ

τρ πτ θ π
θ

  

)۱۶(  

  هاي همدوس   هماني براي حالتةرابط. ۹
 هماني معرفـي شـده توسـط هـال و           ةتوان نشان داد كه رابط     مي

را بـا در نظـر    تـوان آن  و مـي  ]۴[ يكه دقيقي نيست   ةميچل رابط 
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  :به شكل زير تصحيح نمود
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  : اين فضا به صورت و با نوشتن المان حجم روي

  .ds dx dx dx dx dp dp dp dp= + + + + + + +2 2 2 2 2 2 2 2 2
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dتوان المان حجم ناوردا مربوط به فضاي فاز يعني           مي xd p
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  :به دست آورد
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  كوانتش . ۱۰

 هـاي كلاسـيكي روي فـضاي فـاز          جايگزين كردن مشاهده پذير   

نتومي روي فضاي هيلبرت كوانتش     هاي كوا   توسط مشاهده پذير  

روشي كه در اين كـار، بـراي كـوانتش مـشاهده             .شود  ناميده مي 

گيــريم، كــوانتش بــه كمــك  بــه كــار مــي هــاي كلاســيكي پــذير

كه در اين روش كـوانتش بـه هـر           باشد  هاي همدوس مي    حالت

ــذير كلاســيكي  ــشاهده پ ــذير   fم ــشاهده پ ــاز م ــضاي ف روي ف

 : شود ته ميبه صورت زير وابس Ofكوانتومي 
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  ۲، شمارة دوازدهم جلد   ۱+۳دار روي دوسيتر   جرمةديناميك كوانتومي ذر  ۱۶۱

  

  

)هـاي همـدوس و         حالت ψكه   )dµ ψ  مناسـب روي  ةانـداز 

 از  يتـوان تعـداد     با استفاده از اين روش مي     . باشد  فضاي فاز مي  

 .كوانتيزه نمـود  ۱+۳هاي كلاسيكي را روي دوسيتر    مشاهده پذير 

  :پردازيم ن كار ما به كوانتش دو مشاهده پذير زير ميدر اي
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است كه با ويژه مقدار عملگر انرژي براي نوسانگر هماهنگ سه           

  .باشد بعدي قابل مقايسه مي

)در حالت : عملگر فوريه ) if e φψ   :مي توان گفت=±
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  .كند ياين عملگر مشابه عملگر خلق و نابودي عمل م

  

  گيري نتيجه. ۱۱
دار روي     جـرم  ةدر اين كار، ابتدا فضاي فاز مربوط به حركت ذر         

 بـه دسـت     ۳T*(S( را به صـورت فـضاي كتانژانـت          ۱+۳دوسيتر

ريختـي بـين ايـن فـضا و كـره مخـتلط              آورديم و سپس از يك    

 ةهاي همـدوس را از هـسته گرمـايي كـر     استفاده نموده و حالت  

هاي    پايان تعدادي از مشاهده پذير     مختلط استخراج نموديم و در    

  . گزو كوانتيزه نموديم-گلوبر-كلاسيكي را به روش برزين
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