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  ۱۳۹۲ پاييز، ۳، شمارة ۱۳  مجلة پژوهش فيزيك ايران، جلد

 
 
 
  

  

  ايضلعي با شرط مرزي دورهشش ةهاي ذره در آرايژه حالت وي
 
  

  ۳ و ۲ و سيد اكبر جعفري۳و  ١رزاديش، احمد ۱ينعمت آزاده

  اصفهان، ه صنعتي اصفهان دانشگا،فيزيك ةدكدانش. ۱
 هرانت، ه صنعتي شريف دانشگا،فيزيك ةدكدانش. ۲

  ، تهرانيادي بنيها، پژوهشگاه دانشيكزيف ةپژوهشكد. ۳
 a.nemati@ph.iut.ac.ir: پست الكترونيكي

  
  

  )۱۹/۵/۱۳۹۲ :پذيرش ؛ ۲۵/۳/۱۳۹۲ :افت مقالهيدر(

  دهيچك
با استفاده از عملگرهاي تصوير، ويژه توابع را طبق . دهيماي ارائه ميه پتانسيل شش ضلعي با شرط مرزي دورهچا ة ذره در آرايي كوانتوميكانكمة در اين مقاله، حل كاملي از مسئل

  .نيمكهمچنين، شرايط لازم براي برقراري شرايط مرزي ديريشله و نويمن را نيز ذكر مي. كنيم دسته بندي ميD6 هاي كاهش ناپذير گروه تقارنينمايش
  

  رير، عملگر تصوياهش ناپذكش ي، جدول مشخصه، نماينگر، گروه تقارنيشرود ة منتظم، معادليل، شش ضلعيچاه پتانس :ليديكهاي  واژه
  

  
  مقدمه .١

شــرودينگر بــا شــرايط مــرزي گونــاگون و تحــت  ةحــل معادلــ

 ـ      هاي  تقارن ديـد نظـري و چـه از نگـاه           ة متفـاوت، چـه از زاوي

به عنـوان   . در مكانيك كوانتومي استكاربردي، موضوعي ديرپا

 ـ  يك مثال آشنا، تقارن كروي باعث مـي        شـرودينگر   ةشـود معادل

هـاي كـروي    هـا كـه شـامل هارمونيـك       كلاس محدودي از حل   

هـاي بـا تقـارن      ن حـضور پتانـسيل    يهمچن. هستند را پذيرا باشد   

  . گرددباندهاي انرژي مية اي در اين معادله منجر به ايددوره

هاي يك شش ضـلعي     مقاله هدف بررسي گروه تقارن    در اين      

 ـ و اثر آن بر حل    ) D6گروه دي هدرال    ( شـرودينگر و    ةهاي معادل

مسئله بنا به طبيعت خود دو      . هاي آن است  ها و انرژي  طيف حالت 

انتقـالي در امتـداد      ةبعدي است، اما با افزودن يـك تقـارن پيوسـت          

توان مـسايلي سـه بعـدي، نظيـر         يشش ضلعي م   ةعمود بر صفح  

انتشار تابع موج شرودينگري در يك موجبر با مقطع شش ضـلعي            

توان يك شش ضـلعي منـزوي در نظـر    مي. را نيز مدل سازي كرد  

. شرودينگر تنها در داخل آن مد نظـر باشـد          ةگرفت كه حل معادل   

 ـ              ةاما اگر قرار باشد تابع موج حلي تحليلي و خوش رفتار از معادل

تحليلـي آن در خـارج از        ةنگر در صفحه باشـد، بايـد ادام ـ       شرودي

هـاي هندسـي    دار و متضمن تقـارن     شش ضلعي نيز معني    ةمحدود

بنابراين، حتي اگر دستگاه فيزيكي مـورد نظـر يـك           . سيستم باشد 

به طـور   شش ضلعي منتظم منزوي باشد، تابع موج در كل صفحه           

شش ضلعي اسـت     ة انتقالي يك آراي   هاي  داراي تقارن گريز ناپذير   

  .، تكرار پذير استتر و به عبارت ساده

توان گفت آنچه در اين مقاله به طور تحليلـي          به اين لحاظ مي      

شـرودينگر در دو     ةهاي معادل ين حل تر  حل شده است، يافتن كلي    

  .  باشـند  D6هـدرال    هـاي گـروه تقـارن دي       است كه نمـايش    بعد

تـوان  ست، در يك جمله مـي      ا ن مسئله كجا  اما اينكه كاربردهاي اي   

  دو بعـــدي كـــه بـــه نـــوعي بـــا  ة در هـــر مـــسئل كـــهگفـــت
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 ۲۵۸   و سيد اكبر جعفري، احمد شيرزاد نعمتيآزاده  ۳، شمارة ۱۳جلد 
  

  

  
خطـوط نقطـه چـين و       . اي از شش ضلعي منـتظم     دوره ةآراي .۱ شكل

گروه اعمال تقارني   . عمود بر آنها محورهاي تقارن شش ضلعي هستند       

  . توضيح داده شده است۱.۲در بخش 

  

ظم سر و كار داشته باشـد، از        هاي دستگاه شش ضلعي منت    تقارن

، موجبرهـاي بـا مقطـع       ]۱[ جمله در نانوساختارهاي كوانتـومي    

  . ديگريها و بسياري نمونه]۳ و ۲[شش ضلعي منتظم 

ه قابل اشـاره اسـت، سـاختار دو بعـدي           ك يگريد ةتكالبته ن    

هاي اخيـر بـه شـدت مـورد          كه در سال   ]۴[ زيباي گرافين است  

 بـه   ي شش ضلع  يها آن گروه تقارن   توجه قرار گرفته است و در     

  .ل استي دخينحو

كوانتـومي محـصور در      ةپيش از اين مشابه اين مسئله براي ذر          

الاضـلاع حـل   يك چاه پتانسيل دو بعدي به شكل مثلـث متـساوي      

نگر مستقل از زمان يشرود ة معادليهااستفاده از حل .]۵[ شده است

 -  ۶[   در مراجعيختارن سايهلمهولتز در چن ةو به طور مشابه معادل

 در نظـر    ي بـرا  يا زهي ـه خود انگ  ك.  مورد توجه قرار گرفته است     ]۹

  .باشدي منتظم ميگرفتن مسائل مطرح شده با ساختار شش ضلع

هاي ديگر مسئله بـه     هاي مفصل و زيادي نيز براي تعميم      تلاش   

هـاي عـددي     بر روش  ها صورت گرفته كه عمدتاً    ساير چند ضلعي  

هاي ارائه شده به لحاظ رياضـي       اغلب حل . ]۱۲ - ۱۰[ مبتني است 

 ـ  اي مـوارد حـل    بـراي مثـال در پـاره      . انـد قابل خدشه   ةهـاي معادل

شوند كـه در يـك      آزاد چنان با هم تركيب مي      ةشرودينگر براي ذر  

بـراي شـرط مـرزي      (متناهي از نقاط مرزي صـفر شـوند          ةمجموع

 اما آنچـه    شود، مي ء در اين حالت شرط مرزي ارضا      ]۱۰[ )ديريشله

شرودينگر يعني تابع موجي با يك       ةآيد ديگر حل معادل   دست مي به

در موارد  . استا  هن انرژي نيست، بلكه تركيبي از آن      ويژه مقدار معي  

داراي حـل    ةشرودينگر براي يك مسئل    ةديگري حل تحليلي معادل   

شود كه با شرايط مرزي يك  يلي، مثل دايره، چنان دگرديسي ميتحل

در اينجا نيز آنچه حاصل     . ]۱۱[ تظم تطبيق داده شوند   چند ضلعي من  

 ـ     مـي ءشود شرايط مـرزي را ارضـا    مي  ةكنـد امـا ديگـر حـل معادل

در مورد ديگـري نيـز كـه در مـتن توضـيح داده        . شرودينگر نيست 

هاي تصويري يك تابع تحت عملگرهاي گروه تقارن        همؤلفشود   مي

هـاي   بـا روش   ، سـپس  ]۱۲[ انـد با فازهاي دلخواه با هم جمع شده      

ايـن  .  شود ءاند تا شرط مرزي ارضا    عددي اين فازها را تنظيم كرده     

ها درسـت نيـست و مـا تنهـا مجـاز هـستيم              گروه ةكار بنا بر نظري   

ركيب كنيم  هاي تصويري ياد شده را با ضرايب معيني با هم ت           همؤلف

  .ش گروه تقارن باشدتا تابع موج حاصله نماي

مختـصري از گـروه تقـارني دي        در اين مقاله، پس از مرور          

ين تـابع مـوجي كـه       تـر   ايم ابتـدا كلـي     ما سعي كرده   D6 هدرال

هاي انتقالي سيستم را در بر داشته باشد را در نظر بگيـريم             تقارن

هـاي  و سپس با اعمال عملگرهـاي تـصوير مناسـب در نمـايش            

م حـل    كه ه  ، آوريم به دست مختلف، از روي آن تابع موجي را        

. شرودينگر باشد و هم نمايش گروه تقارني شش ضـلعي          ةمعادل

آيند هركدام ممكـن اسـت      توابعي كه به اين ترتيب به دست مي       

روي ) ديريـشله، نـويمن   (براي نـوع خاصـي از شـرايط مـرزي           

در . ها مناسب باشند كه در متن توضـيح داده شـده اسـت            ديواره

  .دانپايان مقاله نتايج مورد بحث قرار گرفته

 
  ضلعي منتظمويژه توابع چاه شش. ۲

 را طبـق    a اي از شش ضلعي منتظم بـه طـول ضـلع          آرايه دوره 

هـا صـفر    پتانسيل درون شش ضـلعي    . گيريم در نظر مي   ۱ شكل

اي در چنين   شرط دوره  شرودينگر را با   ةخواهيم معادل مي. است

توانـد  اي مـي  رهدر حالت خاص اين شرط دو     . اي حل كنيم  آرايه

  . شرط مرزي ديريشله يا نويمن باشد

 منـتظم   ي شش ضـلع   يگروه تقارن ة   دربار يوتاهكح  يابتدا توض    

 .ميدهيم

  

  معرفي گروه تقارني شش ضلعي منتظم. ۱. ۲
 D6هاي يك شش ضلعي منتظم گـروه دي هـدرال           گروه تقارن 

 هــاي  چــرخشله شــامكــ عــضو دارد ۱۲ايــن گــروه  .نــام دارد

jc jπ=6  تـا شـش حـول مركـز شـش           يك صحيح از    j با   3
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  ۳، شمارة ۱۳جلد   ايضلعي با شرط مرزي دورهشش ةيهاي ذره در آراژه حالت وي  ۲۵۹

  

  

dهـاي   ضلعي، بازتـاب   d،σ σ2  نـسبت بـه قطرهـا و        d3σ و   1

v هاي  بازتاب v،σ σ2 صف اضـلاع    نسبت به عمـود من ـ     v3σ و   1

  را بـا   أحول مبـد   nπ2هاي   چرخش يگذار ن نماد يدر ا . است

nC    را با   ها    ، بازتاب نسبت به قطرdσ      و بازتاب نسبت به عمود

n همچنين نماد . ايم  نشان داده  vσمنصف اضلاع را با     
kC   نـشان 

nدهنده چرخش به اندازه      kπ2    بـراي n   و k    صـحيح اسـت  .

ها متقارن هـستند را     هاي يك بعدي كه نسبت به چرخش      نمايش

همچنـين  . دهيم مي  نشان Bهاي پادمتقارن را با      و نمايش  Aبا  

با در . دهيم نشان ميEهاي كاهش ناپذير دو بعدي را با      نمايش

نظر گرفتن يك عنصر چرخش و يك عنصر بازتـاب بـه عنـوان              

را بـا اسـتفاده از      توان تمـامي عناصـر گـروه        مولدهاي گروه مي  

 ـبـه ا   هـا بازنويـسي كـرد     هـاي آن  ضرب حاصل ه ك ـن صـورت    ي

{( ) ( ) ; , ,..., }n j
dD c n ; j σ= = =6 1 6 0 1 1 نجا بازتاب  يه در ا  ك 6

 درجه حول مبدأ را به عنـوان        ۶۰  و چرخش  xنسبت به محور  

ضـرب دو عمـل چرخـشي و          حاصل. ميامولد در نظر گرفته   دو  

ضرب دو عمل بازتاب يك عنـصر چرخـشي          همين طور حاصل  

  اعمال چرخشي و بازتابي يـك      است در حالي كه حاصل ضرب     

 كـلاس هـم ارزي      ۶براي اين گروه تقارني     . ازتاب است عنصر ب 

 دارد به اين ترتيب وجود

  

{ },
{ , , },
{ , , },

{ },

{ , },

{ , },

d d d d

v v v v

E e

C c

C c c

C c c

σ σ σ σ
σ σ σ σ

≡
≡

=

≡

≡

≡

1 2 3

1 2 3

3
2 6

2 4
3 6 6

5
6 6 6

3

3

2

2

  

)بـا نمـاد     ) بازتابي(كه در آن كلاس عناصر چرخشي        ) nN NCσ
 

 . تعداد عناصر در كـلاس مربوطـه اسـت         Nاند و   نشان داده شده  

هـاي محـدود   هـاي گـروه  نمـايش  ةبنابر قضاياي متعارف در نظري  

 نمايش دوبعـدي    ۲ نمايش يك بعدي و      ۴، اين گروه تقارني     ]۱۳[

ــاهش ــام ك ــه ن ــذير ب ــاي ناپ ,ه , ,B B A A2 1 2 . ارد دE2 و E1 و 1

 .]۱۴[  آمده است۱در جدول  D6گروه تقارني  مشخصات

  

  شش ضلعي بر تابع موج ة آرايهاي  تقارنتأثير بررسي .۲ .۲
 ـن آرا يشود در ا    مي دهي د ۱ل  كه در ش  كهمان طور    ه دو تقـارن    ي

اي از آنها    كه به عنوان شرايط دوره     y و   xهاي  انتقالي در راستا  

هـايي از  ن در قـدم اول پاسـخ    يبنـابرا . د دارد كنـيم، وجـو   ياد مي 

را در نظـر  )  امواج تخـت يعني(  آزادينگر در فضا يشرود ةمعادل

اين . هاي انتقالي دستگاه را در بر داشته باشند       ه تقارن كگيريم  مي

) دسته تابع را با نماد     , ),u x yp q  كنيم كـه     معرفي ميp   و q 

بينـيم كـه     مـي  ۱ طبـق شـكل   . دو عدد كوانتومي صحيح هـستند     

هاي انتقالي توسط تابع موج به اين صـورت         ط حفظ تقارن  يشرا

  :هستند

)۱(  
( ) [ ]

.

, ,, ,

,,

u x y u x a yp q p q

u x y ap q ⎡ ⎤
⎣ ⎦

= +

= +

3

3
  

 نـد، ك  مـي  ط را برآورده  ين شرا يه ا ك يبا در نظر گرفتن موج تخت     

( , ),u x yp qدهيماد مي را به اين صورت پيشنه :  

)۲(  .( , ) exp,
yi xu x y p qp q a

π ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= +2

3 3
  

به ابتدا تابع موجي را     . پردازيم مي D6 هاي گروه اكنون به تقارن  

ها نيز ناوردا   ها تحت چرخش  آوريم كه علاوه بر انتقال     مي دست

, اين تابع را  . باشد ( , )p qv x y ناميم و آن را به ايـن صـورت          مي

  :ميدهيشنهاد ميپ

)۳(  ,( ) ), ( ,, ,
jv x y c u x yp q p q

j
= ∑

=

6

6
1

  

jπ متناظر بـا چـرخش       jc6كه در آن اثر عملگر        روي يـك    3

,تابع دلخواه  ( , )p qu x yكنيم را به صورت زير معرفي مي  

  ( , ) (( ) ( , )) ( , )., , ,
j jc u x y u c x y u x yp q p q p qj j

−= ≡1
6 6  

)۴( 

هـاي   را متناظر بـا چـرخش      jq و   jp در اينجا اعداد كوانتومي   

jπ زيـر نيـز    شكل   را به    )۴(ة  رابطتوان  مي. ايم تعريف كرده  3

  نوشت 

)۵(  ( ( , )) ( , ); , ,...,, ,
ju c x y u x y jp q p qj j

= = 1 2 66  

) وقتي كه روي بردار      jc6منظور از عملگر     , )x y   تابع  سهاشن در 

qpu كند، اثـر مـاتريس چـرخش      اثر مي ) )۵(و  ) ۴(در روابط    (,

jπ ــدي 3 ــضاي دو بعـــ ) در فـــ , )x yًــثلا ــت، مـــ   اســـ

( , ) ( , )c x y x y x y= + − +1
6 2 3 2 3 2 با قرار دادن توابـع     . 2

, ( , )p qu x y  اعـداد كوانتـومي     ) ۵( ةدر رابط ) ۲( ة از رابطjp  و   
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 ۲۶۰   و سيد اكبر جعفري، احمد شيرزاد نعمتيآزاده  ۳، شمارة ۱۳جلد 
  

  

  .D6گروه تقارني  ة جدول مشخص.۱جدول 

dσ3 vσ3  C62  C32  C2  E D6  

۱  ۱  ۱  ۱  ۱  ۱  A1  

۱-  ۱-  ۱  ۱  ۱  ۱  A2  

۱-  ۱  ۱-  ۱  ۱-  ۱  B1  

۱  ۱-  ۱-  ۱  ۱-  ۱  B2  

۰  ۰  ۱  ۱-  ۲-  ۲  E1  

۰  ۰  ۱-  ۱-  ۲  ۲  E2  

  

jq آيند ميبه دست ۲ جدول مطابق.  

,بنابراين تابع موج        ( , )p qv x y آيـد   مي به دست زير   ةاز رابط

)كه در آن اعداد كوانتومي  , )j jp q   است،۲ جدول مطابق  

)۶(

   
( ), , exp[ ( )].p q j j

j

iv x y p x q y
a
π

=

= +∑
6

1

2
3 3  

 تـابع مـوج،     اينكـه نكته مهمي كه وجود دارد اين است كه براي          

 بيان شد ارضا كند بايـد       )۱( ةناوب را طبق آنچه در رابط     شرط ت 

بنـابراين  . تمامي اعداد كوانتومي معرفي شده اعداد صحيح باشند       

 هـر دو بايـد عـدد        q و   p، دو عدد كوانتـومي      ۲طبق جدول   

بينـيم  ميهمچنين  .  دو عدد صحيح فرد باشند     صحيح زوج يا هر   

   يعني ،هم هستند ةني آمده دو به دو قربه دسته اعداد ك

)۷(  ,, ,
p p p pp p
q q q q q q
⎧ ⎧⎧⎪ ⎪
⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩⎩ ⎩

= − = −= −
= − = − = −

3 2 51 4

3 1 2 54
  

 ۱۸۰هايي كه   به اين مفهوم كه اعداد كوانتومي متناظر با چرخش        

  .همديگرند ةدرجه با يكديگر تفاوت دارند، قرين

رسد كـه نـاوردايي تـابع مـوج تحـت           حال نوبت به اين مي       

براي اين كار كـافي اسـت       .  نيز اعمال كنيم   هاي بازتابي را  تقارن

اثـر   ة را در نظر بگيريم كه نحـو       dσ1 ها، مثلاً يكي از بازتاب  كه  

)آن به صورت     ) ( ), ,d x y x yσ = −1 
دليـل ايـن امـر آن       . اسـت 

 D6 گروه ةاست كه اعضاي دوازده گان    
با ضرب كردن فقط يك     

آن شـش عنـصر      ة، در شش چرخش كه نتيج     dσ1 بازتاب، مثلاً 

. آيـد بازتاب است به همراه شش عنصر چرخش بـه دسـت مـي            

,بنابراين كافي اسـت تـابع        ( , )p qv x y  كـه در آن    ) ۶( ة در رابط ـ

ها لحاظ شده اسـت را بـا اثـر انعكـاس            ناوردايي تحت چرخش  

dσ1   مع كنيم تا تـابع مـوج نهـايي           روي آن ج, ( , )p q x yψ   بـه   
  

  .jq و jp تعيين اعداد كوانتومي .۲جدول

p,  أ درجه حول مبد۶۰چرخش  p q q p q= + = − +2 3 21 1 

-  أ درجه حول مبد۱۲۰چرخش  , - -p p q q p q= + =2 3 22 2 

p,  أ درجه حول مبد۱۸۰چرخش  p q q= − = −3 3 

p,  أ درجه حول مبد۲۴۰چرخش  p q q p q= − − = −2 3 24 4 

p,  أ درجه حول مبد۳۰۰چرخش  p q q p q= − = +2 3 25 5 

  

 D6 اي تمام اعضاي گـروه    هاي دوره  كه تحت انتقال   ،دست آيد 

 داريم . ناوردا است

)۸(  
( , ) ( , ) ( , ), , ,

( , ) ( , ),, ,

x y x y v x y  p q p q p q
x y x yp q p q

ψ ν
ν ν
= + −

= + −
  

شرودينگر ويژه مقادير انرژي از      ةبا قرار دادن تابع موج در معادل      

  آيند  ميبه دستزير  ةرابط

)۹(

   

( )
.pE q

m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

22 2
2

2

2

2 33
  

)دو عدد كوانتـومي      در اين رابطه،   , )p q        هـر دو عـدد صـحيح 

  .زوج يا هردو عدد صحيح فرد هستند

هـاي  ديم كه تحت تقـارن    در اين بخش تابع موجي را بنا كر          

امـا  . شش بعـدي نـاوردا باشـد       ةانتقالي، دوراني و انعكاسي آراي    

شرودينگر در حضور يك  ةهاي معادلمهم اين است كه حل    ةنكت

. تقارن مشخص، محدود به حل ناوردا تحت گروه تقارن نيـست   

شرودينگر براي پتانسيل داراي تقارن      ةمثال آشناي اين امر معادل    

 تحـت دوران    sهـاي    اين حالـت تنهـا حالـت       در. كروي است 

هـاي  شيهاي ديگر سازگار با تقـارن، در نمـا        حل. ناوردا هستند 

  .شوندگر كاهش ناپذير گروه دوران طبقه بندي مييد

هـاي كـاهش   نمـايش  ةحاضر بايد متنـاظر بـا كلي ـ      ةدر مسئل    

ي را يافت كـه تحـت اثـر اعـضاي           ، توابع موج  D6ناپذير گروه   

ابزار رياضي اين .  مشابه نمايش مورد نظر تبديل شوندD6گروه 

ها، استفاده از عملگرهـاي تـصوير       گروه ةكار در چارچوب نظري   

تـابع مـوج    . است كه در بخش بعـد توضـيح داده خواهـد شـد            

بـديهي  ناوردايي كه در اين قسمت معرفي شد متناظر با نمـايش    

ة نتيج ـ. دهـد  را نسبت مي   ۱است كه به تمام اعضاي گروه عدد        
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  ۳، شمارة ۱۳جلد   ايضلعي با شرط مرزي دورهشش ةيهاي ذره در آراژه حالت وي  ۲۶۱

  

  

,كار تابع موج     ( , )p q x yψ          است كه از جمع كردن اثـر اعـضاي 

,روي   )با ضرايب يكسان واحد   (گروه   ( , )p qu x y   به دست آمد  .

هـاي يـك بعـدي بـه جـاي عـدد يـك بايـد                براي ساير نمايش  

,ر در نمايش مربوطـه را در        عنصر مورد نظ   ةمشخص ( , )p qu x y 

هـاي دو   در نمـايش  . ضرب كرده و حاصل را با هم جمـع كـرد          

در نظر گرفت و متناظر     را  اي   لفهؤبعدي نيز بايد توابع موج دو م      

با هر عضو گروه، دوگانه مـورد نظـر را در مـاتريس مشخـصي               

 ]۱۲[اين توضيحات را در نقد روش عددي مرجـع          . ضرب كرد 

ها بـا در نظـر گـرفتن    اي از شش ضلعي   ايم كه در آن آرايه     آورده

هاي چرخشي بررسي شده و اثرات عناصر چرخـشي         تنها تقارن 

,روي يك تابع موج      ( , )p qu x y          با فازهاي متنوع بـا هـم جمـع 

هاي عددي تلاش شـده كـه ايـن         سپس به كمك روش   . اندشده

ع مـوج حاصـل در بيـشترين        فازها به نحوي تنظيم شوند كه تاب      

امـا  . نقاط ممكن روي مرز شرط مرزي ديريشله را برآورده كنـد         

انـد  جالب آن است كه در نهايت نويسندگان نتيجه گرفتـه          ةنتيج

ين نقـد   تر  اساسي! كه برقراري كامل اين شرط امكان پذير نيست       

 ضـرب فازهـاي دلخـواه در        به اين روش آن اسـت كـه اصـولاً         

شوند مجـاز نيـست و       تابع موج وارد مي    جملاتي كه در ساختن   

بايـد طـوري   ) هـاي دو بعـدي  يا عملگرها در نمايش (اين فازها   

  .تنظيم شوند كه تابع موج حاصل، نمايش گروه باشد

هـاي  در بخش بعد ما اين كار را براي يك بـه يـك نمـايش                 

ســپس بررســي .  انجــام خــواهيم دادD6 كــاهش ناپــذير گــروه

بـا  ) ديريشله يا نـويمن   (اهيم كرد كه كدام نوع شرايط مرزي        خو

  .نمايش مورد نظر سازگار است

  

 نمـايش كـاهش ناپـذير گـروه         ۶ژه توابع در      وي ةمحاسب. ۳. ۲
   D6 تقارني

 كه به صورت كـاهش       آوردن تابع موج به طوري     به دست براي  

از عملگـر تـصوير اسـتفاده        ، تبديل شود  µ ناپذير طبق نمايش  

 ]۱۳[ كنيم مي

)۱۰(   .( ) ( ) ( )j j
Gi i

g
P n n D g U gµ µµ

−= ∑ 1  

) در اين رابطه   )U g      نمايشي از گـروهG        بـر روي فـضاي بـرداري 

) . كه در اينجا فضاي توابـع اسـت        ،مورد نظر است   )D gµ 
نمـايش  

 در نمايش كاهش ناپـذير      g ماتريسي كاهش ناپذير مربوط به عنصر     

µ عناصـر  ة  هـاي يـك بعـدي همـان مشخـص          كه در نمايش   ،است

  .  تعداد عناصر گروه استGn و µ بعد نمايش nµ.باشد مي

 ناپذير عملگر تـصوير را      به اين ترتيب در هر نمايش كاهش         

 ـ         مي ) ةنويسيم و با اثر دادن آن روي تـابع پاي , ),u x yp q  تـابع ،

سـپس بـا اعمـال شـرايط مـرزي          . آوريـم   مـي  به دسـت  موج را   

محـدودتري از اعـداد كوانتــومي   ة ديريـشله و نـويمن، مجموع ــ 

  .اي كه اين شرايط را ارضا كنندبه گونه ،خواهيم يافت

  

  A1نمايش كاهش ناپذير يك بعدي . ۱. ۳. ۲

عناصر تمامي   ةبينيم كه در اين نمايش، مشخص      مي ۱ با توجه به جدول   

)بنابراين ضرايب   . است+ ۱ )− j
iD gµ

 عنصر گـروه تقـارني      ۱۲ براي   1

)با صرف نظر كـردن از ضـريب كلـي           . خواهد بود + ۱ )Gn nµ  در 

  :عملگر تصوير به صورت زير خواهد بود) ۱۰( ةرابط

)۱۱(  
( )

.
d

d d v v v

p A E c c c c c σ
σ σ σ σ σ

= + + + + + +

+ + + + +

2 3 4 5
1 6 6 6 6 6 1

2 3 1 2 3

 

) با اثر دادن اين عملگر روي تابع پايـه         , ),u x yp q    اسـتفاده از ،

  :آيد ميبه دست و كمي ساده سازي، تابع موج نهايي )۷( ةرابط

( ) ( )

.

,, cos cos

cos cos

cos cos

A
x yp q yxp q

a a

p q p q yx
a a

p q p q yx
a a

ψ π π

π π

π π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

+ − ++

− + ++

1
2 2

4 3 3

32 2

2 3 2 3

32 2

2 3 2 3

)۱۲(  

با دقت در رونـد     . حقيقي محض است  تابع موج در اين نمايش،      

 در  )۸(ة  شود كه تابع مـوجي كـه در رابط ـ        اين محاسبه ديده مي   

 آمد، تابع مـوج مربـوط بـه نمـايش كـاهش        به دست بخش قبل   

در + ۱ زيرا ضريب فازي براي تمـامي عناصـر          ;است A1ناپذير  

  .نظر گرفته شد

 هـر دو    q و   p انتوميدو عدد كو   ،)۱( ةبراي برقراري رابط     

براي اينكه به شـرط مـرزي    .بايد عدد صحيح زوج يا فرد باشند

نويمن روي مرزهاي شش ضلعي دست يابيم، بايد يكي از ايـن            

p :روابـــط برقـــرار باشـــد   q زوج، q و 0= =  زوج، p و 0

p q= p و يا ± q= ±3.  
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 ۲۶۲   و سيد اكبر جعفري، احمد شيرزاد نعمتيآزاده  ۳، شمارة ۱۳جلد 
  

  

  
ψ,تــابع مــوج   ة انــداز.۲شــكل −1 1 

 بــا انــرژي  A1در نمــايش 

( )E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=
22 24
23 2 3

شش ضلعي به طول ضـلع واحـد         ةبراي آراي  

ترين مقدار مثبت اسـت        نشان دهندة بزرگ   رنگ روشن . رسم شده است  

شـش   ةشرط مرزي نويمن روي آراي    . شود  و با تيره شدن مقدار منفي مي      

  .باشدها قرار دارد، برقرار ميهايش در مركز مثلثسأضلعي كه ر

  

ψ,تابع      −1 1 
ة مقـدار بيـشين   .  رسم شده است   ۲ شكلدر  

رخ  )ختــصاتم أمبــد( تــابع مــوج در مركــز شــش ضــلعي

اش دهد و از آنجا طي يك كاهش يكنوا به مقدار كمينه           مي

ــي  ــز مثلــث م ــد  .رســددر مرك ــشان دهن ــگ روشــن ن ة رن

ين مقدار مثبت است و با تيره شـدن مقـدار تـابع             تر  بزرگ

به اين ترتيب شرط مرزي نويمن روي       . شود  مي موج منفي 

هـا قـرار دارد،    هايش در مركـز مثلـث     سأشش ضلعي كه ر   

  .باشدميبرقرار 

شود تـابع مـوج تحـت اثـر         همان طور كه در شكل ديده مي         

اعمال تقـارني شـش ضـلعي شـامل چـرخش و بازتـاب تغييـر                

تمـامي  ة   مشخص A1دهد به اين دليل كه در نمايش        علامت نمي 

  .است+ ۱عناصر 

  

  A2نمايش كاهش ناپذير يك بعدي . ۲. ۳. ۲

عناصـر  ة  بينيم كه در اين نمايش مشخص      مي ۱ جه به جدول  با تو 

باشــد  مــي-۱عناصــر بازتــاب ة اســت و مشخــص+ ۱چــرخش 

  :بنابراين عملگر تصوير در اين نمايش به صورت زير است

)۱۳(   
( ) d d

d v v v

p A E c c c c c σ σ
σ σ σ σ

= + + + + + − −

− − − −

2 3 4 5
2 6 6 6 6 6 1 2

3 1 2 3

  

  

  

ψ1, تابع   .۳شكل   با انـرژي   A2  در نمايش  3
( )E

m a
π⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
=

22 228
23 2 3

 

رنـگ  . شش ضلعي به طول ضـلع واحـد رسـم شـده اسـت              ةبراي آراي 

ترين مقدار مثبت است و با تيره شـدن مقـدار             روشن نشان دهندة بزرگ   

شـش ضـلعي بـه طـول         ةشرط مرزي ديريشله روي آراي    . شود  منفي مي 

  .ضلع واحد برقرار است

  

 انجـام شـد،   انجام محاسباتي همچون آنچه در نمـايش واحـد       با

  آيد  ميبه دستتابع موج حقيقي به صورت زير 

( ) ( )

.

,, sin sin

sin sin

sin sin

A
x yp q yxp q

a a

p q p q yx
a a

p q p q yx
a a

ψ π π

π π

π π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

= −

+ − +−

− + ++

2
2 2

4 3 3

32 2

2 3 2 3

32 2

2 3 2 3

)۱۴(  

p= يكــي از شــرايط ي كــهدر صــورت 0، q = 0، p q=  و يــا ±

p q= در .   برقرار باشند، تابع موج به طور كلي صفر خواهد بود±3

عـدد   q و   pغير اين صورت هنگامي كه هر دو عـدد كوانتـومي            

كنند، شرط  صحيح زوج يا فردي باشند كه از اين روابط پيروي نمي    

  .كنندمرزي ديريشله را روي مرز شش ضلعي برآورده مي

ψ1,تابع      3 
 تغيير رنگ از تيره به    . ت رسم شده اس   ۳ شكلدر  

تغيير علامـت تـابع مـوج و ارضـاي شـرط            ة  روشن نشان دهند  

 ـهمـان طـور كـه در ا       . باشدمرزي ديريشله مي   ن شـكل ديـده     ي

 اما  ،كند بازتاب تغيير مي    عمل ۶شود علامت تابع موج تحت       مي

 ـاة  ه مطـابق بـا مشخـص      ك عمل چرخش ثابت است      ۶تحت   ن ي

  . است۱عناصر در جدول 
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  ۳، شمارة ۱۳جلد   ايضلعي با شرط مرزي دورهشش ةيهاي ذره در آراژه حالت وي  ۲۶۳

  

  

  
0,تـابع    .۴شكل 2ψ     در نمـايشB1      بـا انـرژي 

( )E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=
22 2

4 22 3
 

رنگ روشن  . شش ضلعي به طول ضلع واحد رسم شده است         ةبراي آراي 

 مقـدار منفـي     ترين مقدار مثبت است و بـا تيـره شـدن            بزرگ ةنشان دهند 

طول ضلع واحد   شش ضلعي به     ةشرط مرزي ديريشله روي آراي    . شود مي

 .برقرار است

  

  B1نمايش كاهش ناپذير يك بعدي . ۳. ۳. ۲

عناصـر  ة  بينيم كه در اين نمـايش مشخـص        مي ۱ با توجه به جدول   

 عمل بازتاب نسبت به عمود      ۳ درجه و    ۲۴۰درجه و   ۱۲۰چرخش  

 .باشـد   مـي  -۱ عنصر ديگـر     ۶ة  است و مشخص  + ۱منصف اضلاع   

  :تصوير در اين نمايش به صورت زير استبنابراين عملگر 

)۱۵(   
( )

,
d d

d v v v

p B E c c c c c σ σ
σ σ σ σ

= − + − + − − −

− + + +

2 3 4 5
1 6 6 6 6 6 1 2

3 1 2 3

  

زيـر موهـومي محـض       ةو تابع موج در اين نمايش مطابق نتيج ـ       

  :باشدمي

)۱۶(   

( ) ( ), ,
cos sin

cos sin

cos sin .

B
p q x y x yp q

i a a

p q x p q y
a a

p q x p q y
a a

ψ π π

π π

π π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤+ − +⎛ ⎞− ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤− + +⎛ ⎞− ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1
2 2

4 3 3

2 3 2

2 3 2 3

2 3 2

2 3 2 3

  

pاين تابع موج در صورتي كه        q=  باشد، صفر خواهد بود و      ±

هر دو عدد صحيح زوج يا فـرد باشـند،           q و   p در صورتي كه  

تابع موج شرط مرزي ديريشله را روي مرزهـاي شـش ضـلعي             

  .كند ميءارضا

ψ0,تابع      2 
  در شـكل ديـده     . رسـم شـده اسـت      ۴ شـكل در  

 عمـل بازتـاب     ۳ عمل چرخش و     ۳شود كه تابع موج تحت       مي

منفـي دارنـد تغييــر   ة  مشخـص B1 در نمـايش  ۱ل كـه در جـدو  

علامـت  + ۱ة   عمل ديگر با مشخـص     ۶ اما تحت    ،دهد علامت مي 

  . ثابت استآن

  

  B2نمايش كاهش ناپذير يك بعدي . ۴. ۳. ۲

عناصـر  ة  بينيم كـه در ايـن نمـايش مشخـص          مي ۱ با توجه به جدول   

 عمـل بازتـاب نـسبت بــه    ۳ درجـه و  ۲۴۰درجـه و   ۱۲۰چـرخش  

 -۱ عنــصر ديگــر ۶اســت و مشخــصة + ۱قطرهــاي شــش ضــلعي 

  : بنابراين عملگر تصوير در اين نمايش به صورت زير است.باشد مي

)۱۷(  
( )

.
d d

d v v v

p B E c c c c c σ σ
σ σ σ σ

= − + − + − + +

+ − − −

2 3 4 5
2 6 6 6 6 6 1 2

3 1 2 3

  

 ، تابع موج در اين نمايش به صورت زيـر بـه           با انجام محاسبات  

  :آيددست مي

( ) ( ), ,
sin cos

sin cos

sin cos .

B
p q x y x yp q

i a a

p q x p q y
a a

p q x p q y
a a

ψ π π

π π

π π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤+ − +⎛ ⎞− ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤− + +⎛ ⎞+ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2
2 2

4 3 3

2 3 2

2 3 2 3

2 3 2

2 3 2 3

)۱۸(  

p= در صورتي كه   q يا   0 = p و يا  0 q=  باشد، تابع مـوج     ±3

اما شرط مرزي نويمن با برقراري      . به طور كلي صفر خواهد بود     

p q= هـايش در مركـز     س روي مرزهاي شش ضلعي كـه رأ       ±

  .شوده ميها قرار دارد، برآوردمثلث

ψ,تابع      −1 1 
 رسم شـده اسـت و مطابقـت رفتـار           ۵ شكلدر  

عناصـر در   ة   با مشخص  ي تقارن يهاعلامت تابع موج تحت عمل    

  .ديتوان دي را م۱جدول 

  

  E1نمايش كاهش ناپذير دو بعدي . ۵. ۳. ۲

ار بـا   ك ـ  به منظور اجتنـاب از دشـواري       ي دو بعد  يهاشيدر نما 

به ايـن   . مينكي مختلط استفاده م   ي از فضا  ي دو بعد  يهاسيماتر

. دهـيم  را نسبت مـي i عدد موهومي y و به۱عدد  xمنظور به

cبنابراين متغير    x c y+1 c به   2 c i+1 اين عبارت   .شود تبديل مي  2

  اول آن بخـش   ةلف ـؤرا به صـورت يـك مـاتريس سـتوني كـه م        
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 ۲۶۴   و سيد اكبر جعفري، احمد شيرزاد نعمتيآزاده  ۳، شمارة ۱۳جلد 
  

  

  
ψ, تـــابع مـــوج ة انـــداز.۵شـــكل  −1 1 

 بـــا انـــرژي B2در نمـــايش 

( )E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=
22 24
23 2 3

شش ضلعي به طـول ضـلع واحـد          ةبراي آراي  

 مثبت است و    ترين مقدار   رنگ روشن نشان دهندة بزرگ    . رسم شده است  

 ـ      . شودبا تيره شدن مقدار منفي مي      شـش   ةشرط مـرزي نـويمن روي آراي

 .باشدها قرار دارد، برقرار ميهايش در مركز مثلثضلعي كه راس

  

نويـسيم و   دوم آن بخـش موهـومي اسـت مـي          ةمؤلف ـحقيقي و   

نمايش  ماتريسي عناصر در اين نمايش كـاهش ناپـذير را روي             

 ۱۲ تمامي   تأثير در اين صورت     .كنيمياين بردار ستوني اعمال م    

ــي ــاتريس را م ــه صــورت تر م ــوان ب ــت ــر بكي ــايي از عملگ ه

exp( )iε π= 2 بـه  .  نوشت η نندهكو عملگر مزدوج مختلط      3

 ـبـه صـورت ز    ) ۱۰( ةب عملگر تصوير در رابط ـ    ين ترت يا ر بـه   ي

  .]۱۴[ آيددست مي

)۱۹(  
( )

* * .
d

d d v v v

p E E c c c c cε ε ε ε εσ η
σ η ε σ η ε σ η εσ η σ η

∗ ∗= − + − + − +

+ + − − −

2 3 4 5
1 6 6 6 6 6 1

2 3 1 2 3

  

,),( اين عملگر روي تـابع     تأثيربا   yxqpu    تـابع مـوج در ايـن ،

  :آيد  ميبه دستر ي تابع مختلط است به صورت زيكه كنمايش 

   

, ( , )

cos sin

cos sin

cos sin

sin cos

E
p q x y

x yi p q
a a

p q x p q yi
a a

p q x p q yi
a a

p q x
a

ψ

π π

π π

π π

π

=

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤+ − +⎛ ⎞+ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤− + − −⎛ ⎞− ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤+⎛ ⎞+ ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

1

2 2
4

3 3

2 3 2
2

2 3 2 3

2 3 2
2

2 3 2 3

2 3
2 3

2 3

p q y
a
π⎡ ⎤⎛ ⎞− +

⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2

2 3

  

  
ــكل ــداز .۶ش ــتلط  ة ان ــابع مخ ψ, ت −1 ــايش 1 ــر  E1 در نم ــا ان ژي ب

( )E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=
22 24
23 2 3

شش ضلعي به طول ضلع واحـد        ة براي آراي  

ترين مقدار است و با       رنگ روشن نشان دهندة بزرگ    . رسم شده است  

تابع مـوج در ايـن نمـايش تنهـا     . يابد تابع كاهش مي ةتيره شدن انداز 

  .كنداي را برآورده ميشرط دوره

  

sin cos .p q x p q y
a a
π π⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤− + − −⎛ ⎞+ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 3 2
2 3

2 3 2 3
  

)۲۰(  

ايش، هيچ كدام از شـرايط مـرزي ديريـشله و نـويمن             در اين نم  

شوند اما تابع موج تناوب را در       روي مرز شش ضلعي ارضا نمي     

  .ديتوان دي م۶ لكشه در ككند راستاهاي تقارني حفظ مي

  

 E2ناپذير دو بعدي نمايش كاهش. ۶. ۳. ۲

ين انجام در اين نمايش، محاسبات همچون نمايش دو بعدي پيش  

  :ر استيش به صورت زين نماير در ايعملگر تصو.شودمي

  
( )

* *
d

d d v v v

p E E c c c c cε ε ε ε σ η
εσ η ε σ η ε σ η σ η εσ η

∗ ∗= + + + + + +

+ + + + +

2 3 4 5
2 6 6 6 6 6 1

2 3 1 2 3

  

)۲۱(  

  .خواهد بود) ۲۲(رابطة و تابع موج به صورت 

 است و بـه هـيچ       به دست آمده مختلط   تابع موج   مانند قبل،      

شش ضلعي  ةصورتي، شرايط مرزي ديريشله و نويمن روي آراي  

 امــا تــابع مــوج، تنــاوب را در ،شــوند نمــيء ارضــا۱در شــكل 

 ۷ شـكل توان در     اين نكته را مي   . كندراستاهاي تقارني حفظ مي   

  .ديد
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  ۳، شمارة ۱۳جلد   ايضلعي با شرط مرزي دورهشش ةيهاي ذره در آراژه حالت وي  ۲۶۵

  

  

  
ψ,تـــابع  ة انـــداز .۷شـــكل −1 بـــا انـــرژي   E2  در نمـــايش1

( )E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=
22 24
23 2 3

شش ضلعي به طول ضلع واحـد        ة براي آراي  

ترين مقدار است و با       روشن نشان دهندة بزرگ   رنگ  . رسم شده است  

تابع مـوج در ايـن نمـايش تنهـا     . يابد تابع كاهش مي ةتيره شدن انداز 

  .كندرا برآورده مياي  هشرط دور

  

 )۲۲(  

( ) ( )

( )

, , cos

cos

cos

cos

cos

cos

⎡ ⎤+⎛ ⎞= − + ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞− +
× + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎡ ⎤⎛ ⎞− + +

× −⎜ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝
⎞⎡ ⎤⎛ ⎞

+ − ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎠
⎛ ⎡ ⎤⎛ ⎞

+ +⎜ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎝

− + +
+ +

2
2 3

2 1 3
2 3

2
1 3

2 3

2 3

2 3 2 3

2

3 3

2
2

3 3

2 3

2 3 2

E
p q

p q xx y i
a

p q y i
a

p q x p q y
a

x yp q
a

x yp q
a

p q x p q
a

πψ

π

π

π

π

π ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞
⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎠3

y

  

  

  هاي انرژيطيف حالت .۳
 ةبيان شد، ويژه مقادير انرژي از رابط) ۹( ةهمان طور كه در رابط

( ) pE q
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

22 2
2

2

2

2 33
با استفاده از    .آيند مي به دست  

ذره پيوسته نخواهـد     ةديديم كه تكان  ) ۱( ةاي در رابط  شرط دوره 

بود و تقارن انتقالي باعث گسسته شدن آن و ايجاد شرطي روي            

)دو عدد كوانتومي     , )p q شود به اين صورت كه بايد هر دو         مي

  . عدد صحيح فرد باشندعدد صحيح زوج يا هردو

شش ضـلعي در     ةشرايط مرزي ديريشله يا نويمن روي آراي         

هاي ديگري عـلاوه بـر شـرطي كـه تقـارن            ، محدوديت ۱شكل  

ــي  دوره ــاب م ــومي  اي ايج ــداد كوانت ــد را روي اع  q و p كن

  :زير استها به شرح گذارد كه در مورد هر يك از نمايش مي

pيكـي از شـرايط       :شرط مـرزي نـويمن    : A1نمايش   . ۱  qو   0=

qزوج،   = p زوج،   p و   0 q= p و يا    ± q=  . برقرار شـود   ±3

  .شود  نميءشش ضلعي ارضا ةوي آراير: شلهشرط مرزي ديري

 ـ : شرط مرزي نـويمن   : A2نمايش   .۲ شـش ضـلعي     ةروي آراي

,شـرايط   : شرط مـرزي ديريـشله     .شود نمي ءارضا ≠0p q، 

p q≠ p و ± q≠   .برقرار باشند ±3

 ءشش ضلعي ارضا   ةروي آراي  :رزي نويمن شرط م : B1نمايش   . ۳

p ةرابط :شرط مرزي ديريشله .شودنمي q≠   .برقرار باشد ±

ــايش  . ۴ ــويمن : B2نم ــرزي ن ــرط م ــرط : ش pش q= ــه ±  ك

, ≠0p q   ـ    . هستند، برقرار باشد  روي : شلهشرط مـرزي ديري

  .شود  نميءعي ارضاشش ضل ةآراي

هـيچ كـدام از دو شـرط        : E2 و   E1 دو بعـدي     هـاي   نمايش .۵

حالت پايه براي    .كنند نمي ءمرزي ديريشله و نويمن را ارضا     

شش ضلعي با شرط مـرزي ديريـشله         ةمحصور در آراي   ةذر

)ه حالت    در ويژ  B1در نمايش كاهش ناپذير      , )= =0 2p q 

 با ويژه مقدار انرژي   
( )

E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

22

2

2
4

2 3
 شـرط   ي و بـرا   

)من ويـژه حالـت      ي نو يمرز , )= = −1 1p q     در دو نمـايش 

ــذير  ــاهش ناپـ ــرژي B2و  A1كـ ــدار انـ ــژه مقـ ــا ويـ   بـ

( )
E

m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

22 24
23 2 3

 

  . باشد  مي)ه تبهگني پاحالت(

تـوان مـشابه بـا نامگـذاري        در بحث تبهگني ويژه توابع، مي        

 : براي مثلث به دو نوع تبهگني اشاره كرد]۵[ مرجع

شـود و   تبهگني كه به دليل تقارن هندسي ساختار ايجاد مي        : الف

در ايـن نـوع تبهگنـي       . شودشناخته مي  ١مندبه نام تبهگني روش   

) بايد به حالت   , )p q            توجه كرد كـه در چنـد نمـايش متفـاوت 

) در اين صورت يك حالت    . مجاز است  , )p q      با چنـدين تـابع 
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 ۲۶۶   و سيد اكبر جعفري، احمد شيرزاد نعمتيآزاده  ۳، شمارة ۱۳جلد 
  

  

هـا غيـر هندسـي      نوع دوم تبهگنـي   : ب .موج متناظر خواهد بود   

  .شوند شناخته مي۱تصادفيهستند و به نام تبهگني 

هاي متفاوت  يبآيد كه ترك  اين نوع تبهگني هنگامي پيش مي        

)از   , )p q       ايـن  ة  مرتب.  منجر به ويژه مقدار انرژي يكساني شوند

)تبهگني تعـداد     , )p q            اسـت كـه منجـر بـه عبـارت 
p q+
2

2

3
 

)هاي  توان حالت براي مثال مي  . يكساني شوند  , )−1 ) و   1 , )2 را  0

نام بـرد كـه هـر دو منجـر بـه انـرژي               
( )

E
m a

π⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

22 24

23 2 3
 

   .شوند مي

 
  گيرينتيجه. ٤

 D6نگر در حضور گروه تقارن      يشرود ة معادل يهادر اين مقاله حل   

ز در  ي را ن  يا هي ساختار آرا  ينجا ما نوع  يدر ا . مورد بحث قرار گرفت   

 ـو ة نظر گرفته و مجموع ـ دري و بازتابي چرخش يهانار تقارن ك ژه ي

ار به طور   كن  يا. ميردك ي را طبقه بند   ير انرژ يژه مقاد ي و و  ها  حالت

 ي مبتنياضي ريهاانجام گرفت و تنها به گزاره) ير عدديغ (يليتحل

 يهـا  حالـت  يسـپس بـرا   .  بـود  كيها مت گروه ةي نظر يهابر روش 

 يهـا  تيمن باشـد محـدود    يا نـو  يشله  يري د يه شرط مرز  ك يخاص

  .مي آوردبه دستشود را يمجاد ياه كاي  هفاضا

ــر      ــه ش ــد ك ــده ش ــايش   دي ــشله در دو نم ــرزي ديري ط م

  نمـايش    شـرط مـرزي نـويمن در دو         و B1 و A2 ناپذير كاهش
  

چنين بـا توجـه   هم. قابل دستيابي هستند B2  و A1ناپذير   كاهش

 ـ       ةبه محدوديت روي اعداد كوانتومي قادر به شناختن حالـت پاي

 ويـژه حالـت     سيستم نيز هستيم، كه براي شرط مرزي ديريـشله        

)q = p و   2  ي اسـت و بـرا     B1در نمايش كاهش ناپـذير      ) 0=

q(من ويــژه حالــت ي نــويشــرط مــرز = pو  1− = در دو  )1

 B2  و A1نمايش كاهش ناپـذير     
 ـاسـت و حالـت پا      ه تـبهگن   ي

با استفاده از اين روش علاوه بر اينكه توابع موج طبـق            . باشد يم

 هندسـي   هـاي   نـي شـوند، تبهگ  بندي مـي   هاي دستگاه دسته  تقارن

  . شونديدستگاه نيز به وضوح شناخته م

 تـابع مـوج     ي هندس ـ هـاي   يژگي، شناخت و  يكيزيبه لحاظ ف     

 داشـته  يشتري ـت بي ـتواند اهمين حالت مي ايه و انرژ يحالت پا 

 يهـا  دسـتگاه  يهـا رو  يري ـگ اندازه ي برخ يبرااي    هنيباشد و زم  

جـاد  يا)  هگزاگون يوانتومكنقطه  مثل   (D6  تقارن ي دارا يكيزيف

تواند مـا را در شـناخت       يها م ف حالت يط ةن مطالع يهمچن. ندك

 قفـس شـش   يـك ه در  ك ـاز ذرات   اي    ه مجموع ـ يخواص آمـار  

  . دهدياري محبوس هستند يضلع

 ـ ك ـن است   يگر ا يمهم د  ةتكن    نگر مـستقل از    يشـرود  ةه معادل

. شوديجر م هلمهولتز من  ة معادل يهاافتن پاسخ يزمان در عمل به     

 يهلمهولتز در سـاختار  ة با معادليه به نوع ك ين در مسائل  يبنابرا

 D6با تقارن   
 حاصـل در    ي از طبقه بنـد    يمتواني م ،ميرو باش  هروب

  .يمن مقاله بهره بريا
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