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  چكيده
هـاي عـضو    كند كه جريان كمانقيود تساوي ايجاب مي. شودهاي معين مطرح مي  هاي مساوي روي كمان     در اين مقاله مسئله شبكه جريان چند كالايي با جريان         

لگوريتم تخصيص ظرفيـت يـك جـواب شـروع،       منظور حل اين مسئله ابتدا با استفاده از ا          به. معين، براي كالاهاي مجزا و مشخص مساوي باشند       هاي    زير مجموعه 
 سپس با استفاده از تكنيك تخفيف لاگرانژين روي قيود كلي يك كران پايين، و بعـد بـا اسـتفاده از الگـوريتم سـيمپلكس شـبكه             : آوريموجود مي براي مسئله به  

 تا به جواب بهينه يا جواب بسيار نزديك به بهينـه            كردهپايين را تعديل     هاي بالا و    كران  آنگاه كنيميشده، يك كران بالا را براي مقدار تابع هدف محاسبه م            محاط
  .برسيم

  
  .جريان با هزينه محدب هاي چندكالايي، تخفيف لاگرانژين، الگوريتم سيمپلكس شبكه، هاي جريان، جريان شبكه :هاي كليديواژه

  
  مقدمه
N(G,(شبكه A=       را در نظر بگيريد كه N          مجموعـه گـره هـا بـا n 

k كنـيم تعريف مي .  عضو است    mها با   مجموعه كمان  Aعضو و   
i jx 

k و )j,i(ام روي كمان kمقدار كالاي نوع 
ijc و k

iju هزينـه   ترتيـب   بـه
  .ام باشندkانتقال يك واحد از كالا و ظرفيت اين كمان براي كالاي 

kk x,c          را بردار جريان و بردار هزينه براي كالاي k ام وkb    را بـردار 
تعداد انـواع كـالا در شـبكه        . گيريمام مي     kعرضه و تقاضاي كالاي نوع      

كه   طوري  به(گيريم     در نظر مي   )j,i( را ظرفيت كلي كمان    iju و   Kبرابر  
  ). بيشتر نشودuij از )j,i(ي روي كمانها مجموع تمام جريان

AAهاي  زيرمجموعه ⊆= krk ,S,...,2,1r   و K,...,2,1k  بـا كمـان     =
)krkr)q,pمرجع A∈  هـايي   ها شامل كمـان     اين مجموعه . اند   داده شده

هـاي هـر يـك از آنهـا           ام روي كمان  kهستند كه لازم است جريان نوع       
حال بـا توجـه بـه       . مساوي مقدار جريان كمان مرجع آن مجموعه باشد       
 جريـان مـساوي را      تعاريف داده شده حالت كلي مسئله چند كالايي بـا         

  :صورت فرمول زير بيان كرد توان به مي
P1  

Min ∑
≤≤ Kk1

kk xc                                                             (1) 

S.t                                       
∑
≤≤

≤
Kk1

ij
k
ij ux    ,  A∈)j,i(         (1.a) 

kkk bxA =     ,  Kk ,...,1=        (1.b) 

kr)q,p(
k
ij xx =   kr)j,i( A∈ , kS,...,2,1r,K,...,1k ==  (1.c)  

k
ij

k
ij ux0 ≤≤   A∈)j,i(   , K,...,1k =        (1.d) 

قيود تعادل جريان، قيـود     ) b.1(، قيود   قيود ظرفيت كلي  ) a.1(قيود  
(1.c)       1)( قيود تساوي جريان و قيود.d        قيود ظرفيت مربوط بـه كـالاي 
  .باشند ام ميkكمان كالاي- ماتريس وقوع گرهkA ام وkنوع

الايي توسط علي و    ابتدا مسئله شبكه جريان مساوي در حالت تك ك        
 وقتـي   -همكارانش مطرح شد و سپس مسئله جريان با حداقل هزينـه،          

 را حـل    -هـا مـساوي بـود       هاي مشخصي از كمـان      كه جريان روي جفت   
سپس آهوجا و همكـارانش مـسئله جريـان    . (Ali et al., 1988) .كردند

هـا     كه جريان روي يك زير مجموعه دلخواهي از كمـان          -مساوي ساده   
 بالاخره. (Ahuja et al., 1999) . را مورد بررسي قرار دادند-دمساوي بو

كالوت مسئله جريان مساوي كلي را بيان كرد كه جريان روي چند زيـر      
طـور كلـي همـه     به. (Calvete 2003)ها مساوي است  مجموعه از كمان

دادنـد    هاي جريان تك كالايي را مورد توجه قرار مي    ها شبكه   اين بررسي 
هـاي    خـصوص سيـستم     هـاي واقعـي، بـه       بسياري از سيستم  كه    در حالي 

  . باشد ونقل، بيش از يك نوع كالا در شبكه، در جريان مي حمل
هـاي مـساوي روي       در اين مقالـه سـعي بـر ايـن اسـت كـه جريـان               

ها براي شبكه جريـان چنـد كـالايي تجزيـه و        هايي از كمان    زيرمجموعه
 را طـي  P1مـسئله  . تحليل شده و الگوريتمي براي حـل آن ارائـه شـود     

  :كنيم چهار مرحله كلي زير بررسي و حل مي
 دسـت آوردن يـك نقطـه شـروع          ساده سازي مـسئله و بـه      : مرحله اول   
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  : پيشرفته
 و (lagrangian Relaxtion)استفاده از تخفيـف لاگرانـژين   : مرحله دوم 

  : دست آوردن يك كران پايين براي مسئله به
  شــدهم ســيمپلكس شــبكه محــاطاســتفاده از الگــوريت: مرحلــه ســوم 

(Embedded Network) دسـت آوردن يـك كـران بـالا بـراي        براي بـه
  : مسئله

نزديكـي  (هاي دوم و سوم تـا شـرط توقـف             تكرار مرحله : مرحله چهارم   
  ).بيان الگوريتم اصلي(دست آيد،  به) هاي بالا و پايين  كران

هـارم  هاي بعدي بـه بيـان جزئيـات اجـراي مراحـل اول تـا چ                 در بخش 
سـازي مـسئله و        بـه نحـوه سـاده      2در بخـش    . پردازيم  ترتيب زير مي    به

كار    روش تخفيف لاگرانژين را به     3محاسبه يك جواب اوليه و در بخش        
در . كنـيم  محاسـبه مـي  ) 1(گرفته و يك كران پايين براي مقـدار تـابع           

 بـه   5كرده و در نهايـت در بخـش         ) 1(، كران بالاي مقدار تابع      4بخش  
  .پردازيم ئيات الگوريتم اصلي ميبيان جز
  :دست آوردن يك نقطه شروع پيشرفته  سازي و به ساده

ابتدا قيود تساوي را در بقيه قيود و تابع هـدف            براي ساده سازي مسئله   
 (a.1)و   (b.1) و   d.1)( را در قيود     (c.1) يعني قيود    : كنيم  جايگذاري مي 

  : كنيم و تابع هدف جايگذاري كرده و تعريف مي
kr

s
rk AUA k 1=−=A      ,       K,...,2,1k =  

kA  است كـه لازم نيـست جريـان         هاي شبكه   اي از كمان     زير مجموعه
 .صدق كند) c.1قيود (هاي آن در قيود تساوي  روي كمان

 هـم رابطـه      بايـد بـا    krAهاي مجموعه   از آنجايي كه جريان روي كمان     
 در هـر    krAتساوي داشته باشد پس جريـان روي كمانهـا ي مجموعـه           

تكرار يا صفر خواهد شد يا برابر مقدار         
krqpx ، كه هزينه انتقـال يـك       ),(

  : برابراست باkrAهاي مجموعه واحد جريان روي كمان
K,...,2,1k =  ksr ,...,2,1= ,  ∑

∈

=
krji

k
ij

k
r cc

A),(
  

   :برابر است با krAهاي مجموعه و حداكثر جريان مجاز روي كمان

}{ kr
k
ij

k
r )j,i(uminu A∈=    ,  kS,...,2,1r =  Kk ,...,2,1=    . 

 يعني  
k
rkrqp ux ≤≤ ),(0. 

  .باشد  ستون است و به شكل زير ميmK سطر و nkي  داراAماتريس 

⎥
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⎥
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⎣

⎡
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A
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A
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K0

0
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 kA  ،K,...,2,1k كمان مربوط به كالاي نوع     - ماتريس وقوع گره   =
k 1كمان، تعداد عناصر    -با توجه به تعريف ماتريس وقوع گره        . ام است +

درجه خروجي ( iشونده از گره  رجهاي خا ام معرف تعداد كمانiدر سطر  
شـونده    هاي وارد   ام معرف تعداد كمان   i در سطر    -1تعداد عناصر   ) iگره  

k  اگر  .است )iدرجه ورودي گره    ( iبه گره   
ijA       ستون مربوط بـه كمـان 

)j,i(    و كالاي k           كمـان،  - باشد، با توجه به تعريف مـاتريس وقـوع گـره
سپس اينگونـه   .شود  و بقيه درايه ها صفر مي-1امjو درايه + 1امiايه در

 :تعريف مي كنيم

kS,...,2,1r =  , K,...,2,1k =,    ∑
∈

=
kr)j,i(

k
ij

k
r AA

A
 

kدر واقع   
rA    بردار ستوني است كه از جمع بردارهاي ستوني ماتريس

A ي ها متناظر با كمان(i, j) در krA درايـه  . دسـت آمـده اسـت    بهi ام
kبردار ستوني 

rA در سطر  -1و+ 1 متناظر است با مجموع ،i  1ام كـه +
kمربوط به ضريب متغير 

ijx)يعني كماني ازkrA از گره  كهi خارج شده 
kوط به ضريب متغير      مرب -1و) است

jix)  يعني كماني ازkrA به گره   كه
i   (بنابراين اگر   . باشد  مي)  وارد شده استi(outk

r     هـاي    را تعـداد كمـان
iink)( و   iشونده از گره       خارج  krAدر

r   در   هـاي    را تعداد كمان krA  
kiو   iرا وارد شونده بـه گـره      

ra   را i    امـين مؤلفـه ازk
rA     ،نمـايش دهـيم 

  :داريم
)i(in)i(outa k

r
k
r

ki
r −=     

,n,...,2,1i,s,...,2,1r,K,...,2,1k k ===  
  .با توجه به نمادهاي بالا به آساني لم زير ثابت مي شود

   :1لم
(a                                   )1()1( −≤≤−− nan ki

r  
(b                                                            ∑

∈

=
Ni

ki
r 0a  

(c                                              kr
Ni

ki
rkr mam ≤≤− ∑

′∈

 

Nكه در  ها  تعداد كمانkrmها و مجموعه گره زير مجموعه دلخواه از      ′
krA باشد مي.  

بنابراين تنها  . باشد  سادگي قابل قبول مي      به b و   a صحت بندهاي    :اثبات
  .پردازيم  ميcبه اثبات بند 

kiباتوجه به تعريف 
raداريم :  

∑ ∑ ∑∑
′∈ ′∈ ′∈′∈

−=−=
Ni Ni Ni

k
r

k
r

k
r

k
r

Ni

ki
r )i(in)i(out)i(in)i(outa  

Niهاي    براي گره پس     krAها در      حداكثر ممكن است تمام كمان     ∋′
 :شونده باشند، يعني ها خارج ازاين گره

∑
′∈

=
Ni

k
r 0)i(in و  ∑

′∈
=

Ni
kr

k
r m)i(out  

)1(ma
Ni

kr
ki
r∑

′∈
= ⇒  

Niهــاي و يــا بــراي گــره هــا   حــداكثر ممكــن اســت تمــام كمــان∋′
  :ها وارد شونده باشند، يعني به اين گره krAدر

∑
′∈

=
Ni

kr
k
r m)i(in ∑      و

′∈

=
Ni

k
r 0)i(out  
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)2(ma
Ni

kr
ki
r∑

′∈

−=  ⇒    

  .شود  نتيجه مطلوب حاصل مي2و1از روابط 
و استفاده از نمادهـاي      (b.1) در قيود    (c.1)ري قيود   گذا  پس از جاي  
   :ام برابرk مربوط به كالاي iقبلي، قيد گره 

{
∑ ∑ ∑
∈ ∈ =

=+−
}k)j,i(:j }k)i,j(:j{

k
i

sk

1r
kr)q,p(

ki
r

k
ji

k
ij bxaxx

A A
 

(3)  n,...,1i =  
 را  (3) سـطر بـالا    nوجود آمـده توسـط        ي به kDماتريس. خواهد گرديد 

 توجـه كنيـد كـه       .نـاميم   ي مي  در حالت تساو   kماتريس ضرايب كالاي    
متشكل از دو زير ماتريس به شكل قيود كلاسـيك جريـان            kDماتريس
و مـاتريس متنـاظر بـا     )unimodularيـك هنـگ    هـاي  ماتريس(شبكه 
ــساوي اســت  كمــان ــان م ــا جري ــاتريس .هــاي ب  ســطر n داراي kDم

kkو sA دسـت    ازاي هـر كـالا چنـين ماتريـسي بـه            بـه . ن است  ستو +
  :كنيم  صورت زير تعريف مي را به Dبنابراين ماتريس . آيد مي

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

K

2

1

D

D

D

D

0

0
%

 

را در قيود ظرفيت كلـي  )  c.1قيود(منظور جايگذاري قيود تساوي  به
براي بازنويسي مجدد اين قيود دو نماد زير . جايگذاري كنيم)  d.1قيود(

  :كنيم كه نگونه تعريف ميرا اي

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

=ε
W.O0

A)j,i(1 k
k
ij  

 و

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

=δ
W.O0

A)j,i(1 kr

ij
k
r  

  :آيد به شكل زير در مي) d.1قيود(بنابراين قيود ظرفيت كلي 

A)j,i(uxx ij
k
ij

k
ij

Kk1
)q,p(ij

k
r

s

1r

K

1k
kr

k

∈≤ε+δ ∑∑∑
≤≤==

 

  .ناميم  ميB را (a.1) در (c.1)ماتريس حاصل از جايگذاري قيود 
  :تصورت زير نوش توان به  را ميP1ي  اكنون مسئله

P2: 

kr)q,p(
k
r

s

1r

K

1k

k
ij

k
ij

)j,i(

K

1k
xcxc

k

k

∑∑∑∑
==∈=

+
A

       (2) 

S.t  

A)j,i(uxx ij
k
ij

k
ij

Kk1
kr)q,p(ij

k
r

ks

1r

K

1k
∈≤ε+δ ∑∑∑

≤≤==
  (2.a)   

kkk bxD =    K,2,1k …=         (2.b)  

k
ij

k
ij ux0 ≤≤   K,,2,1k,)j,i( k …=∈A   (2.c)  

k
rkr)q,p( ux0 ≤≤   ks,,1r,K,,2,1k …… ==    (2.d) 

 پيـدا   P2خواهيم يك نقطـه شـروع پيـشرفته را بـراي مـسئله                حال مي 
 .دهـيم     كنيم، اين كار را با استفاده از روش تخصيص ظرفيت انجام مي           

(Mc Bride et al.1997) در ابتدا به ازاء كمان (i,j)  و جريـان k   متغيـر
kتخصيص ظرفيت 

ijy ) krqpy    :كه طوري ت مي دهيم به را نسب)),(
kr)q,p(kr)q,p( yx ≤  

k
ij

k
ij yx ≤  

A)j,i(uyy ij
k
ij

k
ij

Kk1
)q,p(ij

k
r

s

1r

K

1k
kr

k

∈≤ε+δ ∑∑∑
≤≤==

 

 :روش تخصيص ظرفيت
صـرف نظـر     ) a.2قيـود    يعنـي ( از قيود ظرفيت كلي      P2اگر در مسئله    
 مـسئله جريـان مـساوي كلـي بـراي كالاهـاي             K  بـه  P2كنيم، مسئله   

تـوان بـا    جريان بهينه هركـدام را مـي   شود كه     متفاوت ومجزا تبديل مي   
استفاده از الگوريتم سيمپلكس شبكه براي مسئله جريان مساوي كلـي           

مسئله قابل بحـث در اينجـا چگـونگي    (Calvete, 2003) . دست آورد به
كه زير مـسئله      طوري همقداردهي به متغيرهاي تخصيص ظرفيت است ب      

ــان   ــشود همـ ــشدني نـ ــي   نـ ــه مـ ــور كـ ــر  طـ ــيم در روش زيـ -دانـ
ــانگر ــتفاده از روش  (Subgradient)اديــ ــا اســ ــرار بــ ــر تكــ  در هــ

، مقدارها طوري تخصيص مي يابند كه زيـر مـسئله    (Projection)تصوير
جـاي روش    ولـي در اينجـا مـا بـه    .(Ahuja et al., 1993)نشدني نـشود 

 اسـتفاده  (Convex Cost flow)تصوير از الگوي جريان با هزينه محدب
در واقع در هر . (Mcbride et al., 1997; Ahuja et al., 1993) كنيم مي

 (a.2) را بايد طوري مقـداردهي كنـيم تـا قيـدهاي             Xتكرار متغيرهاي   
اين شرط را با توجه به تعريف متغيرهاي تخصيص ظرفيت        . برقرار شوند 

ها روي هـر   يعني مجموع جريان . كنيم  و الگوي هزينه محدب، ايجاد مي     
  شوند اما اين كار با يـك جريمـه  كمان مي تواند از ظر فيت كلي بيشتر      

  :بگيريد مسئله تخصيص ظرفيت زير را در نظر. پذير است بالا امكان
P3: 
Z(y)=min  CX+M(X-Y)+            (3)  
 
S.t  

kkk bxD =                 K,2,1k …=    
k
rkr)q,p(

k
ij

k
ij

ux0

ux0

≤≤

≤≤
   

k

k

s,...,2,1r,K,...,2,1k

K,...,2,1k,)j,i(

==

=∈ A
  

يـك مقـدار بـسيار بـزرگ اسـت و        M  و p2 تـابع هـدف مـسئله        CXكه
−+هاي بردار     درايه )yX(       برابر اسـت بـا )0,yx(Max k

ij
k
ij  بـراي هـر     −

kA)j,i( )yxmax,0(و ∋ k
kr)q,p(

k
kr)q,p( ــر− ــراي هـ kS,2,1r بـ …= 

K,2,1kو …= . 
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متنـاظر    ظرفيت، ابتدا به هر متغير تخصيص ظرفيت       الگوريتم تخصيص 
عنوان كران  ظرفيت اوليه به(دهد  يك ظرفيت اختصاص مي    ,با هر كمان  

سپس با الگوريتم سيمپلكس شـبكه بـراي        ) شود  بالاي كمان منظور مي   
دسـت   يك جريان بهينه به (Calvete 2003)مسئله جريان مساوي كلي 

) a.2قيـود (ها    هاي كران بالاي كمان   اگر اين جريان حاصل، قيد    . مي آيد 
ها را  را برآورده كند، الگوريتم متوقف و در غير اين صورت ظرفيت كمان

يابـد    اين روند به دفعات معيني ادامه مي      . دهد  هنگام كرده و ادامه مي      به
  . دست آيد تا يك جواب قابل قبول به

ر بيـان    ثابت در زي   nالگوريتم تخصيص ظرفيت را با در نظر گرفتن يك          
 .كنيم مي

  :الگوريتم تخصيص ظرفيت
  :مقداردهي اوليه) 1(

. گيريم   مي y0=Uها يعني      را برابر با كران بالاي كمان      yابتدا مقدار اوليه    
وسيله الگوريتم سيمپلكس شبكه براي مسئله جريان مـساوي           سپس به 

 نمـايش   X0دست آمده رابـا       جواب بهينه به  . كنيم   را حل مي   Z(y0) كلي
  .گيريم  ميt=0  داده و

 :γt محاسبه) 2(
t، در واقع γt= BXt   كنيم تعريف مي

ijγ  هـاي    مجمـوع جريـانXtروي  
  .استام tدر مرحله  (i,j)كمان 

  :هنگام كردن متغيرهاي تخصيص ظرفيت به) 3(
هنگـام كـرد كـه در         اي بـه    گونـه   متغيرهاي تخصيص ظرفيت را بايد بـه      

  .ظرفيت كلي برقرار باشندتكرارهاي بعد قيود 
ijبنابراين اگر   

t
ij u≤γ        باشد، با ظرفيت تخـصيص يافتـه قبلـي، قيـد 

ij برقرار است، اما اگر  (i,j )كلي كمان 
t
ij u>γ معناي آن اسـت   به باشد

كند پـس   از حد مجاز تجاوز مي (i,j )هاي روي كمان مجموع جريان كه
ايـن تعـديل    . صيص ظرفيت را بنحـوي تعـديل كـرد        بايد متغيرهاي تخ  

ام t در مرحلـه   (i,j )ام روي كمـان kبستگي به مقدار جريان كالاي نوع 
ktيعني  

ijx0 حالت. داردxkt
ij t، در مقدار    =

ijγ     بي تاثيراست لذا ظرفيت 
ــي    ــا آن يعن ــاظر ب ــه متن ktتخــصيص يافت

ijy ــد ــي كن ــر نم ــا . تغيي ام
0xktحالت

ij t، در مقدار  <
ijγ      تاثيرگذار اسـت وبايـدkt

ijy      متنـاظر بـا آن
1t(k(براي اين منظور متغير     .كاهش يابد   

ijz  را بـه صـورت زيـر تعريـف          +
  :كنيممي

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤γ=

>γ>
γ=+

ij
t
ij

kt
ij

kt
ij

ij
t
ij

kt
ijt

ij

ij
kt
ij

)1t(k
ij

uor0xify

uand0xif
ux

z 

در  (i,j)ام متنـاظر باكمـان    kحال متغيرهاي تخصيص ظرفيـت كـالاي        
1t(k(مرحله بعد يعني 

ijy   :كنيمهنگام مي هصورت زير ب  را به+
 

{ })1t(k
ij

kt
ij

)1t(k
ij z,yminy ++ =  

حل مسئله بامتغيرهاي تخصيص ظرفيت جديد و چك كردن شرط  ) 4(
  :توقف

)y(Z 1t+   مپلكس شبكه براي مـسئله جريـان مـساوي         را با الگوريتم سي
1tكلــي حــل كــرده ومقــدار بهينــه 

ijx اگــر . را بــه دســت مــي آوريــم+
UBX 1t  tيابد در غير اين صورت متغير          الگوريتم خاتمه مي   t>n يا   +≥

  .كنيم  الگوريتم تكرار مي2 و از مرحله (t=t+1)را يك واحد اضافه كرده 
نيد كه اين الگوريتم يك روش ابتكاري بوده و ممكـن اسـت             توجه ك 

 منجر نشود اما با توجه به شرط پايـاني ايـن            P2به جواب شدني مسئله     
طـور اتفـاقي در يـك تكـرار           الگوريتم امكان حذف يك جواب شدني بـه       

 بنابراين اين الگوريتم يـك جـواب شـدني يـا يـك جـواب              . وجود ندارد 
دسـت آمـده از       د، جـواب نهـايي بـه      ده ـ  نزديك به شدني بـودن را مـي       
 . مي ناميم0xالگوريتم تخصيص ظرفيت را 

اي  جـواب پايـه  .  يك مسئله با جريان هزينه محدب اسـت     P3مسئله  
ريزي خطي با هزينـه محـدب در مقابـل مـسائل بـا                مسائل برنامه  براي

 غيـر   يعني اينكه متغيرهـاي   . هزينه خطي يك جواب توسعه يافته است      
) پـايين  نقطـه اي بـين كـران بـالا و         (توانند در نقاط انفصال       اي مي   پايه

اي   روش استاندارد سيمپلكس، متغيرهاي غير پايـه       درحاليكه در . باشند
 اگر چه   0xبنابراين جواب   . بايد حتماً در كران بالا يا پايين خود باشند        

ك جواب پايـه اي بـراي مـسئله     است اما يp3اي مسئله    يك جواب پايه  
p2      0  نيست، زيرا متغيرهاي غير پايه ايxتواننـد در نقـاط انفـصال         مي

  .(Ahuja et al., 1993 ) باشند
  

دست آوردن يك كران پـايين        استفاده از تخفيف لاگرانژين و به     
  براي مسئله

جريان مـساوي   تكنيك تخفيف لاگرانژين را براي مسئله چند كالايي با          
  ضـريب لاگرانـژين نـامنفي      a.2بريم و به هر قيد        كار مي   به ) p2مسئله(

ijw   دهيم     را نسبت ميW    را بردار m       تايي از ضرايب لاگرانژين درنظـر 
  :ير مسئله لاگرانژين عبارت است ازگيريم، ز مي

:4P  

)UBX(Wxc
s

xcMin)W(l k
r

k
r

1r

K

1k

k
ij

k
ij

)j,i(

K

1k

k

−++= ∑∑∑∑
==∈= kA

 (4.a) 

S.t                    
kkk bxD =    K,2,1k …=          (4.b) 
k
ij

k
ij ux0 ≤≤    K,...,2,1k,A)j,i( k =∈      (4.c)  

k
rkr)q,p( ux0 ≤≤  K,...,2,1k,s,..,2,1r k ==     (4.d) 

را بـاز    W(BX-U) ، قـسمت     (a.4)  در قسمت  P4در ابتدا در مسئله     
دست آمده     به a.1 در c.1 از جايگذاري قيود     Bمي دانيم ماتريس    . (كنيم
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  ).است

xw kr)q,p(
)j,i(

ij

sk

1r

K

1k

ijij
)j,i(

k
ijij

)j,i(

K

1k

)(

uwxw)UBX(W

∑∑∑

∑∑∑

∈==

∈∈=

+

−=−

krA

AkA  

  :صورت زير نوشت توان به  را مي(a.4)عبارت ديگر سطر  به

ijij
)j,i(

kr)q,p(
k
rij

kr)j,i(

sk

1r

K

1k

k
ij

k
ij

k
ij

k)j,i(

K

1k

uw

x)c)w((x)wc(

∑

∑∑∑∑∑

∈

∈==∈=

−

+++

A

AA  

 مقــدار،  Wبــراي يــك مــاتريس ضــرايب لاگرانــژين ثابــت داده شــده 
ijij

ji

uw∑
∈

−
A),(

بنـابراين  . يك مقدار ثابت اسـت      در تابع هدف مسئله    

  .توان از آن صرف نظر كرد  ثابت ميijwنيمم سازي با  در مسئله مي
جريان مساوي كلي     مسئله مجزاي  K به   p4بنا به اين روش، مسئله      

تبديل مي شود كه هزينه هر متغير كه در قيـود تـساوي نيـست برابـر                 
k
ij

k
ij wc :  و هزينــه هــر متغيــر كــه در قيــود تــساوي اســت برابــر بــا +

k
rij

)j,i(
c)w(

rk

+∑
∈A

حل زيـر مـسئله لاگرانـژين از دو     بنابراين. باشد مي 

  .مرحله تشكيل شده است
 :حل مسئله جريان مساوي كلي براي هر كالا. 1مرحله 

 و بـردار  kDرا بـا    در حالـت تـساوي  kاگـر مـاتريس ضـرايب كـالاي     
 نمايش دهيم ، براي ماتريس ثابـت داده         kbام را با    kنيازمندي كالاي   

W(z(ام  p در تكرارpWشده pkصورت زير تعريف كنيم  را به:  
:5P  

krqp
k
r

p
ij

ji

S

r

p
ij

p
ij

k
ij

ji

pk

xcw

xwcMinWz

kr

k

k

),(
),(1

),(

))((

)()(

++

+=

∑∑

∑

∈=

∈

A

A

 

 S.t                     (5) 
kbxD kk =                (5.a) 

k
ij

k
ij ux0 ≤≤     kA)j,i( ∈          (5.b) 

k
rkr)q,p( ux0 ≤≤    ks,,2,1r …=          (5.c) 

حال با استفاده از الگوريتم سيمپلكس شـبكه بـراي مـسئله جريـان              
 حـل   Wp را براي يـك بـردار ثابـت داده شـده             p5ي مسئله   مساوي كل 

 برابـر   pW براي يك ماتريس ثابت داده شـده         p4حل مسئله   .كنيم    مي
 :است با

)W(z)W(Z pk
K

1k

p ∑
=

=  

  

  :pWهنگام كردن بردار  به. 2مرحله 
kpاگر  

ij
p

kr)q,p( v,v      مـسئله جريـان مـساوي كلـي        را جـواب بهينـه
1pهنگام كـردن      ام در نظر بگيريم براي به     kبراي كالاي   ) p5مسئله(

ijw + 
 :طبق فرمول زيرگراديان داريم

+

≤≤

+ −θ+= ∑ )]uv(w[w ij
kp
ij

Kk1
p

p
ij

1p
ij     A∈∀ )j,i(   

pكه در اين فرمول 
kr)q,p(

kp
ijkr vv,)j,i( =∈∀ A و  

,K,,2,1k,S,2,1r k ……   . طول گام استpθ و.  است==
 Wبحث اول مربوط به مقدار اوليه       . آيد  وجود مي   در اينجا دو بحث به    

  .و بحث دوم مربوط به شرط توقف براي روش تكراري لاگرانژين است
دسـت آمـده از الگـوريتم تخـصيص           جـواب بـه    Wبراي مقدار اوليـه   

 جـواب   0x بگيريد همانطور كه بيـان شـد         را در نظر  0xظرفيت، يعني 
 نيـست، زيـرا     p2ولي جـواب پايـه اي مـسئله         .  است p3پايه اي مسئله    

 ما جـواب  . توانند در نقاط انفصال باشند       مي 0xمتغيرهاي غير پايه اي     
0y 0 را از جــوابx ســازيم كــه بــراي متغيرهــاي  بــدين صــورت مــي

 متنـاظر را در كـران       0yكه در نقاط انفصالشان هستند     0xاي    غيرپايه
بگيـــريم  درنظـــر0xپـــايين قـــرار داده و بقيـــه متغيرهـــا را برابـــر 

UByWسپس 00  W ترتيب مقدار اوليـه را بـراي        بدين. گيريممي =−
  يك جواب شدني يا يـك جـوابي        0xاز آنجايي كه    . (دست مي آوريم    به

 0Wاست و با توجه به نحوه محاسـبه         P2نزديك به شدني براي مسئله    
 در  0Wهـاي في اسـت بنـابراين اكثـر درايـه         من 0W، اكثر درايه    0yو

  ).شودتكرار بعد تبديل به صفر مي
اكنون چند قاعده براي شرط توقف رويه تكراري تخفيـف لاگرانـژين       

 .نماييم براساس كران پايين بيان مي
فــرض كنيــد كــه تكنيــك تخفيــف لاگرانــژين در مــسئله  :  1قــضيه 

}Xx,bAx;cx{ ∈≤: Min. ≤p با تخفيف قيودbAx  اجرا ≥
 , Wاگر كه براي بعضي مقادير مـاتريس ضـرايب لاگرانـژين          . شده باشد 
يــك جــواب شــدني   از مــسئله لاگرانــژين،y∗دســت آمــده  جــواب بــه

bAy(W(0ائـد   باشد كه در شـرط مكمـل ز       p≥مسئله  صـدق   ∗−=
  اسـت p≥ يك جواب بهينه براي مسئله بهينه سـازي y∗كند، آنگاه 

(Ahuja et al., 1993).  
قاعده بعدي توقف، مربوط به اختلاف كران بالا و كـران پـايين تـابع               

 را مقـدار  UBار كران پايين تـابع هـدف و   را مقد  LBاگر, هدف است   
چون در الگوريتم اصلي هر دو كران بـالا و          , كران بالا تابع هدف بناميم      

پايين را به كار مي بريم بنابراين اگـر شـرط زيـر صـادق باشـد جـواب                   
  .دست آمده بسيار نزديك بهينگي است به

TOL:2قضيه 
1LB

LBUB
≤

+
610TOLعمولاً  كه م−    است=−
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(Gulpinar et al. 2002).  
اگر اندازه تغيير   .  مي باشد  pWتغيير   شرط سوم توقف مربوط به اندازه     

pW           بسيار كوچك باشد، بهبود در مقدار كران تابع هدف نيز بسيار كم 
  .كنيمار باشد توقف مياست، پس اگر شرط زير نيز برقر

uv((Max((005/0   :3قضيه ij
k
ij

Kk1
q )j,i( ≤−θ ∑

≤≤
∈A  

  :كه
p

kr)q,p(
kp
ijkr vv,)j,i( =∈∀ A  

,K,,2,1k,,2,1r sk …… ==  
 (Ali 1988).  

مربـوط بـه      و بيان شرط توقف الگوريتم     Wحال با توجه به مقدار اوليه       
در اين الگوريتم مـا يـك طـول         . كنيم  كران پايين تابع هدف را بيان مي      

 وابسته به بهبود كران     θ را در نظر مي گيريم مقدار بعدي         θگام اوليه   
در . دارد) يك مقدار ثابت اوليـه اسـت       m∗پارامتر (m∗پايين و پارامتر    

تكرار بهبود يابد، مقـدار طـول        m∗صورتيكه مقدار تابع هدف در طول       
 m∗ماند، ولـي اگـر تـابع هـدف در طـول       گام بدون تغيير باقي خواهد      

اي كـه     تكرار بهبود نيافت طول گام نـصف مـي شـود و تكـرار از نقطـه                
 .يابد دست آمده است ادامه مي بهترين مقدار براي كران پايين به

  هدفالگوريتم كران پايين تابع 
  : مقدار دهي اوليه )1(

را  Tolو m∗ و مقـدار اوليـه  θطول گام اوليه     , UBيك كران بالا اوليه     
  .در نظر بگيريد 

0m ←′    ,     0p ←  
  :دست آوردن بردار زيرگراديان  به )2(
بـــراي  Wpمقـــدار ثابـــت داده شـــده   ، بـــرايp5  از زيـــر مـــسئله-

K,,2,1k   :دهيم  آوريم و قرار مي دست مي به راkpv جواب =…
]uv[ ij

kp
ij

Kk1

p
ij −=∆ ∑

≤≤
  A∈∀ )j,i(  

  كه
p

krqp
kp
ijkr vvji ),(,),( =∈∀ A,K,,2,1k,S,2,1r k …… ==  

0W اگر   - pp  در  pV بود آنگاه  P2 يك جواب شدني مسئله      pVو   ∆=
  .شود كند و جواب بهينه حاصل مي مي صدق) 1(قضيه 

LB)W(Z   اگر- p 1mm   آنگاه> +′←′  
′=∗ اگر- mmآنگاه   

0m,WW,
2

p ←′←
θ

←θ ∗  

0m اين صورتدر غير W(ZLB(و  ′← p← و pWW ←∗   
TOL  اگر-

1LB
LBUB

≤
+

 .پذيرد  الگوريتم خاتمه مي2بنا به قضيه −

  :حركت به يك نقطه جديد) 3(

++ قرار دهيد- ∆θ+← ]w[w p
ij

p
ij

1p
ij    

005/0Max اگر - p
ij)j,i(
≤∆θ

∈A
 الگوريتم خاتمه مـي     3ه   بنا به قضي   

  .پذيرد
1ppدر غير اين صورت  .برويد)2(و به مرحله ←+

 تعريف شده درايـن الگـوريتم در شـرايطي          θتوجه كنيد كه طول گام      
  .كند  براي همگرايي بيان كرده است صدق مي(Ahuja et al., 1993)كه
  براي تابع هدف مسئلهدست آوردن يك كران بالا  به

هـدايت   توان از روش دست آوردن يك كران بالا براي مسئله مي براي به
استفاده كرد كه مـسئله را بـه دو مـسئله     (Resource Directive)منابع

كنـد و بـا تخـصيص يـك ظرفيـت بـه        اصلي و زير مـسئله تبـديل مـي      
 ,.Ahuja et al) .كند متغيرهاي تخصيص ظرفيت، زير مسئله را حل مي

  . اشكال عمده اين روش بزرگ شدن اندازه مسئله اصلي است. (1993
براي حل اين مشكل ما از يك روش مستقيم، گرفتـه شـده از روش               

EMNET(Embedded Network) (Mc Bride 1995)   و حـل مـسئله 
 Mc Bride(چند كالاي با استفاده از الگوريتم سيمپلكس شبكه محاط 

et al., 1997  (براي اين منظور ابتـدا مـسئله   . كنيم استفاده ميP2  بـه 
 متغيرهاي كمبود (a.2)يعني فقط به قيود T نويسيم شكل استاندارد مي

 (a.2)پس قيـود    . كند   تغييري نمي  P2را مي افزاييم و بقيه قيود مسئله        
  :به شكل زير در مي آيند

A)j,i(

usxx ijij
k
ij

k
ij

Kk1
)q,p(ij

k
r

s

1r

K

1k
kr

k

∈

=+ε+δ ∑∑∑
≤≤==        (2.a') 

  :بارتند ازعEMNET  معمول در روشهاي مرحله
 با اسـتفاده از الگـوريتم       (a.2) با حذف قيود     p2حل مسئله   :  اول مرحله

دست آوردن يك    سيمپلكس شبكه براي مسئله جريان مساوي كلي و به        
  .باشد جواب اوليه مي

 (a.2)قيـود   دست آمده از مرحلـه اول را در           جواب بهينه به  : مرحله دوم 
كنـد كـه در ايـن      صدق مي (a.2)كنيم يا اين جواب در قيود         كنترل مي 

جـواب   كـه   حالت جواب مرحله اول جواب بهينه مـسئله اسـت يـا ايـن             
كند كه در ايـن حالـت متغيرهـاي            صدق نمي  (a.2)مرحله اول در قيود     

متغيرهاي فرضي را، وارد پايـه       اضافه كرده و اين    ('2a)فرضي را به قيود   
 پايـه   سپس يك جواب شدني را با حذف متغيرهاي فرضـي از          . كنيم  مي
ريـزي دو     جـاي برنامـه      بزرگ به  M از روش    EMNET.آوريم  دست مي   به

  .فازي براي بيرون كردن متغيرهاي فرضي از پايه استفاده مي كند
دسـت آمـده شـروع        با جواب شدني كه از مرحلـه دوم بـه         : مرحله سوم   

  .رود سمت بهينگي مي كند و به مي
ن اسـت كـه     كنيم اي ـ    با آن برخورد مي    EMNETيك مشكلي كه در     
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تواند خيلـي دور از شـدني بـودن        دست آمده از مرحله اول، مي       جواب به 
x0 از جـواب  EMNETجـاي مرحلـه اول     در اين حالـت مـا بـه       . باشد

 
x0كنيم كه جواب    دست آمده از روش تخصيص ظرفيت استفاده مي         به

 
دانـيم مـسئله    مـانطور كـه مـي   ه. بسيار نزديك به شـدني بـودن اسـت     

. شـود   عنوان يك مسئله با هزينه محـدب حـل مـي            تخصيص ظرفيت به  
اي،   وقتي يك جواب شدني پيدا شد ما بايد آن را بـه يـك جـواب پايـه                 

در اين حالت از الگـوي هزينـه محـدب          . براي مسئله اصلي تبديل كنيم    
ه بـراي   اي اولي ـ   كنيم و يك جـواب پايـه        بار ديگر استفاده مي     جريان يك 

بـراي ايـن   ). Mc Bride et al., 1997(آوريـم   وجود مـي  مسئله اصلي به
دسـت آمـده از الگـوريتم         بـه (اي    ما براي هـر متغيـر غيـر پايـه         , منظور

يا بالاي اصلي خود نيـست      ) صفر(كه در كران پايين     ) تخصيص ظرفيت 
آوريم، قطعه اول از صـفر تـا          وجود مي   دو قطعه هزينه محدب يكسان به     

اي و قطعه دوم از مقدار اوليه متغير غير پايه             اوليه متغير غير پايه    مقدار
عنوان متغير ها بـا هزينـه    تا كران بالاي اصلي است و با بقيه متغيرها به     

   :كنيم صورت زير تعريف مي  را بهqبردار . كنيم خطي رفتار مي
0qk

ij اي كه در كـران   هاي و متغيرهاي غير پاي   براي هر متغير پايه    =
  .بالا يا پايين خود هستند

k
ijq           بين كران بالا و    ( را براي متغيرهاي غير پايه كه در نقاط انفصال

همين ترتيب     و به  .گذاريم  برابر با مقدار نقطه انفصال مي     ) پايين هستند 
k
rq,K,...,2,1k ks,...,2,1r و =   .كنيم  را تعريف مي=

:6P  

+−+−− ++

∈=
∑∑ ))qx()xq(q(cMin k

ij
k
ij

k
ij

k
ij

k
ij

k
ij

)j,i(

K

1k kA

 

))qx()xq(q(c k
r

k
r

k
r

k
r

k
r

k
r

s

1r

K

1k

k
++

==

−+−−∑∑  

S.t               (6) 
UBX ≤  

kkk bxD =          K,,2,1k …=  
    K,...,2,1k,)j,i( k =∈A       ij

k
ij ux0 ≤≤ 

ks,...,2,1r,K,...,2,1k ==      k
rkr)q,p( ux0 ≤≤  

مسئله بالا با استفاده از تبديل مسئله جريان هزينه محدب بـه مـسئله              
جـواب  . (Ahuja et al., 1993) دست مـي آيـد   مينيمم هزينه جريان به

0xواب اوليه اين مسئله به كار بردعنوان يك ج توان به  را مي.  
ها  دست مي آيد و روند بقيه مرحله اي به دني پايهسر انجام يك جواب ش

تنها تفاوتي كه هست، ما ديگـر در  . يابد ادامه مي EMNET مانند روش
كنيم بلكه    ها از روش سيمپلكس شبكه معمولي استفاده نمي         زير مسئله 

از روش سيمپلكس شبكه براي مسئله مساوي درحالـت كلـي اسـتفاده             
  .كنيم مي

 براي مسئله چند كالايي با نقطه اوليـه         EMNETدر هر بار تكرار روش      

براي تـابع هـدف      UB ما يك كران بالا    p6دست آمده از      بسيار خوب به  
 EMNET دسـت آمـده از   زيرا هر جـواب بـه  . (آوريم دست مي مسئله به

  ). استp2براي مسئله چند كالايي يك جواب شدني مسئله 
  :ت دارد جا دو حال شرط توقف در اين

 كـه همـان     EMNETبرقراري شرط بهينگي در مرحلـه سـوم روش          ) 1
  .شرط بهينگي روش سيمپلكس است

  .)2(برقراري شرط قضيه ) 2
  الگوريتم كلي

كند تـا بـه       الگوريتم كلي كران بالا وكران پايين تابع هدف را تعديل مي          
 ILدر اين الگوريتم دو مقدار      . جواب بسيار نزديك به جواب بهينه برسد      

وقتـي الگـوريتم   . كنـيم  طور دلخواه در ابتـدا مقـداردهي مـي        را به  IUو  
 بـار اجـرا مـي      ILزند، الگوريتم كران پايين       مي كران پايين را صدا     اصلي

خوانيم اين الگوريتم     چنين وقتي الگوريتم كران بالا را فرا مي         شود و هم  
  .شود  بار اجرا ميIUنيز 

خوانيم   م تخصيص ظرفيت را فرا مي     در الگوريتم كلي ما ابتدا الگوريت     
كند كـه   زيرا آن يك نقطه شروع خوب نزديك به جواب بهينه توليد مي         

عنوان جـواب اوليـه در الگـوريتم كـران پـايين و               توانيم اين مقدار به     مي
گونـه بيـان      حال الگوريتم كلي را اين    . كران بالا مورد استفاده قرار دهيم     

  .كنيم مي
 :الگوريتم كلي

  قدار اوليه يك م) 1(
ايـن دو مقـدار تعـداد تكرارهـاي         . ( را در نظر بگيريد    IL و   IUدو مقدار   

  ).كند كران بالا و پايين را در هر مرحله بيان مي
0R,0T,UB,LB الگـــوريتم ←−∞←∞+←←

  :تخضيص ظرفيت را اجرا كنيد
  محاسبه كران پايين براي مسئله ) 1(

(aالگوريتم كران پايين را اجرا كنيد .  
(b 1TT ILT اگر ←+   . برويدa.1 آنگاه به مرحله ≥

  محاسبه كران بالا) 2(
 (a الگوريتم كران بالا را اجرا كنيد.  
(b 1RR IUR اگر←+   . برويدa.2 آنگاه به مرحله >
  ها تكرار دوباره مرحله) 3(

0R,0T  .برويد) 1( و به مرحله ←←
  

 هـا  مسئله چند كالايي بـا جريـان مـساوي روي كمـان      كاربرد
ــصلي   ــدات ف ــداري تولي  Warehousing of Seasonal (بنك

Products(.  
يك شركت توليدكننده محصولات چند گانه را در نظر بگيريد به طوري 

  .ردپذي اي انجام ميصورت دوره كه توليد و تقاضاي محصولات به
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 است كه در اين انبـار همـه         Rاين شركت داراي انباري با ظرفيت ثابت        
  .شود محصولات توليد شده ذخيره مي

 (multi –period) اي اين مسئله يك مسئله چند كالايي و چند دوره
اين . است كه دوره هاي آن معمولاً هفتگي، ماهانه يا سه ماه يكبار است    

  كنيـك شـبكه بـسط يافتـه زمـاني         ت تـوان بـا اسـتفاده از        مسئله را مـي   
 (Time-expanded) (Balázs Kotnyek Septembre 2003)    بـه يـك

گيري در اينجا شناسـاي سـطح         مسئله تصميم . مسئله ايستا تبديل كرد   
 )در هـر دوره اسـت بـه طـوري كـه الـف       توليدات براي همه محصولات   

وليـد  ميزان ت ) تقاضا در هر دوره براي هر محصول را برآورده سازد و ب           
محصولات توليـد شـده      )ج. براي بعضي ازكالاها در هر دوره ثابت بماند       

كه هزينـه توليـد و هزينـه        ) در هر دوره از ظرفيت انبار بيشتر نشوند د        
  . نگهداري در انبار حداقل شود

كنـد    در حالت ساده فرض كنيد شركت دو نوع محصول را توليد مي           
 ـ  و شركت نياز به تهيه فهرستي از        دوره سـه مـاه يـك        4راي  توليدات ب

1فرض كنيد   . سال را دارد  
jd   ، 2

jd        1 نمايش براي تقاضـاي محـصولات 
امـين دوره   jمحصول بـراي    )ظرفيت(گنجايش  . امين دوره باشد  j در   2و
1
ju   2 و

ju،         1ايـن دوره    هزينه هر واحد محـصول بـراي
jc   2 و

jc   1 و
jh  و 

2
jh دو محـصول از دوره      ) نگهـداري (هاي ذخيـره     هزينهj     1 بـه دوره+j 

  .باشد  مي1صورت شكل  شبكه بسط يافته زماني اين مسئله به. باشد

1 

2s

1s 1t

2t

4 

3 

2 

→∑
=

4

1

1

j
jd 

→∑
=

4

1

2

j
jd  

∑
=

4

1

1

j
jd 

∑
=

4

1

2

j
jd 

 

 

  
  اري توليدات فصليبهينه سازي بنكد. 1نمودار 

  
شبكه شامل يك گره براي هردوره همچنين يك گره منبع و يـك گـره          

  .تقاضا براي هركالا مي باشد
اي و تك تقاضايي براي كالاي نـوع اول و        شبكه به شبكه تك عرضه    (

ميزان عرضه و تقاضا برابر مجموع ميـزان تقاضـا   ) دوم تبديل شده است   
 داراي چهـار كمـان      ksره منبـع    هـر گ ـ  . براي كالا در چهار دوره است     

خارج شونده متناظر با چهارفصل است كه فقط يك كالا روي هريك از             
kهزينه  . اين كمانها جريان دارد   

jc  و ظرفيت k
ju       را بـه كمـان )j ,ks ( 

مشابه گره تقاضـاي داراي چهـار كمـان وارد        كنيم، به طور    ¬وابسته مي 
kهزينـه صـفر و گنجـايش   ) , ktj(بـه كمـان    .شونده است

jd وابـسته  

 j=3,2,1بـراي   )  j و j+1(صـورت     هـاي بـاقي مانـده بـه         كمـان .كنيم  مي
ها ميـزان كـالاي ذخيـره شـده را از             باشد كه جريان روي اين كمان       مي

ها داراي ظرفيت     دهد هر يك از اين كمان        نمايش مي  j+1 به دوره  jدوره  
R         1، با هزينه انتقال هـر واحـد

jh      2 و 1 بـراي كـالاي
jh    2 بـراي كـالاي 

 1 (   خواهيم جريان روي كمان  فرض كنيد در اين مثال مي. باشد مي
,1s (  و)1, 4s (   و جريان روي كمـان      1براي كالاي)2, 2s ( و)2, 3s (

  . با همديگر يكسان باشند2براي كالاي 
 مربوط بـه كـالاي      2 و   1اين مثال را با متناظر كردن اعداد در نگاره          

 مرحلـه در  10 داده شـده تـا     اول و دوم و با استفاده از الگوريتم توضيح        
  :كنيم كه درضمن فرض مي .كنيم حل مي3نگاره شماره 

4,3,2,1j5hh 2
j

1
j ===  

=1s 20d
4

1j

1
j =∑

=

2s=   و       30d
4

1j

2
j =∑

=

 

  
  داده ها مربوط به كالاي اول. 1نگاره 

1
4c  

1
3c  

1
2c  

1
1c  

1
4d  

1
3d  

1
2d  

1
1d  

1
4u  

1
3u  

1
2u  

1
1u   پارامترها 

  مقادير 10  5  9  12  3  5  9  3  5  4  3  4
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  داده ها مربوط به كالاي دوم.  2نگاره 

2
4c  

2
3c  

2
2c  

2
1c  

2
4d  

2
3d  

2
2d  

2
1d  

2
4u  

2
3u  

2
2u  

2
1u   پارامترها 

  مقادير 20  8  15  14  4  8  4  14  6  4  2  3
  

  مرحله10هاي كلي ارايه شده با  هاي محاسبه شده با استفاده از الگوريتم جواب. 3نگاره 

  امiتكرار 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
  كران بالا  363  332,36  250,7  222  206,86  198,36  192,67  188,62  184,58  182,65
  كران پايين  96,53  105,5  165,46  170  175  177,81  178,69  179,5  179,66  179,78
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