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   چوله نرمالعي توزي پارامتر چولگي براييماتن درسيممسماك برآوردگر كي

  
    ∗ي، عباس گرام   فلاحنيافش

  راني، تهران، اتهراندانشگاه پرديس علوم،  ،كامپيوترعلوم رياضي، آمار و دانشكده 
  a.gerami@lycos.com:  آدرس الكترونيكي- مسئول مكاتبات∗

  )24/6/86: ؛ پذيرش20/9/85: دريافت(
  

  چكيده
 برآوردگـر   كيسپس  .  آن مورد توجه قرار گرفته است      يهاي چوله نرمال و مشكلات و دشوار      عي در خانواده توز   ي مقاله مساله استنباط در مورد پارامتر چولگ       نيدر ا 

 بـا  زي ـ و ن يل ـي بـصورت تحل   يشنهاديگر پ برآورد.  شده است  شنهادي پ ي پارامتر چولگ  ي است، برا  نيشي اطلاعات پ  ي بر برخ  ي كه متك  يبي تقر يي درستنما مميماكس
  . قرار گرفته استيابي مورد ارزيساز هي شبيكهاياستفاده از تكن

  
  .شري اطلاع ف،يي درستنماممي چوله نرمال، برآورد ماكس،يچولگ :ي كليديهاواژه

  
  مقدمه -1

 از مباحث ياريع چوله نرمال و مبنا قرار گرفتن آن در بسيت توزياهم
 به يابي دستي براييسبب شده است تا تلاشها، ياستنباط آمار

ع نرمال را به يرد، كه توزيعها صورت پذيتر از توزگسترده ياخانواده
توان به يبه عنوان مثال م . خاص دربر داشته باشديعنوان حالت

 Box( باكس يع نوانيو توز) Hoaglin 1982 (ي توكh و g يعهايتوز

، دربر يژگي با سه ويعي به توزيابي دستيده اصليا. اشاره كرد) 1953
 ي براييع نرمال به عنوان حالت خاص، دارا بودن پارامترهايداشتن توز
 آن بوده ي براياعمال جبر  انجامي و سادگي و چولگيدگيكنترل كش

را ) Skew Normal(ع چوله نرمال يتوز) Azzalini 1985 (ينيآزال. است
-ي را كنترل ميه چولگ است كي پارامتريع داراين توزيا.  كرديمعرف

ع آنها ي است كه توزيل جوامعي تحلي براينرو مدل مناسبيكند و از ا
 يها از دادهياري در بسين ساختاريچن.  چوله استي وليتك مد

 مانند درآمد در ييرهايع متغي نمونه توزيبرا. شودي مشاهده ميواقع
م  انجايبرا.  چوله داردي، ساختارياقتصاد و هوش در روانشناس

 ين مناسبيگزيتواند جايع مين توزيرها، اين متغياستنباط در مورد ا
ن ي از اييعهاي نرمال و توزگاما، لگلگ  نرمال، گاما،يعهاي توزيبرا

  .دست باشد
نه برآورد ي، در زمين مدل احتمالاتي مطلوب ايهايژگيبرخلاف و

 كه همه يهنگام . وجود داردين خانواده مشكلاتيپارامتر شكل ا
 است و يشيكنوا افزاي بطور يياهدات مثبت هستند، تابع درستنمامش

 با احتمال مثبت، ي پارامتر چولگي براييمم درستنمايبرآورد ماكس
 ييمم درستنمايبعلاوه روش ماكس). Liseo 1990(ت خواهد بود ينهايب

شود، ي مواجه مين خانواده با مشكلاتيست كه در اي نيتنها روش

ز يند نيآي مانند روش گشتاورها بدست ميگري دي كه از روشهايجينتا
ن مقاله يدر بخش دوم ا). Cheng & Traylor 1995( ستنديمطلوب ن
ع چوله نرمال استاندارد، يه توزيف اوليم داشت بر تعري خواهيابتدا مرور

رفته ينه صورت پذين زمي كه در اي مهم آن و مطالعاتيهايژگي ويبرخ
 مشكلات آن  وي پارامتر چولگييتنمادر بخش سوم، برآورد درس. است

مم يك برآوردگر ماكسي در بخش چهارم قرار گرفته و يمورد بررس
در بخش پنجم برآوردگر . شوديشنهاد مي آن پي برايبي تقرييدرستنما

 قرار گرفته يابي مورد ارزيسازهي شبيكهاي با استفاده از تكنيشنهاديپ
 يع بر استنباط آماريتوز ير قابل توجه چولگيدر بخش آخر تاث. است

 نشان داده يون خطي در چارچوب رگرسيك مساله كاربرديدر قالب 
  .شده است

  
  ع چوله نرمال ي توز-2

  : احتماليوسته با تابع چگالي پير تصادفيك متغي Xاگر

( ; )

( ) ( )                                

x x
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 ي چوله نرمال استاندارد با پارامتر چولگير تصادفيغك متي را Xباشد،
λم و با نماد يناميم( )X SN λ∼ميدهي نشان م)Azzalini 

ان كننده جهت و يع است و بي كه پارامتر شكل توزλپارامتر). 1985
∞−,( است، دربازه يزان چولگيم ن ي بودن ايچگال. كندير مييتغ) ∞

 يك تابع چگالي fشود كه اگريت ثابت مين واقعيتابع با استفاده از ا
وسته باشد، يع پيك تابع توزي Gمتقارن حول صفر و

)آنگاه ) ( )G y f yλ2 استيابع چگالك تي )Azzalini 1985 .(ن يا
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λي به ازايتابع چگال شود، يل مي نرمال استاندارد تبدي، به چگال0=
 نرمال استاندارد است ير تصادفيمم دو متغيع ماكسي، توزλ=1يبه ازا
logبعلاوه. م دارديه مستق رابطλ بايزان چولگيو م ( ; )Xf x λا ي قو

) است و اگرx كاو ازي تابعيعني است، يتك مد )X SN λ∼ 
)آنگاه )X SN λ− −∼.   
ع نرمال يع آن است كه همانند توزين توزي جالب ايهايژگيگر وياز د

 يك درجه آزاديدو با يع خي توزي، مربع آن دارايمولاستاندارد مع
توان به كمك تابع مولد يع را مين توزي اير گشتاورهايسا. است

  : آنيگشتاورها

( ) ( )
t

XM t e tφ δ=
2

22  
بعلاوه .  استي از پارامتر چولگي در آن تابعδبدست آورد، كه

   :ع عبارتند ازين توزيانس اي اول و دوم و واريگشتاورها

( )  ,  ( )  , ( ) ( )E X E X Var Xδ δ
π π

= = = −2 22 21 1  

  :اس چوله نرمال بصورتي مق-خانواده مكان
( )

( ) ( )
( ; , , )
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)2ف و با نماد يتعر , , )X SN λ µ σ∼تابع مولد . شودي نشان داده م
  .ديآير بدست ميع بصورت زين توزي ايگشتاورها

( ) ( )
tt

XM t e t
σλ
φ δ σ

+
=

2 2

22  
 چوله يعهايدهد خانواده توزيشكل تابع مولد گشتاورها نشان م

  . بسته استيلات خطينرمال تحت تبد
  

  يبرآورد پارامتر چولگ -3
تم تابع ي پارامترها با در نظر گرفتن لگارييمم درستنمايبرآورد ماكس

  :ييدرستنما
( , , ) ln( ( , , )) ln( )
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  .ديآيت مر بدسيو از حل معادلات نرمال ز
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  :كه در آنها
( ( ))

( )         ,        , ,...,
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 ي عدديد با استفاده از روشهايت كه معادلات نرمال باين واقعيجدا از ا
- و مشكليرعادي رفتار غييقتر به تابع درستنمايحل شوند، با نگاه دق

 كه يچولگك به صفر پارامتر ير نزديمقاد يساز آن خصوصا به ازا
ر ين رفتار غيا .شوديشتر مشخص ميع نرمال است، بيمتناظر با توز

 و )1985 (يني صفر، توسط آزاليگي در همساييمعمول تابع درستنما
، مورد ) 2000( يوسيپ و) 1999( ويتاني و كاپيني، آزال)1997 (وگنايچ

ر ي مقاديشود كه برايبوضوح مشاهده م.  قرار گرفته استيبررس
 يكنوا كاهشي ممكن است بطور يي، تابع درستنماn متوسطايكوچك 

مم يت بودن برآوردگر ماكسينهاي بين به معني باشد و ايشيا افزاي
 يحلهاراه. رمعقول استي كاملا غي است، كه برآوردλييدرستنا
دو يزئو و لوپرفياز جمله ل. اند توسط افراد مختلف ارائه شدهيمتفاوت

ز ين جفريشيع پين اساس كه توزي و بر ايزيدر چهارچوب ب )2006(
ا يانه ين متناظر با آنها هر دو سره هستند، استفاده از مي و پسλيبرا

 ين برآوردگرهايا. اندشنهاد كردهين را به عنوان برآورد پيع پسيمد توز
 يسارتور.  دارندي خواص مطلوبي بسامديارهايع براساس ميزيب
.  ارائه كرده استييمعادلات درستنما  بر اساس اصلاحيروش) 2006(

ن است يتكλشر در نقطه صفر برحسبيس اطلاع في ماترياز طرف
)Azzalini 1985.( يسازهي شبييدرستنمالگ  نمودار چند تابع1 شكل 

λيشده را به ازا = -يملاحظه م. دهديم  نشان20 و اندازه نمونه4
در واقع  . وجود دارديك ناهمواريشود كه در تمام موارد در نقطه صفر 

 و آماره آزمون ييمم درستنماي برآوردگر ماكسيع مجانبيهرچند توز
س اطلاع ي كه ماتري آزمون فرض ساده هنگاميينسبت درستنما

ن است، يس اطلاع تكي ماتري، موجود هستند، اما وقتن استيناتك
كند كه يشنهاد مي پييرفتار تابع درستنما. ستين نيت چنيوضع

 Liseo.(از باشدي در مورد مدل نيگري ديممكن است به اطلاعات كمك

& Loperfido 2006.(  
  
   يشنهاديبرآوردگر پ -4

ــتا ــ ايدر راس  ــ دهي ــات كمك ــتفاده از اطلاع ــه توســط لياس ــي ك و و زئ
لگر ينكه تحلين بخش با فرض ايمطرح شده است، در ا  ) 2006(دويلوپرف

 جامعه تحت مطالعـه     ي از جهت چولگ   يگريا به نحو د   يبر اساس تجربه    
ع نرمـال،  ي ـ توزيع تجمع ـي ـباشد، با استفاده از خواص تـابع توز  يآگاه م 

 كه از دقـت  يبي تقرييمم درستنما يك برآوردگر ماكس  ي λ پارامتر يبرا
 از  ياري در بـس   ين فرض ـ يچن ـ. شـود ي م ي برخوردار است، معرف   يمطلوب

  شتر ذكر شد، دريست و همانگونه كه پيحالات چندان محدود كننده ن
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λيبه ازا ي شده برايسازهي شبيي درستنما توابع لگ-1شكل  =   .20 و اندازه نمونه4

  
  

ن يشين اطلاع پيد مانند مطالعه درآمد در اقتصاد، هم از موارياريبس
  .سازديع چوله نرمال را مطرح ميده استفاده از توزياست كه ا

، ابتدا حالت خاص را در نظر يليك برآوردگر تحلي بدست آوردن يبرا
,...,1ديفرض كن. ميريگيم nX Xع ي از توزي تصادفيا نمونه

( , , )SN λ σ -ير مي بصورت زيينصورت تابع درستنمايدر ا.  باشد20
  .باشد

( ) ( ; , , )

       { ( ; , , ) ( )}

       ( )                    ( )
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X i
i
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i i
i
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1

1
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≥φ(.) است و ي نانزوليتابعφ(.)چون  ≤0 ن هر جمله ي، بنابرا1
مم ي، ماكسixλين مقدار ممكن براي بزرگتريبه ازا) 1(حاصلضرب 

-ي انتخاب مييλ داده شده، يهاixيبه ازا. كنديخود را كسب م

)م كهيكن ) ( )
n

i

i

xL λλ φ
σ=

∝∏
1

 يقيعدد حق ∆اگر . مم شودي ماكس

) آن ي باشد كه برايمثبت )φ ∆ =  ين منظور لازم است براي اي، برا1
  :ي نابرابرiهر

0ixλ
σ

≥ ∆ >
  

علامت  هم ixوλن رابطه ي مثبت است، در اixλچون . برقرار باشد
ا ي و بسته به مثبت φ(.) بودن تابع يه به نانزولن با توجيهستند، بنابرا

)ن معلوم است، تابع يشي كه براساس اطلاعات پλ بودن يمنف )L λ 

  :شود كه روابطيمم مي ماكسيهنگام

 
                    

      ,      , ,...,
                    

i

i

x
i n

x

σλ λ

σλ λ

∆⎧ ≥ >⎪⎪ =⎨ ∆⎪ ≤ >
⎪⎩

0
1 2

0
  

) و X(1)برقرار باشند، اگر  )nXن ين و بزرگتريب كوچكتري به ترت
  : است روابطي روابط فوق كافي برقراري را نشان دهند، برايبيآماره ترت

( )

( )

                    

      
                    

n

x

x

σλ λ

σλ λ

∆⎧ ≥ >⎪
⎪
⎨ ∆⎪ ≤ >
⎪⎩

1
0

0
  

و  3(ع نرمال استاندارد عمده احتمال در بازه يچون در توز. برقرار باشند
 ي براين مناسبيگزيتواند جاي م3 ك بهيدارد، هر مقدار نزدقرار  )-3
 ي منطق9/2دهد كه مقدار ي نشان ميسازهيمطالعات شب.  باشد∆

لذا به عنوان . شودي مي با دقت مناسب منتهيياست و به برآورها
توان يمλص علامتي تشخينكه برايجه بحث فوق و با توجه به اينت
) يبيتقر (MLسه كرد، برآوردگر يانه نمونه را با هم مقاين و ميانگيم

  :بصورتλپارامتر

n
( )

*
( ,..., ) n

n
( )

                    X

                          X       

                   X

nX X

n

m
x

m

m
x

σ

λ
σ

∆⎧ >⎪
⎪
⎪= =⎨
⎪ ∆⎪ <
⎪⎩

1

1

0  

انه نمونه ين و ميانگيب مي به ترتm و nXشود، كه در آنيشنهاد ميپ
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,...,1، اگريدر حالت كل. دهنديرا نشان م nX Xاز ي تصادفيا نمونه 
)ع يتوز , , )SN λ µ σ    : بصورتيينصورت تابع درستنماي باشد، در ا2

( ) ( ; , , )
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ن ي ا درλ پارامتري برايبي تقرML مشابه، برآوردگر يبا استدلال. است
   :حالت عبارت است از

n

*
( ,..., ) n

n

/                 X
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                                   X      ( )     
/             X
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د به ين پارامترها باي ا2σ وµ است كه در صورت نامعلوم بودنيهيبد
ع نرمال چوله ي توزيبرا. ن شونديگزيجا) 2( برآورد و در رابطه ينحو

  :ديآير در ميل زن برآوردگر به شكياستاندارد ا

n
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   يسازهي شب-5

. ده آن دشوار استيچين برآوردگر با توجه به شكل پي خواص ايبررس
.  قرار دادي مورد بررسيسازهيله شبيتوان خواص آن را بوسياما م

  :ن برآوردگر عبارت است ازيد اي امييبرآوردگر مونت كارلو
* *

1

1( )
M

i
i

E
M

λ λ
=
∑�  

*كه در آن
iλ ك نمونه ي براساسnشوديمحاسبه م) 3( از رابطهييتا .

   :توان بصورتيز مي آن را نين توان دوم خطايانگيم
* *( ) ( )

M

i i
i

MSE
M

λ λ λ
=

= −∑ 2

1

1  

 ير متناظرشان براير به همراه مقادين مقاديا. محاسبه نمود
 ي به ازا1  در جدوليشتاور و گييمم درستنماي ماكسيبرآوردگرها

ش داده ي نماي مختلف نمونه و چند مقدار از پارامتر چولگيهااندازه
 در نرم SN با استفاده از بستهييمم درستنمايبرآوردگر ماكس. اندشده
 از رابطه ي و برآوردگر گشتاورRافزار

( )

X

X
π

−
در  . محاسبه شده است22

Mارهاه محاسبات تعداد تكريكل = .  در نظر گرفته شده است5000

ر ي مقاديشود، هر سه برآوردگر برايهمانطور كه ملاحظه م
از دقت آنها λ هستند و با بزرگتر شدنيشتري دقت بيداراλكوچك

 كوچك و يها نمونهي برايژه برآوردگر گشتاوريبو. شوديكاسته م
ن يلازم به ذكر است كه ا.  داردي بزرگ، عملكرد كاملا نامطلوبيچولگ

Xط محدود كننده يبرآوردگر تنها تحت شرا
π

<
 قابل محاسبه 2

ش حجم نمونه بر دقت هر سه برآوردگر افزوده ي با افزاياز طرف. است
دقت برآوردگر 100 از  بزرگتريها نمونهيكه برايشود، بطوريم
-هيع شبيتوز. شتر استي بييمم درستنماي از برآوردگر ماكسيشنهاديپ

 يبراλ* بار محاسبه5000ز براساس ين برآوردگر ني شده ايساز

)ع ي از توزييتا200 يهانمونه , , )SN 11 0  رسم شده 2  در شكل3
قا بر مقدار يچكدام دقي هستند و هي چولگياهر سه برآوردگر دار. است
  .ستندين متمركزλ يواقع

  
  شتر ي بيبررس -6

 يع برآوردگر معرفيده توزيچيل شكل پي همانطور كه اشاره شد به دل
با .  وجود ندارديلين برآوردگر بصورت تحليق ايشده، امكان مطالعه دق

 يع مجانبي و با استفاده از توزيبيقرن بخش بطور تين وجود در ايا
 يشنهادي برآوردگر پيشود كه شكل كلي نشان داده ميبي ترتيهاآماره
  . ح استيصح

 دو يبي ترتيها آمارهيع مجانبي در مورد توزيدر مباحث استنباط آمار
 يط كليا تحت شراين قضايا). David 2003(ه معروف وجود دارديقض

. ع تحت مطالعه است، برقرارنديدن توزوسته بوين آنها پيكه مهمتر
)، يبين آماره ترتيع بزرگتريتوز )nX،  ا يع مقدار اكسترمم يتوزبه

  . گامبل معروف است

( )( ) exp( exp( ( )))n
n

n

y aP X y
b
−

≤ = − −  

 بطور naشود كهيمثابت .  هستنديقياعداد حق nb و naكه در آن 

 چندكيبيتقر
1

n
n +

)ديع است و رابطه اميام توز )nXبا naي خط 
  . است

) يوسته و روي پيع تجمعي اگر تابع توزياز طرف , )0  np كنوا ويدا ي اك1
)يبينصورت آماره ترتيح باشد، در اي صحيعدد )npXي بطور مجانب 
  .ع نرمال استي توزيدارا

( )

( )

( , )
[ ( )]np p

p

p p
nX AN

f
ζ

ζ

−

2

1
∼  

 با). David 2003(دهديع را نشان ميام توزp چندك pζكه در آن
npانتخاب =   : كوچكترين آماره ترتيبي بصورت، توزيع1
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  .)MME (يو گشتاور) MLE (ييمم درستنماي، ماكس)λ* (يشنهادي برآوردگر پيبين توان دوم خطا و اريانگيم: 1جدول 

BIAS  MSE  
MME  MLE  *λ  MME  MLE  *λ  λ  n  

7015/0  1643/1  9897/0-  9710/18  8468/1  7005/2  2  
0774/0-  6447/0  5822/0-  5145/0  6091/0  8067/0  1  
0879/0  6470/0-  5781/0  3735/0  6107/0  7967/0  1-  
7078/0  1628/1-  0093/1  1700/47  8447/1  7624/2  2-  

  
100  
  

5710/0-  1645/1  6743/0-  4850/32  8293/1  1954/1  1  
0290/0  6488/0  4396/0  0554/0  5866/0  4463/0  2  
0234/0  6494/0-  4384/0  0439/0  5874/0  4429/0  1-  
5536/0  1634/1-  6799/0  5673/18  8246/1  1928/1  2-  

200  

3418/0  1619/1  5476/0  8107/5  8131/1  7874/0  1  
0287/0  6474/0  3801/0  0298/0  5866/0  4465/0  2  
0182/0  6480/0-  3803/0  0271/0  5860/0  3319/0  1-  
3210/0  1619/1-  5464/0  0833/3  8141/1  8976/0  2-  

300  

2978/0  1629/1  7078/0  1305/10  2088/1  5832/0  1  
0116/0-  6472/0  3419/0-  0200/0  5708/0  2679/0  2  
0125/0  6479/0-  3417/0  0183/0  5718/0  2676/0  1-  
2091/0  8637/1-  4636/0  4878/1  8152/0  5701/0  2-  

400  

  

  
λسازي شده برآوردگر پيشنهادي، ماكسيمم درستنمايي و گشتاوري با فرض  توزيع شبيه-2شكل  = 1

n و 3 = 20.  
  

( )

( )

( , )
[ ( )]n

n

n n
nX AN

f
ζ

ζ

−

1 1 2
1

1 11

∼ 

چوله نرمال ع ي توزيا براين قضايط اينكه شرايبا توجه به ا. خواهد بود

 يهاn يتوان برايحات فوق، ميبرقرار هستند و با در نظر گرفتن توض
  : بزرگ، نوشتيبه اندازه كاف

* *
(1) 1 ( )

1

( )   ,    ( )n n
n n

E X E Xζ ζ
+

= =  

* كه در آنها
pζچندك pچ يمتاسفانه ه. ع چوله نرمال استيام توز
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ن ي، با ا.ود نداردع چوله نرمال وجي توزي چندكهاي برايارابطه بسته
  ):Azzalini 1985(ر ي زيوجود براساس نابرابر

*arctan ( ;  ) ( ) arctanz zλ φ λ φ λ
π π

− ≤ + ≤
1 1  

  :توان نوشتي از كرانها ميكيو با در نظر گرفتن 
* arctan | |p pζ ζ λ

π
≈ −

1  

)*كه درآن ;  )zφ λو  *
pζيع تجمعيب نشان دهنده تابع توزي ترت به 

nري مقاديگذارياكنون با جا. ع چوله نرمال هستنديام توزpو چندك 
1 

nو
n+1ي برا pم داشتي، خواه:  

*

( )

*

( )

( )   ,    
( ) arctan

( )   ,    
( ) arctan

n

n
n

n

E
E X

E
E X

λ λ
ξ λ

π

λ λ
ξ λ

π+

≈ ≈ >
−

≈ ≈ − <
+

1
1

1

1 1 01

1 1 01

   

λيدهد كه به ازاي نشان م3 شكل < )* ، خط2 )E λ λ= با يتقر
 λ*اد نباشد،ي زي اگر چولگيعنيه اول منطبق است، يمساز ناحيبر ن

-هي شبيهاياست و همانطور كه بررسλيب برايبا نااري تقريبرآوردگر
 از دقت ير چولگر بزرگ پارامتي مقاديز نشان داد، به ازاي نيساز

 در يك مشكل عمومين يالبته ا. شودي شده كاسته ميبرآوردگر معرف
نه ين زمي در ايشتريباشد و مطالعات بي موجود مين برآوردگرهايب

 پرت بر يهاد دادهير شدين برآوردگر تاثيگر مشكلات اياز د. لازم است
  . آن است

  
  .λ و يشنهادي برآوردگر پياضيد رين امي رابطه ب-3شكل 

  
   يك مساله كابرد ي-6

 وجود دارد كه در آن ياديهمانطور كه در مقدمه ذكر شد، موارد ز
ك ين قسمت با ارائه يدر ا. ستيجامعه تحت مطالعه متقارن ن عيتوز

ن عدم تقارن يشود كه مد نظر قرار دادن اي نشان داده ميمساله كاربرد
  . ت باشدي حائز اهمير استنباط آمارتواند ديتا چه حد م

را ) X( و تعداد ساعات اضافه كار) Y(زان درآمدي م2  جدوليهاداده
بافت نگار  .دهدي نشان م1382ن در سال ي كارمند استان قزو70 يبرا

 جامعه تحت مطالعه ي نشان دهنده چولگ4 درآمد در شكل يهاداده
 يها دو حالت مانده دريونيج حاصل از برازش مدل رگرسينتا. است

 در هر دو حالت،.  ارائه شده است3 نرمال، در جدولنرمال و چوله 
-  برآورد شدهييمم درستنماي مدل با استفاده از روش ماكسيپارامترها

مورد ) Press Statistics(زان برازش هر مدل براساس آماره پرس يم. اند
  . قرار گرفته استيابيارز
  

  .1382ن در سال ي كارمند استان قزو70 يبرا) X(و تعداد ساعات اضافه كار) Y(زان درآمديم: 2جدول 

9  4  5  14  9  8  6  10  4  8  X  
52/205  22/197  36/191  16/199  04/192  31/195  57/190  50/196  72/191  41/191  Y  

5  7  9  6  7  8  5  10  5  7  X  
63/195  49/196  50/194  49/192  31/195  41/195  75/197  36/191  13/197  36/187  Y  

10  7  8  6  8  6  9  13  7  7  X  
60/194  91/192  41/196  45/196  11/192  59/187  49/193  82/196  16/189  26/194  Y  

7  9  7  5  7  6  7  6  9  4  X  
88/191  08/196  50/189  59/195  27/188  07/194  54/193  16/192  53/190  41/190  Y  

6  9  10  9  10  6  9  10  7  7  X  
68/193  68/189  40/186  26/192  55/188  48/190  46/195  12/192  15/193  79/192  Y  

4  7  8  9  7  8  6  8  9  10  X  
26/193  85/197  42/193  95/194  33/199  28/193  02/200  54/193  65/200  74/189  Y  

12  6  7  8  10  5  3  6  7  9  X  
67/199  69/197  16/203  14/197  48/203  85/190  12/199  91/192  61/192  81/193  Y  
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  . درآمديهار دادهبافت نگا: 4شكل 

  
– نرمال و چولهي تحت فرض خطاهايوني رگرسيسه مدلهايمقا: 3جدول 

  .نرمال

  هاع ماندهيتوز  نرمال   نرمالچوله
40/193  76/192  0β  

4990/1  7162/1  0( )S β  
1034/0  1871/0  1β  
2317/0  2200/0  1( )S β  
8989/15  9005/22  )MSE(Press  

  
ت در نظر ي اهمين آماره پرس در دو مدل، به خوبيتفاوت قابل توجه ب

 نشان 5نگار شكل بافت. دهدي درآمد را نشان ميها دادهيگرفتن چولگ
  . باشديها مع ماندهي توزيدهنده چولگ

  

  
  . يوني مدل رگرسيهاماندهينگار باقبافت: 5شكل

  
   يريگجهيبحث و نت -7

-ده بودن فرم معادلات حاصل از مشتق تابع لگيچيل پيبه دل
 پارامتر ييمم درستنماي برآوردگر ماكسي برايا، فرم بستهييدرستنما

ر يبعلاوه رفتار خاص و غ. ع چوله نرمال وجود نداردي در توزيچولگ
 در يداريوجب ناپا صفر ميگي در همسايي تابع درستنمايعيطب

رسد استفاده ينرو به نظر مياز ا. شودي بدست آمده مي عدديبرآوردها
 مطلوب ي به برآوردگريابي دستيتواند براي مياز اطلاعات كمك

ده استفاده از ين مقاله بر اي شده در ايبرآوردگر معرف. سودمند باشد
تن فرم  بنا نهاده شده است و در مجموع علاوه بر داشياطلاعات كمك

  .ز برخوردار استي نيبسته، از دقت قابل قبول
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