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٤٦٥ ...نامه ريزي رياضي غير خطي بسط داده شده جهت تخمين پارامترهاي مدل بر: پيكاني

 مجله علوم  كشاورزي ايران 
 )٤٦٥-٤٧٣ (١٣٨٤، سال ٢، شماره ٣٦جلد 

 
 مدل برنامه ريزي رياضي غير خطي بسط داده شده جهت تخمين پارامترهاي 

 غير خطي تابع توليد بيولوژيك محصولات زراعي و بهينه سازي 
 )ENLPM(به طور همزمان
 

 غلامرضا پيكاني
 عي، دانشگاه تهراناستاديار پرديس كشاورزي و منابع طبي

 ٦/٣/٨٣تاريخ پذيرش مقاله 
 

 خلاصه
 

تابع توليد بيولوژيكي گندم متعلق به يك ايستگاه         ) نمونه آماري ٢٧(در اين پژوهش با استفاده از مشاهدات         
ضرايب فني تابع توليد    ) ENLPM(و بكارگيري از مدل بسط داده شده          ميلادي   ١٩٧٥تحقيقات گندم، سال    
پارامترهاي غير خطي تخمين زده شد و همزمان با آن            با  محصول گندم   ) درجه دوم ( اي   بيولوژيكي چند جمله  

 و نيز تحليل حساسيت هاي لازم براي ايجاد اطلاعات اقتصادي پيرامون              )حداكثر سازي سود  (يمات بهينه   صمت
د بيولوژيكي با   توابع هزينه متغير توليد، عرضه محصول گندم و تقاضا براي نهاده ها متناسب با يك تابع تولي                     

اين امكان را   ) ENLPM(نتايج اين بررسي نشان ميدهد كه استفاده از روش          . پارامترهاي غير خطي به عمل آمد     
براي تخمين پارامترهاي غير خطي     ) OLS(كه امكان استفاده از روش حداقل مربعات         سازد در مواقعي   فراهم مي 

 براي تخمين   (… ,Gauss – Newton)هاي مختلف  مدلهاي رگرسيوني ممكن نيست و نيز كاربرد الگوريتم         
 استفاده از   ،دشواريهاي خاصي دارند  ) وقتي سيستم معادلات نرمال غير خطي باشد        (حداقل مربعات غيرخطي     

در تخمين پارامترهاي غير خطي      ساختار مدلهاي آماري پيچيده را       ميتواند نه تنها    )  ENLPM(روش جديد   
 . با تخمين اين پارامترها تصميمات بهينه سازي را نيز انجام دهدمدلها را تست كند، بلكه همزمان 

 
 ريزي غير خطي، تابع      گاس نيوتن، برنامه   كل، الگوريتم،  پارامترهاي غيرخطي، حداقل     :هاي كليدي  واژه

 برآوردسازي غير خطي  توليد غيرخطي،                                
 

 مقدمه
 بيولوژيكي محصولات      استفاده صحيح از توابع توليد          

كشاورزي درتصميمات مربوطه به پيشنهادات كارشناسي در امور        
بهزراعي و نيز در تجزيه و تحليل هاي اقتصاد توليد آنگاه از                 
ارزش مطلوب برخوردار خواهد بود كه اشكال خطي و غير خطي           

اين موضوع از آنجهت حائز       . آنها از هم تشخيص داده شود        
ابع توليد بيولوژيكي با ضرايب فني       اهميت است كه تفكيك تو     

انواع نتايج مختلف   توليد خطي و غير خطي منجر به تفكيك            
طوريكه، . سياست هاي كشاورزي بر خاسته از آنها خواهد بود           

تركيب بهينه نهاده ها براي حداكثر توليد فيزيكي يك تابع                

توليد بيولوژيكي با ضرايب فني توليد خطي با نوع تركيب آن               
 براي توليد حداكثر توليد يك تابع توليد بيولوژيكي با            نهاده ها 

بدون . ضرايب فني توليد غير خطي بسيار متفاوت خواهد بود           
ترديد مدل خطي حالت خاصي از مدل غيرخطي است كه مدل            
ساز براي سهولت برازش انتخاب ميكند كه در واقع نوعي تقريب           

ي آماري  براي روشن شدن امر به مدلها      . سازي از واقعيت است   
 :توجه شود

3K,eY
X3

321 =ε+β+β= β ١                       (  

2,
2

1 == KeXY εββ ٢                                    (  
1,21 =++= KXY εββ ٣                           (  
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 ١٣٨٤، سال ٢، شماره ٣٦مجله علوم كشاورزي ايران، جلد  ٤٦٦

ε++++++= NWAWANAWANAAY Kkk
5

2
4

2
3210  ٤  (  

طي است   مورد خاصي از يك مدل خ      ٣بخوبي پيداست كه مدل     
 نيز قابل تبديل به يك مدل خطي با استفاده          ٢و نيز مدل آماري     

از لگاريتم است كه در هر دو مورد ميتوان از روش حداقل                   
براي برآورد ضرايب فني توابع استفاده       ) OLS(مربعات معمولي   

  K > 1 وقتي   ٤ و   ١مدل هاي آماري     در  اما متاسفانه   . نمود
ي است و قابل تبديل به حالت        باشد، داراي پارامترهاي غير خط    

خطي نيز نمي باشد كه دراين حالت بدليل غير خطي بودن                
سيستم معادلات نرمال حاصل از شرايط مرتبه اول حداقل               
سازي تابع غير خطي مجموع پسماند داراي جواب هاي متعددي          

مدل آماري  ) مجموع پسماند (است و در موارديكه تابع هدف         
 برآوردهاي پارامترهاي غير خطي       شرايط كافي را با توجه به        

ايجاد نميكند، الگوريتم هاي مختلف جستجو نيز با مشكل               
 .مواجه هستند

داشتن اطلاعات كافي پيرامون توابع توليد بيولوژيكي              
محصولات كشاورزي و نوع اشكال اين توابع از نقطه نظر خطي و            
يا غيرخطي بودن ضرائب فني توليد اين امكان را فراهم خواهد             

اخت تا محققين كشاورزي و اقتصاد كشاورزي بتوانند اطلاعات         س
هاي بهزراعي و استفاده بهينه      و آمار دقيق تري را در مورد توصيه       

 .نهاده هاي توليدي و تصميمات اقتصاد توليد فراهم سازند
 و  سر OLSهاي معمولي رگرسيوني و       محققين كه با روش   

دوديت اطلاع دارند كه در صورتيكه مح                كار دارند،   
∑ << ba ki

iβ       وجود داشته باشد و در آنK     مخالف با اعداد
ويك باشد، در اين صورت سيستم يا دستگاه معادلات          ) ٠( صفر

 توان برازشي خود    OLSنرمال بصورت غير خطي ظاهر شده و         
هاي جستجوي   را از دست ميدهد و ناچارا  مي بايستي از الگوريتم        

نوبه خود بر حسب تعداد پارامترهاي       مختلفي بهره گرفت كه ب     
 برآورد سازي پارامترهاي    Bغير خطي توابع توليد وتوان متغير        

همچنين با  . سازد غير خطي را با پيچيدگي خاصي مواجه مي          
توجه به پيچيدگيهاي برازش چنين توابع توليد بيولوژيكي با             

يابي پيرامون   گيريهاي بهينه  هاي غير خطي و نيز تصميم      پارامتر
ها و رسيدن به سطوح توليد اقتصادي يا فني بطور             اربرد نهاده ك

 .همزمان سرعت كار و دقت عمل بسيار حائز اهميت مي باشد

 با  )١٩٦١(و فيشر    ) ١٩٧٨( ويلسون     و )١٩٥٩(واگنر  
تفاده از برنامه ريزي خطي و بر مبناي حداقل انحرافات مطلق           اس

ين جهت آشنايي   همچن. اند تحليل رگرسيوني خاصي را ارائه داده     
، )١٩٧٢( جانستون     ميتوان به    OLSبيشتر با مفاهيم روش       

و ) ١٩٨٠(، جاج    )١٩٧٩(، وناكوت و همكاران       )١٩٧١(كمنتا  
به منظور آشنايي بيشتر با اشكال         . رجوع نمود ) ١٩٨٧(تيل  

مختلف توابع توليد و تحليل ساختاري انواع مدلهاي آن                  
وع درجه دوم ميتوان به     مخصوصا  توابع توليد چند جمله اي از ن       

براي آن دسته از محققيني كه      . رجوع نمود ) ١٩٨٠(سان خايان   
بخواهند بيشتر با مفاهيم اصول برآورد سازي حداقل مربعات غير          

) ١٩٨٨(جاج و همكاران     ) ١٩٩٣( آشنا شوند به گرين       ١خطي
. مراجعه شود ) ١٩٩٤(و هاميلتون   ) ١٩٩٢(گريفيث و همكاران    

جهت بسط يك مدل برنامه ريزي      ازه اي در    كار ت تحقيق حاضر   
رياضي غير خطي از نقطه نظرهاي بررسي نقاط ضعف روش               

OLS       در تخمين پارامترهاي غير خطي         آن و نيز مشكلات 
مدلهاي آماري با پارامترهاي غير خطي و مخصوصا  تخمين               
پارامترهاي غير خطي توابع توليد بيولوژيكي و مشكلات خاص           

 براي برآورد پارامترهاي غير خطي           الگوريتم هاي جستجو    
و نيز  )  و غيره  Gauss-Newton(مدلهاي آماري چند متغيره      

تخمين پارامترهاي غير خطي و بهينه سازي به طور همزمان و             
ايجاد اطلاعات مفيد پيرامون توابع عرضه محصول و تقاضا براي           

هاي توليدي متناسب با يك تابع توليد بيولوژيك با                  نهاده
 . ميباشداي غير خطيپارامتره

 
 ها  مواد و روش

داده مورد نياز اين تحقيق جهت تخمين پارامترهاي غير             
خطي تابع توليد بيولوژيكي گندم مربوط به يك ايستگاه                 

باشد كه كليه      ، مي  ١٩٧٥ تحقيقاتي در مكزيك در سال         
از آنجائيكه  .  ارائه گرديده است   ١مشاهدات آماري تحت جدول      

هر (دلار  % ٨ت آماري قيمت هر پوند گندم       در زمان تهيه اطلاعا   
 ١٢/٠،  قيمت هر پوند كود ازته          ) كيلوگرم ٤٥٣/٠پوند معادل   

 دلار بوده است، از اين      ٢٥/١ فوت آب    –دلار و قيمت هر جريب      

                                                                                    
1 . Principles of Nonlinear Least Squares Estimation 
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٤٦٧ ...نامه ريزي رياضي غير خطي بسط داده شده جهت تخمين پارامترهاي مدل بر: پيكاني

رو همين اطلاعات قيمتي بعنوان مبناي تجزيه و تحليل                 
اقتصادي قرار گرفت و در قسمت تحليل حساسيت مربوط به              

 .انتخاب شدقيمتها تغييرات 
 

 اطلاعات آماري توليد يك ايستگاه تحقيقاتي گندم يك مزرعه -١جدول 
 ١٩٧٥ ،نمونه در مكزيكو

WHEAT YIELD 
lbs/acre 

NITROGEN FERTILIZER 
APPLICATIONS, lBS/ACRE 

WATER APPLICATIONS 
ACRE-FEET 

1740 0 23.4 
1390 40 23.4 
1880 80 23.4 
2150 120 23.4 
2380 160 23.4 
2500 200 23.4 
2970 240 23.4 
2100 280 23.4 
2480 320 23.4 
1820 0 32.4 
1440 40 32.4 
2320 80 32.4 
3020 120 32.4 
3320 160 32.4 
3240 200 32.4 
3510 240 32.4 
3490 280 32.4 
3670 320 32.4 
1170 0 24.8 
1420 40 24.8 
2230 80 24.8 
3000 120 24.8 
3650 160 24.8 
3290 200 24.8 
3650 240 24.8 
4200 280 24.8 
3840 320 24.8 

 
 ساختار مدل

كاربردي بعنوان يكي از روش هاي             ) ENLPM(مدل
جانشين تخمين زننده پارامترهاي غير خطي مدل هاي آماري           
بجاي روش حداقل مربعات غير خطي نوعي مدل برنامه ريزي             
رياضي غير خطي بهينه ياب بسط داده شده است كه در محيط             

به وقتي تابع هدف و شرايط مرت       GINO , LINGOنرم افزاري  
داراي پارامترهاي غير   ) شرايط كافي ( و دوم ) شرايط لازم (اول  

خطي باشند، ميتوان از آن براي برآورد پارامترهاي غير خطي و            
در مورد مسائل   . 1نيز بهينه سازي بطور همزمان استفاده كرد        

بايستي شرايط مرتبه    برآورد تحت پارامترهاي غير خطي نيز مي       
اين تحقيق تابع مجموع       در   (سازي تابع هدف        اول حداقل  

) شين دترمينان كلي هي  (برابر صفر و شرايط مرتبه دوم       ) پسماند
 تابع هدف    ٢بزرگتر از صفر باشند تا خاصيت محدب بودن             

در غير اينصورت،   . را تائيد كنند  ) مجموع پسماند مدل آماري      (
مدل آماري مورد مطالعه از خصوصيات ساختاري خوب برخوردار         

 .واهد شدج خادرستي از آن استخرانبوده و اطلاعات ن
جهت تخمين پارامترهاي غيرخطي تابع توليد بيولوژيكي          

 :مدل آماري زير بكار گرفته شده است ENLPMگندم از روش
٥  (ε++++++= NWAWANAWANAAY kkk

5
2

4
2

3210 
 : كه در آن 

Y  =پوند(مقدار توليد گندم دريك اكر ( 
N =  ندپوو(مقدار كود نيتروژن استفاده شده در يك اكر( 
W =  فوت آب استفاده شده در يك اكر –مقدار اكر  
ε =  جمله اخلال 

iA i=0, 1, …, 6 =   پارامتر٦(تعداد پارامترها( 
K =  توان پارامترهاي غير خطيA5 , A4, A3  
N =  مشاهده٢٧(تعداد مشاهدات آماري ( 
 يك اكر =  جريب ١

 باشد تابع توليد      K=1چنانچه  ) ٥(مدل آماري    براساس  
براي . مي باشد بيولوژيكي گندم ازنوع چند جمله اي درجه دوم          

چگونگي تخمين پارامترهاي خطي آن با استفاده       اطلاع بيشتر از    
و مدل بسط داده شده     ) OLS(از روش حداقل مربعات معمولي      

ENLPM   محقق رجوع شودمقاله اول به.   
تابع غير خطي مجموع پسماند و       ) ٥(اري  براساس مدل آم  

با توجه به     K  سيستم معادلات نرمالي غير خطي با درجه           
 :بصورت زير ارائه شده است  (F.O.C)شرايط مرتبه اول و لازم 

                                                                                    
نـتايج اين تحقيق نشان ميدهد هر چه توان پارامترهاي غير خطي            نـتايج اين تحقيق نشان ميدهد هر چه توان پارامترهاي غير خطي             .  . ١

بزرگـتر شود، بهمان نسبت معادلات نرمال غير خطي حاصل از شرايط            بزرگـتر شود، بهمان نسبت معادلات نرمال غير خطي حاصل از شرايط            
   ..شودشود  تر ميتر مي  مرتبه اول پيچيدهمرتبه اول پيچيده

2 . Convexity 
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 ١٣٨٤، سال ٢، شماره ٣٦مجله علوم كشاورزي ايران، جلد  ٤٦٨
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 و معادلات نرمال سيستم    ) ٦(جهت كمي كردن تابع هدف       
 ١، با توجه به اطلاعات آماري جدول                )٦-٦(الي   ) ٦-١(

مشاهدات، پس از بتوان رساندن تابع هدف، متغيرهاي معلوم اين       
سپس با  . تابع و معادلات نرمال قابل كمي كردن مي باشد             

وقتي  (LINDO و يا    LINGO يا   GINOفزار  استفاده از نرم ا   
، مي توان با رعايت اصل        )K=١تابع هدف درجه دوم باشد،          

حداقل سازي تابع هدف تحت قيدهاي سيستم نرمال،                  
 .پارامترهاي نامعلوم را تخمين زد

  ١استفاده از روش حداقل مربعات غير خطي
 ,A5 , A4 مقدار توان متغيرهاي ٦ و٥در صورتيكه در روابط 

A3         و يك  ) ٠( در تابع توليد بيولوژيكي گندم مخالف اعداد صفر
غير خطي بوده و تحت     ) ٦-٦(الي  ) ٦-١(باشد، معادلات نرمال    

 براي  OLSاين شرايط استفاده از روش حداقل مربعات معمولي          
 اين بدان دليل     .تخمين پارامترهاي غيرخطي غير ممكن است       

 حل هاي    است كه متناسب با درجه توان معادلات نرمال             
بيشماري براي آن متصور است كه در نقاط بحراني مختلفي               
شيب تابع غيرخطي مجموع پسماند برابر صفر است كه اين               

 را مشكل   ٣ناحيه اي و حداقل    ٢لكتشخيص نقاط حداقل     مسئله
 A5 فرض شود پارامترهاي      K=3سازد بعنوان مثال چنانچه      مي

, A4, A3    ايط لازم حداقل   شر) ٦-٦(و  )٦-٥(،  )٦-٤( در روابط
 مي شوند كه ميتوان     ٥داراي توان عدد    )  ٦(سازي تابع پسماند    

همچنين .  جواب مختلف را براي اين پارامترها در نظر گرفت           ٥
 اگر بخواهيم حاصل ضرب پارامترهاي غيرخطي                      

5
30

5
31

5
4

3
3 ,,...,...., AAAAAA          را مدنظر قرار دهيم، حل 

پيچيده  بسيار     K=3دستگاه معادلات نرمال غير خطي تحت       
لازم به يادآوري است، در اين حالت مخصوص، در           . خواهد بود 

) … نيوتن و  -گاس( هاي مختلف جستجوگر   استفاده از الگوريتم  
kخطي    نيز هرچه تعداد پارامترهاي غير        

iA       بيشتر شود و 
سيستم معادلات نرمالي غير خطي بصورت برداري مطرح شود،           

 .بسيار زياد استدشواريهاي محاسباتي 
با بكارگيري مدل برنامه ريزي رياضي غيرخطي بسط داده           

 و استفاده از مشاهدات آماري توليد گندم در            ENLPMشده  
بعنوان مثال ، جهت تخمين      ايستگاه تحقيقات گندم مكزيكو،      

قادر است  ) ١(، مدل برنامه ريزي     K=3  و ٣پارامترهاي با توان    
 را كه داراي پارامترهاي غير        )٥(تابع توليد بيولوژيكي گندم       

  .      خطي است، تحت برازش قرار دهد
  : ENLPMتخمين پارامترهاي غير خطي با استفاده از روش 

نموداردوبعدي تابع غير خطي مجموع پسماند       ارائه جهت-الف
 :در زير ارائه ميشود) ٧(با پارامترهاي غير خطي به مدل آماري 

                                                                                    
1 . Nonlinear Least Squares 
2 . Global minimum 
3 . Local minimum 
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٤٦٩ ...نامه ريزي رياضي غير خطي بسط داده شده جهت تخمين پارامترهاي مدل بر: پيكاني

ii
K

i eXAXAY ++= 2211 ٧   (                                
 باشد، در اين صورت     K=2 و   A2=(A1)Kچنانچه فرض شود كه     

 :بصورت زير تبديل مي شود ) ٧(مدل 

iii eXAXAY ++= 2
2

111  ٨                                (  
بخوبي پيداست كه تابع مذكور بر حسب            ) ٨(از مدل    

 A1حسب پارامتر    خطي ولي بر       X2 , X1متغيرهاي توضيحي   
 .غير خطي است

بنابراين تابع مجموع پسماند و نيز تنها معادله غير خطي              
 :بصورت زير مي باشد ) ٨( مدل ٣نرمال با درجه 

∑∑ −−= 2
2

2
111

2 )(min iiii XAXAYe  

      3
1

2
21

2
1

1

42
)(

.. AXAX
A
e

ts ii
i ∑∑∑ +=

δ

δ ٠=  

 يا
(9-1) 121 42 AXYXY iiii ∑∑ −−  

      06 2
121 =+ ∑ AXX ii  

ض شود كه مشاهدات يك نمونه آماري           در صورتيكه فر   
n=20بصورت زير باشد : 

414097.4XX,528022.16YX,422155.10X 211
2
1 === ∑∑∑

619469.10YX,586929.3X 2
2
2 == ∑∑  

در اين صورت پس از جايگزيني مقادير معلوم، تنها معادله            
بصورت زير تبديل   ) ٩-١(رابطه  ) ٣داراي توان   (نرمال غير خطي    

 :خواهد شد 

  
0)5280.16(2

))61950.10(24222.10(2
)4141.4(6)5869.3(4

1

2
1

3
1

=−
−+
+

A
AA

١٠       (             

بدليل اينكه تنها معادله نرمال غيرخطي      ) ١٠(براساس رابطه   
 ميباشد و داراي سه جواب مختلف براي تأمين           ٣از نوع درجه    

شرط لازم را دارد، بنابراين با استفاده از روش حداقل مربعات              

0غير خطي نمي توان از رابطه        
)(

1

2

=
∂

∂ ∑
A
e   1 پارامترA  را 

ديگر .  جواب مختلف مي باشد     ٣ داراي     A1تخمين زد، زيرا     
اينكه روش حداقل مربعات غير خطي قادر نيست جوابي را براي            

 انتخاب نمايد كه منجر به حداقل سازي تابع                1Aبرآورد  
شيب تابع غير   ) ١(در نمودار   . غيرخطي مجموع پسماند گردد    

شود   صفر مي  C , B , Aدر سه نقطه    ) ٩ (خطي مجموع پسماند  
كه در برگيرنده سه جواب مختلف براي تخمين پارامتر غير               

براساس نمودار فوق، كمترين مقدار تابع       .   ميباشد   1Aخطي  
ˆc ، 1612067.1مجموع پسماند در نقطه           

1 =A)  نقطه
Global Minimum ( اتفاق مي افتد: 

 ) : ١ (نمودار
 Cمقدار تابع مجموع پسماند در نقطه        ) ١(براساس نمودار   

همچنين مقدار دترمينان     . به كمترين مقدار خود ميرسد        
جهت ) ١٠( در برگيرنده مشتقات درجه دوم رابطه           ١شين هي

اثبات تحدبي بودن تابع مجموع پسماند غير خطي بصورت زير            
 :تعيين مي شود 

0))61950.10(24222.10(2
)4141.4(12)5869.3(12 1

2
1

>−+
+= AAH  ١١ (              

 براي  BNLPMاستفاده از روش مدل برنامه ريزي رياضي          
مشاهدات آماري فوق   ) ٧(تخمين پارامتر غير خطي مدل آماري       

 كه در نقطه بحراني              معلوم مي شود      ٢در مدل       
161207.1ˆ

1 =A       ٩(اند  م، مقدار تابع غير خطي مجموع پس (
)307.16(به كمترين مقدار خود      2 =∑e    ميرسد و شرايط 

  است محدب بودن     H > 0كه در آن    ) ١١(مرتبه دوم در رابطه     
تابع مجموع پسماند را تأييد مي كند كه شرايط لازم و كافي                
براي حداقل سازي تابع مجموع پسماند براي تخمين پارامتر غير          

2خطي 
1Aفراهم مي سازد . 

وش هاي جستجوي     براي آشنايي بيشتر با مشكلات ر          
 در زمينه تكرار الگوريتم براي دستيابي به نقطه حداقل            ٢عددي

 و  هاگلوبال با توجه به پيچيدگي هاي غير خطي بودن پارامتر            
ابعاد برداري آنها، مخصوصا  مشكلات كاربرد الگوريتم گاس              

 و مشكلات    ٣نيوتن براي حل يك معادله غيرخطي درجه             
رجوع ) ١٩٩٢( و همكاران      زگريفليت. ويليام ب  به    ٣همگرايي

 . شود
مدل ) ٩(همچنين فرض كنيد مدل ساز بجاي مدل            -ب

 :آماري زير را براي برآورد سازي انتخاب كند 

                                                                                    
1. Hessian 
2. Numerical Search Procedures 
3. Convergence 
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 ١٣٨٤، سال ٢، شماره ٣٦مجله علوم كشاورزي ايران، جلد  ٤٧٠

eXXY K ++= 2211 ββ  ١٢                                  (  
 2β تابعي غير خطي نسبت به پارامتر         Yكه در تابع فوق      
در اين حالت چنانچه بخواهيم اين مدل را         .  است K =3ن  با توا 

با استفاده از مشاهدات آماري بحثهاي قبلي با استفاده از روش             
ENLPM        ارائه شده   ٢جدول   تخمين بزنيم، نتيجه رانش آن در

شين نيز مؤيد تحدبي بودن تابع غير        است و مقدار دترمينان هي    
 .خطي مجموع پسماند ميباشد

 بسط  ENLPMز ويژگيهاي استفاده از روش       يكي ديگر ا   -ج
داده شده در تخمين پارامترهاي غير خطي مدلهاي آماري               
تخمين انواع مدلهاي پيچيده غير خطي با تحليل حساسيت              

بعنوان مثال چنانچه مدل     .  مي باشد  Kمتغير توان پارامترها،     
ساز بر اين باور باشد كه روند افزايش مستمر در مقدار كود ازته              

مثلا  ( با نرخ نزولي بازدهي نهايي اين نهاده ها همراه است             و آب 
kkپارامترهاي غير خطي       AA 34  در تابع توليد بيولوژيكي        ,

 NWAk5و نيز اينكه تأثير متقابل آب و كود بصورت          ) ٤(گندم  
و مدل   ) ١(فرض شود، در اين صورت براساس تابع پسماند             

توان با تغيير دادن مقدار توان پارامترها،            مي) ١(يزي  ر برنامه
 انواع مختلف مدلهاي آماري با پارامترهاي غيرخطي را          Kيعني  

با دقت زياد و زمان كمتر تخمين زد و همزمان با آن مقدار                   
حداكثر توليد فيزيكي و اقتصادي گندم را نيز مورد مطالعه بهينه           

 است كه با تحليل       سعي شده ) ٢(در جدول    . يابي قرار داد   
 پارامترهاي غيرخطي، مدلهاي     K ، متغير توان       Kحساسيت  

آماري غير خطي بيشماري را با توجه به مقدار مجموع پسماند             
∑ 2e           ،2 و ضريب توضيح دهنده متغيرهاي مستقل مدلR 

ي نمونه در   لازم به تذكر است كه برا      . مورد مقايسه قرار گيرند   
مقدار توان تابع غير خطي پسماند درجه        ) ١(مدل برنامه ريزي    

 ٩ و توان معادلات غيرخطي شرايط مرتبه اول درجه                  ١٠
 .باشد مي

 باشد تابع توليد بيولوژيكي       K=1 وقتي    ٢براساس جدول    
 بوده و با روش حداقل       ٢گندم از نوع تابع چند وجهي با توان           

براي توضيح  (تخمين است     نيز قابل      OLSمربعات معمولي    
 رجوع  ٢٢٧ و   ٢٢٦بيشتر به مجله علوم كشاورزي ايران صفحات        

 ).شود
 

 درجه توان هاي مختلف پارامترهاي غير خطي و پراكندگي -٢جدول 
 مجموع پسماند

∑ Kدرجه توان پارامترها  2e R2 
  ٠ 
٤٦/٧ ١٦٨٢٢٨٤٢٩ ٨/٠- 
٨٦/٠ ٢٧٦٦٥٤٥ ١ 
٦٤/٠ ٧٢٥٥٦٣٠ ٥/١ 
٦٧/٠ ٦٥٥٦٤٠٨ ٢ 
٦٦٧/٠ ٦٦٠٤٢٢٣ ٥/٢ 
٦٦٦/٠ ٦٥٥٣٣٨٨ ٨/٢ 
٧٤٨/٠ ٤٩٨٨٦٢٢ ٣ 
٦٧/٠ ٦٥٥٢٨٤٦ ٥/٣ 
٦٦٩/٠ ٦٥٥٩١٤٦ ٤ 
٨١/٠ ٣٧١٦٧٠٧ ٥ 
٦٧/٠ ٦٥٥١٩٨٢ ٦ 
٦٦٩/٠ ٦٥٧٠٣٢٣ ٥/٦ 
٧٥/٠ ٤٩٨٨٨٨٥ ٧ 

 
 باشد، براساس رانش مدل       K=5جالب توجه است وقتي       

ولوژيكي گندم با پارامترهاي       تابع توليد بي    ) ١(ريزي    برنامه
 :غيرخطي بصورت زير برآورد مي شود 

  
eNWAWANAWANAAY 5

5
25

4
25

3210 ++++++=

NW726638.
W843043.1N530783.

W331.1226N278376.1261.15676Ŷ
22

+
−−

++−=

 

77.0,81.0 22 == −RR  
را ميتوان با نتايج كاربرد روش حداقل        ) ١٢(مدل تخميني   

  : باشد، بصورت زير مقايسه نمودK=1مربعات وقتي 
 

 

86.0R

NW166295.0
W66342.61N042345.0

W883.3498N32183.1310.47031Y

2

22
2

=

+
−

++−=

١٣            (  
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٤٧١ ...نامه ريزي رياضي غير خطي بسط داده شده جهت تخمين پارامترهاي مدل بر: پيكاني

 باشد، پارامترهاي تابع توليد بيولوژيكي      K=1بنابراين، وقتي   
گندم بصورت خطي خواهد بود و در نتيجه مقدار مجموع                 

استفاده از روش   . پسماند به حداقل مقدار ممكن خواهد رسيد        
ENLPM          براي تخمين انواع پارامترهاي غيرخطي اين امكان را 

باشد فرضيات مختلفي را با توجه       ايجاد ميكند كه مدلساز قادر       
به اطلاعات خارج از نمونه آماري براي مدل تحت بررسي خود             

 .آزمايش نمايد
 براي جمع آوري اطلاعات لازم       ENLPMاستفاده از روش    

پيرامون تابع هزينه متغير توليد متناسب با تابع توليد بيولوژيكي          
 :گندم با پارامترهاي غير خطي 

اطلاعات مربوط به پارامترهاي      قادر است     ENLPMروش  
 ، تابع مسير توسعه    ) ٤(غيرخطي تخمين تابع توليد بيولوژيكي       

را بعنوان عناصر اصلي       ) ١٥(و معادله هزينه توليد         ) ١٤(
اطلاعاتي لازم براي تشكيل تابع هزينه كل توليد و تابع عرضه              
محصول مورد استفاده قرار دهد و در نتيجه اطلاعات متناسب با            

حداقل سازي هزينه    ( بهينه نهاده ها با حداقل هزينه           تركيب
  :را ايجاد نمايد) متغير توليد و يا حداكثر سازي سود

N
RARA
RARA

ARA
RARAW kk

kk

kk ].
.2

..2
[

.2
.

2514

1523

514

1221

−
−

+
−

−
= ١٤   (  

FRWNRC ++= 1 ١٥                                       (  
 

 ،  Kپس از مشخص كردن درجه توان پارامترهاي غيرخطي،         
و نيز در معادله    ) ٤(در تابع توليد    ) ١٤ (معادلهكردن  با جانشين   

 ،  Nبه طور همزمان ، مقدار استفاده از كود نيتروژن          ) ١٥(هزينه  
 تعيين خواهند   C و نيز تابع هزينه متغير توليد         Wآب مصرفي   

، توابع تقاضا براي نهاده، كود نيترات و نهاده آب            همچنين. شد
 :رت زير خواهد بود تحت پارامترهاي غير خطي توليد بصو

 تقاضا براي كود

).4(
)2(

)4(
)2.(

43
2
5

5241

43
2
5

1425
kkk

kk

kkk

kk

AAA
AAAA

AAAP
RARAN

−
−

+
−
−

= ١٦ (  

 تقاضا براي آب 

).4(
)2(

)4(
)2.(

43
2
5

5132

43
2
5

2315
kkk

kk

kkk

kk

AAA
AAAA

AAAP
RARAW

−
−

+
−
−

= ١٧  (

   

 براي پارامترهاي غير خطي توليد          kكه در آنها مقدار        
همچنين ساختار كلي    . اعدادي مخالف صفر و يك مي باشند        

عرضه  در مطالعه ساختار توابع       (Hessian)دترمينان هي شين    
محصول و نهاده هاي توليدي متناسب با تابع توليد بيولوژيكي            

 :گندم با پارامترهاي غير خطي بصورت زير مي باشد 
0)..4( 2

5
2

43
2 >−= kkk APAAPH ١٨             (  

 و شرايط را براي       ١ قطعي منفي   Aو در نتيجه ماتريس       
 و خوش فرم بودن تابع       حداكثر سازي سود آماده خواهد ساخت     

 .ولوژيكي گندم را نيز تائيد مي كندتوليد بي
 

 نتايج و بحث
 ENLPMدهد كه روش         پژوهش نشان مي       هاييافته

تواند بعنوان يكي ديگر از گزينه هاي تخمين پارامترهاي غير           مي
خطي مدلهاي آماري بجاي روش حداقل مربعات غير خطي و             

بكار ) … نيوتن و     –گاس  (هاي جستجو گر عددي        الگوريتم
 مخصوصا  اينكه، وقتي درجه توان دستگاه معادلات         .گرفته شود 

 بيشتر شود و تعداد پارامترهاي مدل از          ٢نرمال غير خطي از      
 تجاوز كند، پيچيدگي هاي تخمين توابع توليد بيولوژيكي         ١عدد  

با پارامترهاي غيرخطي آشكارتر خواهد بود كه روشهاي مختلف          
 .الگوريتم موجود را با مشكلات مواجه نموده است

از طرف ديگر، چنانچه مدلساز بخواهد اطلاعات وسيعي را            
خارج از نمونه آماري به مدل تحت مطالعه تحميل نمايد و                 
درصدد تست مدلهاي آماري با پارامترهاي غيرخطي باشد،              

 ميتواند با دقت زياد و مدت زمان          ENLPMاستفاده از روش     
ن كمتر اختيارات موجود پيرامون تحليل حساسيت درجه توا           

پارامترها، درستي و يا عدم درستي مدلهاي آماري مختلف را              
 .محك زند

  ENLPMيكي ديگر از ويژگيهاي استفاده از روش                 
اين است كه به سبب ساختار خاص برنامه ريزي رياضي آن قادر            
است تخمين پارامترهاي غير خطي و تصميمات بهينه سازي را           

دهد،  مكان را مي  بطور همزمان انجام دهد و به مدل ساز اين ا           
بيولوژيكي كه علاوه بر تست ساختاري تخمين مدلهاي آماري            

                                                                                    
1 . Negative definite 
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 ١٣٨٤، سال ٢، شماره ٣٦مجله علوم كشاورزي ايران، جلد  ٤٧٢

تواند صحت و    مختلف با پارامترهاي غير خطي پيچيده نيز مي         
سقم تصميمات بهينه يابي را نيز با توجه به تكنولوژي ساختاري           

 اين عمل باعث مي شود، بهتر بتوان ابعاد وسيع          .مدل محك زند  

هينه يابي در استفاده از توابع توليد           تري را در تصميمات ب      
 باشد،  K>1بيولوژيكي را كه در آنها توان پارامترهاي مدلها،             

 .مورد مطالعه قرار داد
 

 REFERENCES         مراجع مورد استفاده
بهينه سازي به   مدل برنامه ريزي رياضي غيرخطي بسط داده شده جهت تخمين پارامترهاي خطي تابع توليد و                 .  ١٣٨١. پيكاني، غ . ١

 .٢٢٣-٢٣٢): ٢( ٣٣مجله علوم كشاورزي ايران، جلد . (ENLPM)طور همزمان 
2. Charnes, A., W. W. Cooper, & R. O. 1995. Ferguson. Optimal Estimation of Execuctie Compensation by 

Linear Programming. Management Science. 1:138-1851. 
3. Draper, N. & S. Harry. Applied Regression Analysis . Second edition, New York : Wiley. 
4. Fisher, W.D. 1961. A Note on curve Fitting with Minimum Deviations by Linear Programming. Journal of 

the American Statistical Association. 56:359-362. 
5. Green, William H. Econometric Analysis, 2nd edition, 1993. Prentic Hall, Inc. Pag. 318-320. 
6. Griffithis, W. E., R. Carter Hill, & G. G. Judge. 1993. Learning and Practicing Econometrics. John Wiley of 

Sons, Inc. 
7. Hamilton, James D. The series Analysis , 1994. Pricetion University Press, Prinection , Mem Sersey. 
8. Jndge, G. G., R. C. Hill. W.E. Griffiths, H. Lutkepohh, & T. C. Lee (1988). Introduction to the Theory and 

practice of Econometrics, 2nd Edition, New York : John Wiley Sours, Inc. chapter 12. 
9. Johnston, J. 1972. Econometric Methods. Second edition, New York : McGram – Hill. 
10. Judge, Gerage, William E. Grittiths, R. Cater Hill, & Tsoung- chao Lee, 1980. The Theory and practice of 

Econometrics. New York : Wiley. 
11.  Kmenta, Jan. 1971. Elements of Econometrics. New York : Macmillan. 
12. Sankhayan, P. L. 1988. Introduction to the Economics of Agricultural Production, Prentice Hall 

International, INC., India. 
13. Theil, Henri. 1978. Introduction to Econometrics. Englewood Cliffs, N. J.: Prentirce – Hall. 
14. Wagner, H. M. 1959. Linear Programming and Regression Analysis. Journal of the American Statistical 

Association, 54:206-212. 
15. Wilson. H. 1978. Least Square Versus Minimum Absolutes Deviations Estimation in Linear Models. 

Decision Sciences. 9:322-335. 
16. Wonnacott, Ronald, J. & T. H. Wonnacott. 1979. Econometrics. Second Edition, New York : Wiley.

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

Iranian, J. Agric. Sci. Vol. 36, No. 2, 2005 ٤٧٣

 An Extended Nonlinear Mathematical Programming 
Model (ENLPM) for Simultaneous Nonlinear – in - the – 
Parameters Estimations and Optimal Decsion Makings 

 
GH.R. PEYKANI 

Assistant Professor, University College of Agriculture & Natural Resources 
(UCAN), University of Tehran, Karaj, Iran 

Accepted. May, 26. 2004 
 

SUMMARY 
 

The extended mathematical programming Model (ENLPM) is presented here as a 
new tool to study both regression (for nonlinear – in – the – parameter estimation) rule 
and optimal decision making problems simultaneously, using an experimental wheat 
production data. Initially, the essentials of the new technique introduced in this paper 
are outlined for the estimation of the nonlinear coefficients of a polynomail biological 
production function as compared with other numerical search methods (Gauss – Newton 
Algorithm); secondly, the extended model is provided with an endogenous variable k as 
the degree of nonlinearity of parameters for making sensitivity analysis to test the 
validity of many different nonlinear – in – the – parameter  statistical models. Thirdly, 
the estimated nonlinear parameters along with product and input prices are used to 
provide necessary information regarding the input variable cost and supply functions for 
the underlying nonlinear – in – the – parameters biological production function for the 
crop of wheat . The main results indicate that the extended mathematical programming 
model (ENLPM) can be used as an alternative method for nonlinear least squares 
estimation. The objective in this nonlinear estimation is to locate the global minimum of 
the function of sum of squared error terms, .2∑e Given the estimated nonlinear 
parameters, the determinant of Hessian is used for the validity of a convex objective 
function. 

 
Key words : Nonlinear parameters, Global minimum, Gauss–Newton Algorithm,  

                             Nonlinear estimation, Nonlinear Programming, Nonlinear Production  
                             Function, Optimality. 
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