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  های سطح آزاد سازی جریان برای شبیهگیری شده در عرض  متوسطوسعه مدل دو بعدی ت
  

  3نیشابوری اکبر صالحی  سیدعلی و2نمین مسعود منتظری ،1مرتضی افتخاری*

  ، دانشگاه تهران گروه عمراناستادیار2، ، دانشگاه تربیت مدرسگروه مهندسی آبدانشجوی دکترای 1

   دانشگاه تربیت مدرسکیهای هیدرولی  گروه سازهاستاد3
  2/6/87 : ؛ تاریخ پذیرش23/11/86: تاریخ دریافت

 
 

 چکیده
 . ارائه می شودبدون فرض فشار هیدرواستاتیکدر حالت غیرماندگار و گیری شده در عرض   متوسطیک مدلدر این مقاله 

از مستقیماً ار بدون نیاز به معادله اضافی همراه میدان سرعت و فش بهسطح آب در هر گام زمانی  رقومبرآنکه  علاوه مدلاین در 
سازی  شبیهبر رقوم سطح آب نیز  اثر تغییرات عرضی هندسه میدان را توان میهمچنین  ،گردد میمعادلات حاکم استخراج 

انتشار موج خطی استوکس، انتشار موج   شاملمسائل مختلفو رقوم سطح آب در سازی الگوی جریان  شبیه مدل برای .نمود
مدل با نتایج تحلیلی مقایسه نتایج حاصل از  .ه استگرفته شد کار هب آنهندسه  یتغییرات عرضبا  و جریان در کانال تنها

  .باشد های با تغییرات عرضی می سازی سطح آب در جریان بیانگر کارآیی مناسب مدل در شبیهوآزمایشگاهی 
  
تغییرات  آزاد، جریان سطحفشار هیدرودینامیک،  ،رضگیری شده در ع متوسطمدل  ،عددی سازی شبیه :ی کلیدیها واژه

  عرضی
  

  1مقدمه
 برایهای عددی یکی از ابزارهای کارآمد  مدل

 و در حل استهای هیدرودینامیکی  سازی پدیده شبیه
 .دارندای  گستردهکاربرد مخزن، رودخانه و سواحل مسائل 
 ،سریع در قدرت کامپیوترها های اخیر با پیشرفت در سال

سازی  شبیهبرای بسیاری بعدی دوبعدی و سهای ه مدل
به لحاظ چه  اگر .اند توسعه یافته ها جریانهیدرودینامیک 

گرفتن یک  سازی در نظر شبیهروش اساسی جهت تئوری 
بعدی است، اما هزینه محاسباتی بالا و   سهمدل کاملاً

 سنجی و  صحتبرایکافی اطلاعات   نبودنوجودم
استفاده از آنها توسعه و مهمی در مانع ها  این مدل واسنجی

                                                 
 salehi@modares.ac.ir:  مسئول مکاتبه-*

 این در حالی است که در .استمهندسی در کارهای 
های سه  های دو بعدی به اندازه مدل مدلموارد از بعضی 

 هزینه محاسباتی  وندبعدی از دقت قابل قبولی برخوردار
  .دنداری نیز ترکم

های  ایده مدلمحققان ، بعدی ی دوها در میان مدل
  خوب، علیرغم کارآیی نسبتا1ًر عرضگیری شده د متوسط
بر آنکه دارای  علاوهها  این مدل .اند استفاده کردهکمتر 

 2خالصدو بعدی های   برابر با مدلهزینه محاسباتی تقریباً
  3 :باشند مینیز   عمدهدارای دو مزیت ،هستند

                                                 
1- Two Dimensional Vertical Laterally Averaged 
(2DV-LA) 
2- Two Dimensional Vertical (2DV) 
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اثر تغییرات عرض هندسه میدان در معادلات وجود   )1
  .گردد میحاظ جریان لسازی  شبیهدر داشته و 

در نظر در معادلات های قائم  اثر تنش ناشی از دیواره  )2
 .شود می گرفته

گیـری   اساس معادلات متوسـط    هایی بر  بر این مبنا مدل   
 ؛1975 ،هـامیلتون  (انـد  شده در عـرض توسـعه داده شـده        

 فـــورد و ؛1980 ، وانـــگ و راویـــتس؛1977 ،بلـــومبرگ
ــاران ــاران؛1990 ،همک ــسی و  است؛1991 ، لاول و همک ی
  .)2004 ، بورگالت و کِِلی؛1998 ، وانگ؛1995 ،همکاران

 گیری شـده   های متوسط  خصوصیت عمومی بیشتر مدل   
ین فرض   ا .باشد  می 1در عرض فرض فشار هیدرواستاتیک    

 قـائم در مقابـل      های نظر کردن از شتاب    که در واقع صرف   
 عمـودی شتاب ثقل در معادلـه انـدازه حرکـت در جهـت             

 ولـی   ، بـسیاری از مـسائل صـادق بـوده          در مورد  ،باشد می
بـا  های همراه  در مسائلی مانند جریان در کانال   طور مثال    هب

، حرکت امواج کوتاه و جریـان بـا         ههندسناگهانی  تغییرات  
 ،شتاب قائم اهمیـت دارد در آنها گرادیان شدید چگالی که     

  .های مورد قبولی در پی نخواهد داشت پاسخ
رودینامیک بر میدان اگر چه اثر محاسبه فشار هید

 اما شاید بتوان علت تمایل ،استسرعت امری مسلم 
ن به در نظر گرفتن فرض فشار هیدرواستاتیک را در امحقق

  :دو عامل ذیل خلاصه نمود
صورت به  کاهش قابل توجه حجم محاسبات؛ در این) 1

که برای محاسبه فشار حل معادله ی بالای زمانهزینه 
 . نخواهد بودنیاز باشد،  یمنیز هسته اصلی محاسبات 

استخراج مستقیم رقوم سطح آب پس از حل معادلات ) 2
دست آوردن الگوی جریان  هدر بصورت  این در غیر جریان؛

عمده ترین مساله، شکل متغیر سطح آب در مرز بالایی 
عنوان یک شرط مرزی فوقانی  بایست به میدان است که می
سطح آب بخش  لذا تعیین موقعیت .به مدل داده شود

 که مستلزم استفاده از شود شامل میمجزایی از حل را 
های مختلفی است که هر یک از آنها نقاط ضعف و  روش

                                                 
1- Hydrostatic  

 2های ردیابی حجم طور مثال روش ه ب.قوت خود را دارند
 هزینه دقت مناسب عموماًبرخلاف  VOF مانند

های پایداری   و دارای محدودیتداردمحاسباتی بالایی 
جریان ز سوی دیگر محاسبات مذکور در شرایط ا. باشد می
  . به مراتب افزایش خواهد یافتماندگارغیر

همچنین لازم بـه ذکـر اسـت کـه عـدم فـرض فـشار                
 در ترکیــب بــا معــادلات دو بعــدی هیدرواســتاتیک اکثــراً

 ، استانـسبی و زو    ؛1994 ،لامـب (خالص اتفاق افتاده است     
 ،اراننمــین و همکـ ـ؛ 1998 ، هیبییــا و همکــاران ؛1998
گیـری   معـادلات متوسـط   ترکیب   نویسندگان مقاله  .)2001

در یافتنـد    یکشده در عرض را بـا فـشار غیرهیدرواسـتات         
  .)1999،  بورنت و همکاران؛2004 ،بورگالت و کِِلی(

اشـاره شـد نکتـه      در ضمن مطالب فوق     طور که    همان
سـازی سـطح آزاد جریـان        هی مساله شـب   ،قابل بررسی  دیگر

گیـری   ترکیب آن با معادلات متوسـط     که در صورت     ستا
قابـل   ،اسـتاتیک هیدروفرض فـشار    عدم  شده در عرض و     
تـا در ایـن مقالـه       باعث شـد     گیزه ان این .توجه خواهد بود  

بـه   ،سابقه پژوهش و مدارک علمی موجود     پس از بررسی    
 مطالعـه  بـه همـراه  ایـن منظـور   به توسعه یک مدل عددی     

 .خته شودپرداآزمایشگاهی 

ــدف از ــن ه ــه  ای ــه مقال ــک ارائ ــدل ی ــدو بم دی ع
ــط ــرض  متوس ــده در ع ــری ش ــشار   ،گی ــرض ف ــدون ف ب

با اسـتفاده از آن     که بتوان    طوری ه ب ،باشد میهیدرواستاتیک  
های غیرماندگار همراه با سطح آزاد را در شـرایطی            جریان

در  .سـازی نمـود    که عرض هندسه میدان متغیر است شبیه      
جریـان  بـر   م  معـادلات حـاک    ،مدل مورد استفاده در     روش

تحلیل  شرط مرزی سینماتیک سطح آب       ابزمان  همطور   هب
ــا هزینــه در هــر گــام زمــانی و رقــوم ســطح آب  شــده ب

و فـشار اسـتخراج     سرعت  میدان  به همراه   محاسباتی کمی   
  .گردد می

 3 استوکس-معادلات ناویرطورکلی  هب: معادلات حاکم
 کهد نباش بیان ریاضی الگوی هر نوع جریانی در طبیعت می

                                                 
2- Volume Tracking 
3- Navier-Stokes  
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قدرت پیچیدگی موضوع و با توجه به  در حال حاضر
های مقیاسکامپیوترهای موجود حل کامل آنها حتی در 

های  فرضن امحققلذا و کوچک مقرون به صرفه نبوده 
 تا اند این معادلات اعمال نموده ای را در کننده ساده

های قابل قبولی  متناسب با شرایط هر نوع جریان جواب
 و سیالفرض تراکم ناپذیر بودن ا ب .استخراج گردد

و  یسرعت و فشار در جهت عرضتغییرات  نظر از صرف
 ، در این جهت استوکس-معادلات ناویرگیری از  انتگرال

گیری شده در عرض  معادلات متوسطبه این معادلات 
  .دنشو میتبدیل 

 و اندازه حرکتدر این مقاله معادلات دو بعدی 
در سیستم  رضگیری شده در ع متوسطپیوستگی 

 ε−kبا استفاده از مدل استاندارد 1مختصات کارتزین
مورد صورت ذیل  به، جریان سازی آشفتگی جهت شبیه

  ).1984 ،رودی؛ 1976 ،الیوت( شدهاستفاده 
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xzدر این معادلات محورهـای   موقعیـت ترتیـب   هب  ,
 وسیـــستم مختـــصات کـــارتزین    طـــولی و عمقـــی 

u،wدر گیری شده در عـرض       سرعت متوسط های   مولفه
 g ،چگـالی آب  ρفـشار، pزمان، t.باشند میاین جهات   

                                                 
1- Cartesian Coordinate System  

νν، عـرض میـدان    B شتاب ثقـل،   , t ـ  ب یضـر ب  ـترتی ـ هب
ــ تلزجــ ــرژی  k،گیـآشفتــزجت ـســیال و ضــریب ل ان
 ـرخ ا ـ ن εشی آشفتگی، ـجنب تـرم   Prod،گیـلاف آشفت ـ ـت
ـــت ــرژی جنـولی ــشیـد ان ــب ــان گیـ آشفت  ناشــی از گرادی

ــرعت .,.,c.,،ســـــــ k 9210131 2 ==σ=σ εε ،
0904411 .c,.c == µε مـدل  اسـتاندارد   ثابـت و      ضرایب

2C/gCwو آشفتگی   مولفـه قـائم تـنش       ضریب زبـری     =
  .باشد می ضریب شزی Cو ها  دیوارهبرشی 

 برایبا توجه به فرض تراکم ناپذیر بودن سیال، 
ثقل ترم  ،گرد کردنناشی از ی هاسازی و کاهش خطا ساده

 بخش دوشامل فشار جدیدی ده و شترکیب فشار با 
  .گردد ی متعریف 8 معادلهصورت  به مذکور

)8   (                                              gzpP +=
ρ

  

 نیـز بازنویـسی     انـدازه حرکـت    ها  لهبر این اساس معاد   
  .خواهند شد

   :xدر راستای  اندازه حرکتمعادله 
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اندازه معادلات :  و منفصل سازی معادلاتروش عددی
حل  راهخطی  های غیر  ترمسبب داشتنحاکم به  حرکت

های  د و لازم است برای حل آنها از روشدارنتحلیلی ن
این  ،عددیحل های  روشدر . عددی استفاده نمود
سازی  گسستههای   یکی از روشمعادلات با استفاده از
احجام محدود یا اجزاء محدود،  مانند تفاضل محدود،

منفصل و به یکسری معادلات جبری خطی تبدیل 
  .شوند می

در حل عددی مسائل مبتنی بر عدم  اهمیت داراینکته 
و  کردن سرعت 2نحوه کوپلهیدرواستاتیک فرض فشار 

 همعادله سهای سرعت در هر  لفهؤ زیرا م،باشد فشار می

                                                 
2- Couple  

                               0=
∂
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Bu
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 فشار مولفهلیکن  داشته حضور اندازه حرکت و پیوستگی
 ،درگیر استدو معادله اندازه حرکت با وجود اینکه در هر 

 میدان  از آنجا که.ندارد خود یبراای  جداگانه معادله یلو
عنوان  بهبایست  می باشد  معلوم نمیاز قبلمعمولاً فشار 

 راستادر این  .شود ات استخراجقسمتی از محاسب
 مانند فشاراصلاح  های از جمله روش راهکارهای مختلفی

 ر د.)2006 ،گرماند و همکاران ( شده است ارائهسیمپل
دست آوردن میدان صحیح  همنظور ب به فشاراصلاح روش 
پس از   اندازه حرکتهای لهحل معاد و به تبع آن فشار

 ازفشار  های سرعت و ای برای میدان  مقادیر اولیهحدس
. شود  استفاده میتصحیح فشارمعادله ای موسوم به  لهمعاد

حدسی اولیه   مقادیرتکرارپیشرفت مراحل  بادر این روش 
فرآیند تکرار تا همگرایی و  فتهتدریج بهبود یابه 
 اگر چه این روش .یابد دامه میهای سرعت و فشار ا میدان

های عددی توسط  مناسب بوده و در بسیاری از روش
های استفاده از آن در   تلاش امافته شدهن بکارگرامحقق
 بادائم  غیرخصوص در حالت   بهسطح آزاد های  جریان

 ،یولیون ؛1995 ،زو( همراه بوده استی ترهای کم پیشرفت
  .)2001 ،نمین ؛1997

 دست آوردن میدان فشار هبهای  یکی دیگر از روش
در این . باشد می 1968ط چورین توسروش ارائه شده 

از طریق با نادیده گرفتن جمله فشار  نخست در گامروش 
 یک میدان سرعت میانی محاسبه اندازه حرکت های لهمعاد

 میانی و های شده و سپس در گام دوم به کمک سرعت
 مقادیر فشار و سپس ،این بار از طریق معادله پیوستگی

  .شوند های مرحله بعد محاسبه می سرعت
 حاکم با های لهدر مدل تهیه شده در این مقاله معاد
روی یک میدان  استفاده از روش احجام محدود و بر

 .اند شدهحل چورین روش  سازی و به گسستهجا شده  به جا
حل در دو گام  چورینروش طور که اشاره شد در  همان

  :شود  میزیر انجامبه شکل 
بدون در نظر  اندازه حرکت های له حل معاد:گام اول

 های لهترم فشار از معاددر این مرحله : گرفتن ترم فشار
همراه  به مانده باقی های لهو معادشده حذف حرکت 

  .شوند حل میتنش دیواره   و پخش،جابجاییهای  ترم
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 پخش و جابجایی های پدیدهرفتار فیزیکی  از آنجا که
  روش عددی مناسب برای یکی الزاماًباشد،میمتفاوت 

این دو  لذا بهتر است ،نیستمناسب دیگر  روش برای
متناسب با فیزیک آنها  و ده بررسی شپدیده مستقلاً

منظور از این به  .گرددارائه جداگانه های عددی  روش
 .استفاده شده است) 1971،  یاننکو1زمانی(روش تفکیک 

صورت  مذکور بههای  در روش تفکیک زمانی برای ترم
این  .شوند های میانی محاسبه می سرعت گانهجدا

، پخش جابجاییهای  ها در واقع مربوط به اثر ترم سرعت
بایست به آن   که اثر ترم فشار هم میودهتنش دیواره ب و

  .افزوده شود
های  های روش ها و محدودیت با بررسی توانایی

جرا نظیر دقت، پایداری و سرعت ا موجودعددی مختلف 
جملات پخش و  2فرومصریح  با روش جابجاییجملات 

سازی  گسسته 3نک نیکلسوناکرروش نیمه ضمنی با 
دقت مرتبه دوم بنابراین در زمان و مکان از . اند شده

 و محدودیت عدد کورانت نیز استفاده شده است
  .بایست رعایت گردد می

ابتدا   xطور مثال در مورد معادله حرکت در جهت  هب
میدان سرعت در گام اساس  رایط اولیه جریان، برطبق ش
 ر پدیده جابجایییثأتتحت ها  ، مقادیر سرعتnزمانی

صورت زیر  به u*و سرعت میانی مرحله اول  محاسبه
  .)2003 ،نمین(، گردد محاسبه می
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1- Time Splitting 
2- Fromm 
3- Crank–Nicholson 
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هـای میـانی مرحلـه اول، تـرم          کمک سرعت   به سپس
هـای    و سـرعت   حـل شـده    ذیـل    هـای   لـه معاد طبق   پخش
  .دشو محاسبه میمرحله دوم  u**میانی
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: هـا   و اصلاح سـرعت    1 فشار  حل معادله پواسون   ؛گام دوم 
در غیـاب   ( حرکـت هـای   لـه معاد ترکیـب با  در این مرحله    

 بــا معادلــه )تــنش دیــواره ، پخــش وجابجــاییهــای  تــرم
باشـد    که بر فشار حاکم مـی       جدیدی معادله اولاً ،پیوستگی

 .گردد  میمحاسبه فشار میدان که پس از حل آن  شدهایجاد  
با توجه بـه رابطـه      با استفاده از میدان فشار حاصله و        ثانیاً  

 بـدون (  حرکـت  هـای   لـه ها در معاد  ها و فـشار    بین سرعت 
هـای    سـرعت  )تـنش دیـواره    ، پخـش و   جابجاییهای   ترم

  .)2003 ،نمین(گردند  نهایی محاسبه می
 حرکت با های لهترکیب معاددر ست که  ا آنمهمنکته 

د حاکم بر فشار  معادله جدیتشکیلمعادله پیوستگی و 
و های داخل میدان سلولمتفاوتی در مورد های برخورد
در وجود دارد که ) نزدیک سطح آب( های سطحیسلول
  .شود ارائه می توضیح بیشتری ادامه

های داخل  در رابطه با سلولمعادله حاکم بر فشار ) 1
  .گردد صورت زیر استخراج می میدان به

                                                 
1- Pressure Poisson Equation  

 z  وx های هت منفصل شده حرکت در جهای لهمعاد
) ، پخش و تنش دیوارهجابجاییهای  در غیاب ترم(
  :دنباش  می18  و17 های لهمعادصورت  به
)17                       (( ) ( )    
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 19 معادلهصورت  معادله منفصل شده پیوستگی نیز به
  :باشد می

)19 (( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1, , , 1 ,0        0   
n n n n

i k i k i k i k

i k

Bu Bu Bw BwBu Bw
x z x z

+ + + +

+ +
− −∂ ∂

+ = ⇒ + =
∂ ∂ ∆ ∆

  

ik ،1  مطابق شکل  معادلهدر این    ها در    شماره سلول  ,
  .جهت طولی و عمقی است

)مقادیر که یدر صورت ) 1+nBuهای  مربوط به گره 
),1( ,  ), ( kiki )و + ) 1+nBw های مربوط به گره 
)1,( , ), ( +kiki 19 معادلهدر  18 و 17 معادلات طبق 

های  معادله حاکم بر فشار برای سلول ،دنجاگذاری شو
  .گردد  استخراج می20 معادله صورت داخل میدان به
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)2/1( ,  )2/1(های   اندیسمعادلهدر این  −− kiبه  
  .دن سلول اشاره دار بالایی وجهبرمقدار یک متغیر 

  
  . موقعیت متغیرها و جانمایی شبکه-1شکل 
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نزدیـک  (هـای سـطحی      سلولمعادله حاکم بر فشار در      ) 2
  .گردد صورت زیر استخراج می بهنیز ) سطح آب

 ،اگر معادله پیوستگی برای هر ستون آب نوشته شود
 سرعت قائم در وجه پایینی سلولمربوط به  21 معادله
  :باشد می سطحی
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ها در جهت  تعداد کل سلول nk ، مذکورمعادلهدر 
  .باشد میعمودی 

 توان می سطحیاز نوشتن معادله پیوستگی برای سلول 
دست  هرا ب سطحیسرعت قائم در وجه بالایی سلول 

  :آورد
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hi            در این رابطه عبارت است از ارتفاع آب در سـلول 
  :شود  تعریف می24صورت معادله  سطحی و به

)24                (                              n
i

i
i

zh η+
∆

= 2
  

ــن  ــادلاتدر ای ــکل  مع ــابق ش ــد، 1 مط ــای  یسان ه
)2/1(  , )2/1( −− ki        ی وجـه   بـالا  به مقدار یک متغیـر در

 رقوم سـطح آب نـسبت بـه مرکـز           η و سلول اشاره دارند  
نیـز   سـطح آب     یشرط سـینماتیک   .باشد  می یسلول سطح 

 :صورت زیر خواهد بود به
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)25                     (      

از ) امواج بلند(سطح آب  کم بودن شیب فرضبا 
عبارت 

x
u
∂
∂η  ترکیب آن نظر شده از  صرف 25 معادلهدر

  :گردد  حاصل میزیر معادله ،23 معادلهبا 
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 برابر قرار از. استبرابر صفر در سطح آب فشار هوا 
که در سطح اعمال  با فشار هوا 8 دادن فشار کل در معادله

مطابق آب شود فشار تعریف شده جدید در سطح  می
  .آید دست می ه زیر بهای لهمعاد
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 25 و   21 هـای   لهمعادبا   18 و   17 های  لهبا ترکیب معاد  
 ذیل بـرای محاسـبه فـشارها در سـطح آزاد ایجـاد              معادله

  :شود می
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ــه  پار امترهــای مــورد اســتفاده در ضــرایب ایــن معادل
 :گردد صورت زیر تعریف می به
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سرعت قائم در وجه پایینی از یک سو  ترتیب به این
 طبق معادله پیوستگی ستون آب به سطحیسلول 
های  های افقی این ستون مرتبط شده و سرعت سرعت

بالادست و پائین  فشار به )17(مذکور نیز طبق معادله 
در سرعت قائم از سوی دیگر  گردیدند و تبدیل دست

  شرط سینماتیکی سطح آب طبقسطحیوجه بالایی سلول 
. دیتبدیل گردرقوم نیز به فشار این و به رقوم سطح آب 

معادله  مذکور در های لهمعادبا جایگزینی در نهایت 
 لهدمعابه شبیه که ) 28 (معادله ،پیوستگی سلول سطحی

  .شود  میایجادبرای فشار باشد  می 20
 جبری های لهمعاددستگاه : تمعادلاعددی روش حل 

یکی از دو به  ها لهسازی معاد از منفصل حاصلخطی 
 در .بودحل خواهد قابل مستقیم یا غیرمستقیم روش 

ها در هر گام  دائم سرعت روش مستقیم و در جریان غیر
  قبل بدونهای معلوم مرحله زمانی با توجه به سرعت

در صورت نبود تدابیر  .آیند دست می ههیچگونه حدسی ب
مستلزم معکوس  ها لهحل دستگاه معاد این روش ،مناسب

عموماً که خواهد بود هایی با ابعاد بزرگ  کردن ماتریس
ها در هر گام  در روش غیرمستقیم سرعت .استگیر  وقت

ده مآدست  ه زیاد بزمانی پس از همگرایی تکرارهای نسبتاً
رسیدن به همگرایی کامل در هر گام زمانی به از آنجا که و 

 عموماً ،صرفه نبوده  مقرون بههزینه محاسباتیلحاظ 
پس از تکرارهای معقولی به گام زمانی بعد محاسبات 

خطاهای نرسیدن در این حالت گر چه ا. منتقل خواهد شد
کاهش های زمانی  به همگرایی کامل در طول پیشرفت گام
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های زمانی  شود در گام  لیکن این مسئله موجب می،دیاب می
  .نددارکمتری ها دقت  ابتدایی جواب

صورت   بهها لهمعاددر مدل تهیه شده در این مقاله 
هزینه معکوس که  از آنجا لیکن ،اند مستقیم حل شده

آن بصورت نمودن یک ماتریس با افزایش خطی ابعاد 
تبدیل سیستم ا  ب در مدل تهیه شده،رود تصاعدی بالا می

های   بلوکمتشکل ازسه قطری   ماتریسمعادلات به
های با ابعاد  معکوس کردن ماتریس عملیات ،یبردار

تر  های با ابعاد کوچک بزرگ به معکوس کردن ماتریس
 ترتیب ضمن استفاده از مزایای روش به اینتبدیل شده و 

 یگیر بودن آن تا حدود وقتمشکل مربوط به مستقیم، 
در ادامه توضیحات بیشتری در این  .فته استکاهش یا

  .شود  ارائه میارتباط
 بـا   .نوشـته شـده اسـت     ) ,ki( بـرای گـره    20 معادله

nii( برای کل میدان حل یعنـی    معادلهنوشتن این    :1=( 
nkk( و ــسی    )=1: ــکل ماتری ــه ش ــشان دادن آن ب و ن

  :حاصل خواهد شدر  زیمعادله
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n

ii BPAPAPA =++ +
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−   

به مفهوم مـاتریس و     ) -(و  (=)  علامت   معادلهاین  در  
n+1باشــد و مــاتریس ســتونی مــی

iP عبارتــست از بــردار 
ــتون    ــع در س ــد واق ــان جدی ــشار در زم ــول ف ام و iمجه

12های ماتریس , ii AA 3 و
iA    ترتیب  ه ضرایب بردارهای فشار ب

i    های   مربوط به ستون   1 , i , i 1+ بردار مجهول   iBو −
گذاری ی با جا  .باشند  میام  iستون   مربوط به ترم چشمه در    

، هـای   لـه  حل معاد  های محدوده  این مقادیر برای کل ستون    
هـایی از بردارهـای      یک ماتریس سه قطـری شـامل بلـوک        

  : زیر ایجاد خواهد شدصورت مزبور به
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در این ماتریس، مجهولات عبارتند از مقادیر بردارهای 
n+1فشار در هر ستون 

iP.  

ای مشابه با  منظور حل این دستگاه معادلات از شیوه به
با این تفاوت  ، استفاده شدهیخطجاروب کردن الگوریتم 

. گردند می 1که در اینجا بردارها جایگزین مقادیر اسکالر
 با اول در مرحله ،شودتشکیل میدو مرحله از این روش 

  :اهیم داشت خوامiجایگذاری مقدار ذیل در ردیف 
)31                                          (  1 iiii FPEP += +

  
  :که طوری هب

( ) 312
1

1
iiiii AAEAE

−

− +−=         

( ) ( )1
112

1
1

−

−

− −+= iiiiiii FABAEAF       
توان مرحله اول جاروب کردن را   فوق میمعادلاتدر 

در آخرین گام از . از ردیف اول آغاز و تا آخر ادامه داد
 زیرصورت  هوب مرحله اول، آخرین بردار مجهول بجار

  :دست خواهد آمد هب
)32                           (                         

nini FP =  
توانند به کمک  در مرحله دوم بردارهای مجهول می

iiiiمعادله FPEP +=  آخر تا اولین ماقبل از ردیف 1+
 پس از حل این معادلات و . قرار گیرندردیف مورد حل

نهایی برای کل میدان در گام فشار  مقادیردست آوردن  هب
اصلاح ) 18(و ) 17 (معادلاتها با توجه به  مقادیر سرعت
  .خواهند شد

 گسسته شده، یجهت حل معادلات بیضو: شرایط مرزی
 مورد نیاز ی محاسباتمیدان ی در مرزهایشرایط مرز

مقدار  از شرط یدر مرز ورود حاضر در مدل. باشد می
پارامترهای  و) ی میانهای سرعتو (ها  سرعت ی برامعلوم

 با فرض یدر مرز خروج. استفاده شده استآشفتگی 
 2نیومن یمرز با شرط  متغیرها،جریان توسعه یافته

0=∂∂ n که عبارت از صفر بودن گرادیان عمود بر مرز 
اند و در  تعیین شدهباشد  غیرها میکلیه متخروجی برای 

با توجه به فرض بدون لغزش بودن  صلب هایمرز
و از روش تابع  ها سرعت ی برا3از شرط دریشلهها  دیواره
در .استشده استفاده  برای پارامترهای آشفتگی 4دیواره

سطح آب در غیاب تنش برشی سطحی ناشی از باد، 
آشفتگی لفه افقی سرعت و انرژی جنبشی ؤگرادیان م

                                                 
1- Scalar  
2- Neumann 
3- Dirichlet 
4- Wall Function 
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dk نرخ اتلاف آشفتگی از رابطه صفر، 43.0/2/3=ε)d 
محاسبه ) 25(از معادله wسرعتو  )عمق جریان است

  .شده است
قبلاً طور که  همانشرط مرزی سینماتیک سطح آب 

معادله حاکم بر فشار در در طی استخراج  شد،ذکر 
  .گردیداعمال  های سطحی سلول
معادله حاکم  حل در فوقمنظور اعمال شرایط مرزی  به

بایست مقدار ضرایب  ، می)28  و20 های لهمعاد( بر فشار
متناسب با شرایط مرز مورد نظر ، معادلاتاین موجود در 
 در مواردمذکور طور مثال ضرایب معادله  ه ب.تنظیم شود

  : به صورت زیر اعمال شده استذیل
n          ورودی سرعت معلوممرز   -1 1

i ,k bu u a 0+ = ⇒ =  
  مرز خروجی گرادیان صفر برای تمام متغیرها -2

      n 1
i 1,k bu u b 0+
+ = ⇒ =  

  سرعت معلوم) بستر (صلبمرز  -3
      n 1

i ,kw 0 c 0+ = ⇒ =   
 مربوطه های لهمعادبا توجه به مرز سطح آب در  -4
0=d گردد لحاظ می.  

 میدان یساز جهت شبیهالگوریتم حل : الگوریتم حل
صورت  توان به  را مییجریان و سطح آزاد در مدل عدد

  :بیان نمودزیر 
 و اعمال متغیرهای هندسه میدان جریان تعریف  -1
  متغیرها مانند و شرایط مرزی  اعمال شرایط اولیه -2

nnnnnn wuPk ,,,,, ηε  
 با استفاده از روش تفکیک 16 تا 13 های لهمعادحل  -3

****میانی یها  تعیین سرعتو زمانی , wu  
   با توجه به نوع هر مرز اعمال شرایط مرزی فشار-4
 28 و 20 فشار  حاکم برحل معادلهمحاسبه فشارها از  -5

  ی سه قطریها با روش سیستم بلوک
,11ها سرعتمحاسبه  -6 ++ nn uw با توجه به فشارهای 
  18 و 17 تمعادلا از دست آمده هب

,11دست آوردن  هب -7 ++ nn kεبا استفاده از ترتیب  ه ب
در صورت  (از روش تفکیک زمانی 7 تا 5های  لهمعاد

  )گیآشفت وجود
 معادله با استفاده از nη+1محاسبه تراز سطح آزاد -8

  ی سطحپیوستگی سلول

  ی پایان این گام زمان-9
به  مجدداً بعد یدر گام زمانو ل ادامه روند حدر 
 یحل مشابه این گام زمانفرآیند  بازگشته و مدومرحله 

با انجام مراحل محاسبات الگوریتم فوق، . گردد تکرار می
سازی  شبیه یمیدان جریان و سطح آزاد در هر گام زمان

  .گردد می
: مدل، ارزیابی و تجزیه و تحلیل نتایج یصحت سنج

 گردید ی بررسوتهیه  ارزیابی مدل مختلفی برایهای  مثال
 ارائه در این مقاله انتخاب شده برای هاآناز که سه نمونه 

  .است
   انتشار موج خطی استوکس با دامنه کوتاه-الف
  انتشار موج تنها در آب با عمق ثابت -ب
  )مختلف در سه حالت (1 جریان در کانال ونتوری-ج
در این  :انتشار موج خطی استوکس با دامنه کوتاه -1

سازی موجهای  قسمت توانایی مدل عددی جهت شبیه
در این . استوکس با دامنه کوتاه درآب عمیق بررسی گردید

وکس ـ استیاـه وجـم ،زجـبا فرض جریان غیرل مثال
 با طول یبا دامنه کوتاه از سمت چپ کانال 2 مطابق شکل

، دونش می منتشر  متر15اولیه آب  با عمق و  متر1000
صورت   سرعت به، در مرز سمت چپ.)1997 ،سورنسن(

قرار  34  و33های  لهمعادمطابق  در زمان یتوزیع سینوس
  :داده شده است

)33 (cosh(2 ( ) ) cos 2 ( )
2 cosh(2 )

gHT z L tu
L d L T

π π
π

= −          

)34 (cosh(2 ( ) ) sin 2 ( )
2 sinh(2 )

gHT z L tw
L d L T

π π
π

= −                       

ترتیب مولفه افقی و قائم   بهw وuها لهدر این معاد
 عمق اولیه آب در کانال، dسرعت در مرز سمت چپ،

g ،شتاب ثقل tمقادیر  زمان و L=25متر ، H=0.3 
ترتیب طول، دامنه و پریود امواج  و بهمتر   T=4sمتر

پریود و تندی موج . است شده از مرز سمت چپمنتشر 
Cشود  محاسبه میزیر های له در مرز چپ از معاد:  
)35                               ()

L
dtanh(gLC π

π
=

2
2

  
)36  (                                                 

C
LT =  

 تندی با توجه به طول موج انتخابی مقادیر
                                                 
1- Venturi 
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1msموج های   جواب32معادله . آید دست می ه ب6.25−
تحلیلی تراز سطح آب را در اثر اعمال موج سینوسی نشان 

  :دهد می
)37(        )

T
t

L
x(cos

L
H)

T
t

L
x(cosH

−π
π

+−π=η 4422
2  

 برایسازی با توجه به آنکه نتایج تحلیلی  در این شبیه
صفر قرار باشد، ضرائب لزجت برابر  جریان غیرلزج می

محدودیت عدد  با توجه به ∆z و ∆xو مقادیرداده شده 
ها در راستای افقی و  پس از تغییر تعداد گرهکورانت و 

 در نهایتسازی شده سطح آب  قائم و بررسی نتایج شبیه
stو مقدارمتر  1 هر دو انتخاب شده  wC=0 و∆=05.0

سازی تراز سطح آب را   نتیجه شبیه4 و 3های  شکل. است
 متری 70 در دو حالت مختلف یکی در طول کانال در

stابتدای کانال و در و دیگری در طول زمان را در  =80 
x یک نقطه از کانال یعنی در مقایسه با نتایج متر =150

شود مدل  طور که دیده می  همان.دهد ی نشان میتحلیل
. بینی نموده است عددی موج استوکس را به خوبی پیش

 چهار درصد و در 3درصد خطاهای محاسباتی در شکل 
نتایج حاصل از مدل عددی . باشد  سه درصد می،4شکل 

دهد که مدل توانسته است سرعت و طول موج  نشان می
  .نماید سازی می هخوبی شبی  را بهامواج بلند در

  

  
  . استوکس با دامنه کوتاهیها  موجیساز ابعادکانال در شبیه -2 شکل

  

       طول(متر)

ر)
(مت
وج
 م
اع
رتف
  ا

 

نتايج مدل عددي نتايج حل تحليلي

  
stدر) خط( یو حل تحلیل )دایره( یبین حل عددمقایسه تراز سطح آب در طول کانال  -3 شکل  80=.  

  

       زمان(ثانيه)

ر)
(مت
ج
مو

ع 
فا
 ارت

   
   

نتايج مدل عددي نتايج حل تحليلي

 
x  در)خط(یتحلیل و جواب) دایره( یحل عددمقایسه تراز سطح آب در طول زمان بین  -4 شکل   .متر=150
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 ارزیابیاین :  در آب با عمق ثابت1انتشار موج تنها -2
سازی  برای ارزیابی مدل در شبیهبا فرض جریان غیرلزج 

. گیرد  میانجامو فشار هیدرودینامیکی جملات غیرخطی 
موج می بایست در شرایط ،  مربوطیهایبا توجه به تئور
 انتشار ،ون تغییر در شکل، دامنه و سرعتعمق ثابت، بد

 H=1ترتیب بهو طول کانال دامنه موج و عمق آب . یابد 

 در .شوند فرض می متر  L=2000و متر  d=10و متر 
 ایبسازی با توجه به فرض جریان غیرلزج، ضر این شبیه
 و ∆xانتخاب مقادیر برابر صفر قرار داده شد و لزجت

z∆  پس از تغییر با توجه به محدودیت عدد کورانت و
تعداد گره ها در راستای افقی و قائم و بررسی نتایج شبیه 

شبکه  در نهایتسازی شده سطح آب انجام شده است و 
 سلول در عمق 10سلول در طول و 1000ی بایکنواخت

 انتخاب شده wC=0  وt∆ 1/0ملحوظ شد و مقدار
)(مقدار سرعت موج . است Hdgc  برابر =+
در طرف راست شرط مرزی . استمتر بر ثانیه  388/10

 شرط مرزی توزیع  در مرز سمت چپو گرادیان صفر
  زیر اعمال شده استهای لهمطابق معادسرعت های  لفهؤم
  .)1960 ،لایتون(

( )ctx
d
H

d
Hgdu −= 3

2

4
3sech   

( ) ( )ctx
d
Hctx

d
H

d
z

d
Hgdw −−














= 33

2
3/2

4
3tanh

4
3sech 3

 

از رابطـه    این شرایط های تحلیلی تراز سطح آب در        جواب
  .)1960 ،لایتون( آید دست می هزیر ب

( )ctx
d
HH −= 3

2

4
3sech η 

 مقایسه تراز سطح آزاد بین مدل عـددی و تحلیلـی در           
طـور   همان.  نشان داده شده است    5در شکل   ثانیه   45زمان  

ی تـاج مـوج را بـه خـوبی          مـدل عـدد   شـود    که دیده مـی   
 سـه  ،درصـد خطاهـای محاسـباتی      .بینی نموده اسـت    پیش

نتایج مدل عددی و تحلیلی بیـانگر       درصد بوده و نزدیکی     

                                                 
1- Solitary Wave 

موج تنها را   طول و ارتفاع    توانسته است   ست که مدل     ا این
  . نماید سازی  شبیهنحو مطلوب به 
 ارزیابی نتایج برای:  جریان در کانال ونتوری-3

روفیل سطح آب در شرایطی که تغییرات سازی پ شبیه
 در یک ها  این آزمایش.عرضی هندسه میدان وجود دارد

 متر و 5/2 با طول 2گلاس فلوم ساخته شده از پلکسی
متر در محل آزمایشگاه هیدرولیک   سانتی5/7عرض 

در انتهای . دانشکده فنی دانشگاه تهران انجام شده است
یچه جهت تنظیم دست فلوم مورد آزمایش یک در پایین

 به 6عرض فلوم ساخته شده مطابق شکل . دبی وجود دارد
صورت خطی کاهش یافته و در مقطع تنگ  هتدریج و ب
  .رسد متر می  سانتی5شدگی به 
 ارزیابی عملکرد مدل عددی در شرایط متفـاوت         برای

 بـرای سـه دبـی مختلـف انجـام و            ها  هیدرولیکی، آزمایش 
. گیـری شـد     انـدازه  سطح آب پس از دائمی شـدن جریـان        

در این  طور که در بخش معادلات حاکم ذکر گردید،          همان
ــبیه ــدل     ش ــان، از م ــفتگی جری ــه آش ــه ب ــا توج ــازی ب س

با  ∆t و   ∆z و   ∆x استفاده شد و مقادیر    ε−kآشفتگی
پـس از تغییـر تعـداد        کورانـت و     محدودیت عدد توجه به   

سـازی   ها در راستای افقی و قائم و بررسی نتایج شـبیه           گره
 1مختلف مطـابق جـدول      های    شده سطح آب در آزمایش    

 مقدار سرعت ورودی جریـان براسـاس        .در نظر گرفته شد   
دبی و عمـق آب ورودی محاسـبه و بـرای شـرط مـرزی               

دریچه پایین دست فلـوم     محل   در   ηطرف چپ و مقدار     
 با توجه   wC . شد عنوان شرط مرزی طرف راست اعمال      به

 002/0به ارتباط آن با ضریب شزی و جنس فلوم برابر بـا             
سـازی    نتـایج شـبیه    9تـا    7 هـای  شکل. انتخاب شده است  

عددی تراز سطح آب را در مقایسه با نتـایج آزمایـشگاهی            
  .دهد  نشان میدر حالات مختلف

                                                 
2- Plexi Glass  
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     طول(متر)

ر)
(مت
وج
 م
اع
تف
ار

   
حل تحليلي 

  نتايج مدل عددي  

  
 .)دایره( یتحلیلو حل ) خط( یعددمقایسه تراز سطح آب بین حل  -5 شکل

  

  
  . پلان فلوم آزمایشگاهی و مقطع تنگ شدگی-6 شکل

  
  . مقادیر متغیرهای مدل عددی در شرایط مختلف هیدرولیکی-1جدول 

  )ثانیه( ∆t  )متر سانتی( ∆z  )رمت سانتی( ∆x  )لیتر بر ثانیه( دبی  شماره آزمایش
1  75/0  1  1  05/0  
2  33/0  1  5/0  02/0  
3  23/0  1  5/0  02/0  

  

   طول(متر)

ر)
يمت
سانت

ب(
ق آ
عم

  

نتايج آزمايشگاهي

نتايج مدل عددي

  
  . درآزمایش اول)دایره(و نتایج آزمایشگاهی ) خط (یمقایسه تراز سطح آب بین حل عدد -7 شکل
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   طول(متر)

ر)
يمت
سانت

ب(
ق آ
عم

   
 

نتايج آزمايشگاهي

نتايج مدل عددي

  
     .آزمایش دومدر  )دایره(و نتایج آزمایشگاهی ) خط (یمقایسه تراز سطح آب بین حل عدد -8 شکل

  

  طول(متر)

ر)
يمت
انت
(س
ب
ق آ
عم

 

نتايج آزمايشگاهي

نتايج مدل عددي

   
     .آزمایش سومدر )دایره(و نتایج آزمایشگاهی ) خط (یمقایسه تراز سطح آب بین حل عدد -9 شکل

 
شود نتایج مدل عددی در محـل        طور که دیده می    همان

در ) محـل تنـگ شـدگی فلـوم       (پایین افتادگی سـطح آب      
بـه  های کـم      در دبی  هی خصوصاً مقایسه با نتایج آزمایشگا   

ــک  ــشگاهی نزدی ــایج آزمای ــتنت ــای   . اس ــد خطاه درص
 ،های بیشتر  سه درصد و در دبی    ،های کم  محاسباتی در دبی  
طـورکلی رونـد کـاهش عمـق و          به. باشد  هشت درصد می  
 .بینی شده است   قبولی پیش مورد  دقت   با   سپس افزایش آن  

ر و  سازی مـدل عـددی بـدون نیـاز بـه تکـرا             در این شبیه  
xzt مقـادیر  ضرائب تخفیف و تنها با توجـه بـه         ∆∆∆ , ,  

فلـوم  توانست سطح آب را در شرایط وجود تنگ شـدگی           
  .بینی نماید به نحو مناسب پیش

  
 گیری نتیجه

گیری شـده در     یک مدل دو بعدی متوسط     مقالهدر این   
ــشار     ــرض ف ــدون ف ــدگار و ب ــت غیرمان ــرض در حال ع

همچنین توانـایی   این مدل    .استه  شدارائه  هیدرواستاتیک  
عـرض  جریـان را در حـالتی کـه         سـطح آزاد    سـازی    شبیه

مـورد  در الگوریتم    .باشد یدارا م است  هندسه میدان متغیر    
اتصال ضمنی شرط مرزی    تکنیک ساده   با توجه به    استفاده  

ضـمن پرهیـز از      ، معادلـه فـشار    بـه سینماتیکی سطح آزاد    
میـدان جریـان    زاد و   سطح آ  میان   یکوپل ،یمحاسبات اضاف 
معادلات میدان جریان   حل همزمان   که باعث   به وجود آمد    

تراز سـطح  و محاسبه   سطح آزاد ی سینماتیک یو شرط مرز  
سنجی نتایج مـدل     صحت.شدآب و میدان فشار و سرعت       

هـای تحلیلـی و نتـایج        در مقایسه با مسائل دارای جـواب      
 دگاندست نویـسن    بههای انجام شده     گیری  حاصل از اندازه  

ی تغییـرات عرض ـ  آن  در  کـه    آزمایـشگاهی    مطالعهیک  در  
و  دقـت    بیانگر کارآیی، همگی   هندسه میدان وجود داشت   

بـا توجـه بـه      . باشـد   مناسب مدل توسعه یافته می    عملکرد  
عملکـرد  اولاً،  توان گفـت      سطح آزاد، می   یساز نتایج شبیه 

 یسـاز  الگوریتم ارائه شـده جهـت شـبیه        مدل دو بعدی و   
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در شــرایط وجــود  ی غیردائمــیهــا در جریــانســطح آزاد 
گرچـه   ثانیـاً،    .مناسب است هندسه میدان   تغییرات عرضی   

گیـری شـده در      متوسـط های دو بعدی     ای بین مدل   مقایسه
تـوان   وضوح مـی  ه  و سه بعدی انجام نشده، لیکن ب      عرض  

 جریـان   متغیرهـای گفت، در مواردی که تغییرات عرضـی        
ان نقـش اساسـی را در       ناچیز بوده و تغییرات هندسی جری     

هـای دو بعـدی      استفاده از مدل  گیری جریان ایفا کند      شکل
ــشار    متوســط ــرض ف ــدون ف ــری شــده در عــرض و ب گی

هـای   تواند جایگزین مناسبی برای مـدل      هیدرواستاتیک می 
  .اشدکاملاً سه بعدی ب

  

  سپاسگزاری
ــسئولا ــؤثر م ــدرولیک از همکــاری م ــشگاه هی ن آزمای

 در اختیـار قـرار دادن       بـرای ن،  دانشکده فنی دانشگاه تهـرا    
آزمایـشگاهی مـورد نیـاز ایـن     بخش فضا و سایر امکانات     

  .شود  سپاسگزاری میتحقیق
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Abstract1 
In this paper the two dimensional laterally averaged numerical model for unsteady and non-

hydrostatic pressure distribution is presented. In this model, not only free-surface with flow pattern 
and pressure are solved simultaneously at each time step, but also the effect of width variation on 
water surface elevation can be considered. The model has been applied to simulate many unsteady 
flow problems involving propagation stokes waves and solitary wave and especially for flow through a 
venturi flume. The results are in good agreement with both experimental observations and theoretical 
analysis. 
 
Keywords: Numerical simulation; Laterally averaged model; Non-hydrostatic pressure; Free surface 
flow; Width variations. 
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