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بررسي و تحليل تير دو سر مفصل با بار محوري

احمد فيض ديزجي 

 دانشگاه تهران – دانشكده فني -يار گروه مهندسي علوم پايه استاد

رامبد رستگاري

دانشگاه خواجه نصير طوسي-مكانيك ي دانشكده مهندسي دانشجوي دكتر

)2/9/81 ، تاريخ تصويب 5/8/80تاريخ دريافت (

چكيده 

تواند در امتداد تير يناميكي تير دوسرمفصل كه يك تكيه گاه آن ميمعادلات د

باشد و جرمي متمركز در وسط آن قرار گرفته و به صورت متناوب با حركت آزاد داشته

حركت تكيه گاهش تحريك مي شود،  يك معادله ديفرانسيل غير خطي معمولي است 

 استخراج معادلات حركت، در اين مقاله پس از. كه حل صريح براي آن وجود ندارد

شرايط وجود جواب با استفاده از تابع گرين و قضاياي نقطه ثابت مورد بررسي قرار 

همچنين با توجه به ساختار معادلات . رسدگرفته و وجود جواب هارمونيك به اثبات مي

 كه شرط وجود جواب هديفرانسيل حركتي، وجود پاسخ نوساني مستقلاً بررسي شد

با اين تحليل امكان پيش بيني اينكه جواب به . لاًً بدست خواهد آمدپريوديك مستق

.نمايد و يا اينكه پريوديك خواهد بود فراهم خواهد شدسمت صفر ميل مي

جواب پريوديك، تير دو سر مفصل، معادله لاگرانژ، تحريك، جواب : واژه هاي كليدي 

جموعه فشرده، سيكل حدياسكولي، قضيه شادر، م–اساسي، تابع گرين، تئوري آرزلا 

مقدمه 
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ــياري از   ــي بس ــازي حركت در مدلس

سيستم هاي ديناميكي شاهد آن هسـتيم كـه         

معــادلات حركــت مــدل تقريــب زده شــده 

منجر به معادلات ديفرانسيل غير خطي مـي        

مدل ديناميكي سيسـتم  به عنوان نمونه. شود

ي بـا   هايي از قبيل آنتن ها، برجها، روباتهـاي       

بازوهــاي ارتجــاعي و ســازه هــاي فضــايي 

. منجر به تشكيل معادلات مذكور مي گـردد       

محققــين در بررســي چنــين سيســتم هــايي 

مساله را براي دو حالت تحريك اجبـاري و         

ارتعاشات آزاد سيستم مـورد بررسـي قـرار             

 مساله ارتعـاش تيـر كـاملاٌ        Chen. داده اند 

يش ارتجــاعي را بــا جــرم متمركــز در انتهــا

وي از روش جدا    ]. 1[مورد بررسي قرار داد   

سازي متغيرها بهره جست و مدهاي خطـي        

سيستم را بـدون تحريـك اجبـاري بررسـي       

 معادلات خطي   Cobble و   Parnell. كرد

برنـولي را بـراي يـك تيـر         _جابجايي اويلر 

يكنواخت يكسر درگير كه بار يكنـواختي را        

تحمل نموده و جرم متمركـزي در انتهـايش        

] 3 [To]. 2[ اسـت بررسـي نمودنـد      متصل

يك حل تحليلي را براي پايه آنتن بـا جـرم           

او . متمركز در انتهايش به دست آورده است      

برنولي را به منظور رسيدن به يك       _تير اويلر 

عبارت تحليلي براي فركانس هاي طبيعي و       

. شكل مودهاي متناظر آنهـا بـه دسـت آورد         

Laura و Gutierrez]4 [ ــار را To كـ

ه دادند و يك حـل بـراي تيرهـاي غيـر            ادام

يكنواخت با جرم متمركـز در سـرش را بـه           

مسـاله  ] Huang]5 و   Liu. دست آوردند 

ارتعاشات اجباري براي تيـر يكسـر درگيـر         

داراي جــرم نقطــه اي در انتهــايش را حــل  

ــا Hoppmann. نمودنـــد ــر بـ   يـــك تيـ

ارتعاشات اجباري ويژه كه جرمـي متمركـز        

 را بدون تحقيق بـر      در وسط آن قرار داشت    

].6[تاثيرات شرايط اوليه بررسي كرده است     

به بررسي وجود   ] 7[اسماعيل زاده  و نخعي    

جواب پريوديك براي تير يكسر در گيـر بـا          

جرم متمركز در انتها با تحريك هارمونيـك        

خارجي با استفاده از قضـاياي نقطـه ثابـت          

. پرداخته اند

كلي  اين دسته از معادلات در حالت 

داراي حل تحليلي نيستند و بناچار از 

.  روشهاي حل عددي بهره گرفته مي شود

لازمه استفاده از حل عددي بررسي تحليلي 

واب ــوجود ج

در اين مقاله . باشدبراي معادلات مزبور مي

بررسي و اثبات وجود جواب پريوديك 

براي معادلات ديناميكي تير دوسرمفصل كه 

واند در امتداد تير تيك تكيه گاه آن مي
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باشد و جرمي متمركز در حركت آزاد داشته

وسط آن قرار گرفته و به صورت متناوب 

مي شود، با حركت تكيه گاهش تحريك 

همچنين از روش . انجام پذيرفته است

مستقلي شرايط وجود جوابهاي نوساني 

پايدار با استفاده از تحليل معادلات 

 استفاده از با. ديفرانسيل به دست آمده است

نتايج اين روش امكان بررسي اينكه پاسخ 

هامونيك بوده و يا اينكه به صفر ميل 

.  خواهد نمود فراهم شده است

معادله حركت

يك تير دو سر مفصل كه ) 1(شكل 

يك تكيه گاه آن مي تواند در جهت طولي 

و جرم lحركت آزاد داشته باشد را با طول 

 دهد كه  در وسط تير نشان ميmمتمركز 

 مورد بررسي قرار گرفته xyدر صفحه 

پارامترهاي سيستم داراي خواص . است

اند يعني جرم تير به مجزا فرض شده

صورت نقطه اي در مركز تير قرار گرفته 

تير داراي خاصيت ارتجاعي در . است

تكيه گاه . باشدمحدوده الاستيك ناب مي

آزاد در جهت طولي به وسيله تحريك 

فركانس  با uنوساني 
π
ω
2

.  تحريك مي گردد

 نيز معرف حركت طولي جرم Xمتغير 

.متمركز در شرايط بدون تحريك مي باشد

براي به دست آوردن معادله حركت براي 

. سيستم از روش لاگرانژ بهره مي گيريم

وابسته  براي تير فوق تنها Tانرژي جنبشي

بنابر . كز در وسط آن مي باشدبه جرم متمر

اين انرژي جنبشي سيستم برابر خواهد بود 

:با

( )[ ]22
2
1 uXYmT &&& ++=

)1(

X جابجايي جانبي جرم متمركز و Yكه 

جابجاي طولي آن مي باشد با توجه به 

متمركز بودن جرم تير انرژي جنبشي ناشي 

ن و پيچش ناچيز و قابل اغماض از دورا

.مي باشد

 ، شامل Vانرژي پتانسيل كل سيستم 

انرژي كرنشي

 مربوط به كمانش تير و انرژي پتانسيل 

ه جرم ـــمربوط ب

:متمركز، برابر است با

( )uXmgdx)
x
y(EIV

2
l

0 2

2

2
1 ++

∂
∂

= ∫

)2(

Archive of SID

www.SID.ir



 ��� ���� 	�
��
� �����                                                                                                           �� 	���� �� 	������
 ����� 486

ل كه يكسر در  تير دو سر مفص :1شكل 

uجهت طولي آزادي حركت دارد و با 

.تحريك مي شود

xبا فاصله dxتغيير طول المان : 2شكل 

.از مبدا

) 2(تغيير طول تير در جهت طولي از شكل 

:زير قابل محاسبه استصورت به 

dx1)
x
y(1dx)dx

x
y(dxds 222











−

∂
∂

+=−
∂
∂

+=

)3(

 مي dx جزء معرف تغيير طول المانdsكه 

.باشد

1با فرض اينكه شرط
x
y 2

<<






∂
 برقرار باشد ∂

:زير ساده مي گرددصورت به ) 3(رابطه 
2

2
12

2
1 )

x
y(1)

x
y(1ds

∂
∂

≈−+
∂
∂

+= L

)4(

بنابراين جابجايي طولي مركز جرم ناشي از 

:باتغيير شكل تير برابر خواهد بود 

∫ ∂
∂

≈ 2
l

0
2

2
1 dx)

x
y(X

)5(

مي توان جابجايي جانبي تير را با تفكيك 

متغير بر حسب شكل مودهاي نوساني تير 

و ارتعاشات مركز جرم تير ، xكه تابعي از 

:كه تابعي از زمان است، نوشت

)x(Y)x()t,2
l(y)t,x(y Φ=Φ=

dx

dx
x
yxy
∂
∂

+)(

y(x)
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)6(

كل مودهاي نرمالايز شده مي  شx(Φ(كه 

:باشد و برابر است با

)
l
xnsin()x( π

=Φ

)7(

و ) 2(در معادلات ) 6(با جايگذاري معادله 

مي توان رابطه انرژي پتانسيل و ) 5(

جابجايي طولي مركز جرم سيستم را به 

:زير ساده نمودصورت 

)uX(mgAEIY

)uX(mgdx)
x

(EIYV

2
2
1

l

0
2

2

2
2

2
1

++=

++
∂
Φ∂

= ∫

)8(

∫ =
∂
Φ∂

= 2
l

0
2

2
122

2
1 BYdx)

x
(YX

)9(

كه 

∫ ∂
Φ∂

=
l

0
2

2

2

dx)
x

(A

)10(

∫ ∂
Φ∂

= 2
l

0
2dx)

x
(B

)11(

خواهيم ) 9(با گرفتن مشتق زماني از معادله 

:داشت

YBYX && =

)12(

) 1(در معادله ) 12(با جايگذاري معادله 

:انرژي جنبشي سيستم برابر خواهد بود با

[ ]
[ ]uYBY2uYYBYm

)uYBY(YmT
22222

2
1

22
2
1

&&&&&

&&&

+++

=++=

)13(

هاي معادله لاگرانژ در ذيل جمله با محاسبه 

قادر به استخراج معادله ديفرانسيلي حركت 

.خواهيم بود

[ ]uBYYYBYm
Y
T 22 &&&
&

++=
∂
∂

)الف_14(

با محاسبه جمله هاي معادله لاگرانژ و 

خواهيم )  الف–14(جايگزيني آنها در 

:داشت
[ ]
[ ]

0mgBYEIYAumBY
uYBYYBuYBYYB2m

Y)YB1(m
2222

22

=+++
−−+

++

&&

&&&&&&

&&

)ب_14(

خواهيم ) ب_14(با ساده سازي معادله 

:داشت

0YgBuB
m

EIAYYBY)YB1( 2222 =



 ++++++ &&&&&

)15(

معادله حاصله يك معادله ديفرانسيلي 

معمولي و غير خطي است كه با صرفنظر 

كردن از جملات غير خطي تبديل به معادله 

“Matheiu”مي گردد .

تحريك سيستم يك تحريك هارمونيك 

ساده با فركانس 
π
ω
2

:شود در نظر گرفته مي

Archive of SID

www.SID.ir



 ��� ���� 	�
��
� �����                                                                                                           �� 	���� �� 	������
 ����� 488

)tcos(Qu ω=

)16(

) 7(با محاسبه مشتقات اول و دوم معادله 

: به دست مي آيدxنسبت به 

)x
l

ncos(
l

n)x( ππ
=Φ′

)الف_17(

)x
l

nsin()
l

n()x( 2 ππ
−=Φ′′

)ب_17(

و ) 10(در معادله ) 17(با قرار دادن معادله 

:داريم) 11(

3

4
l

0
24

l2
)n(dx)x

l
n(sin)

l
n(A πππ

== ∫

)18(

l4
)n(dx)x

l
n(cos)

l
n(B

2
2

l

0
22 πππ

== ∫

)19(

بدست ) 16(با گرفتن مشتق دوم زماني از 

:مي آيد

)tcos(Qu 2 ωω−=&&

)20(

تحليل رياضي سيستم با تحريك پايه آزاد

 به عنوان متغير ηكميت بي بعد 

:مستقل به صورت زير تعريف مي شود

tωη =

)21(

 نيز به شكل زير تعريف مي ξمتغير وابسته 

:گردد

BY=ξ

)22(

نسبت به زمان دو بار ) 22(از طرفين معادله 

:مشتق         مي گيريم

ω
=

η
ξ

=ξ′⇒
ωξ′

=
∂
η∂

η∂
ξ∂

=
ξ

=⇒
ξ

=
YB

d
d

BB
t

B
Y

B
Y

&&
&

)23(

22

22 YB
d
d

B

B
t

B
dt
d

Y
B

Y

ωη
ξ

ξ
ωξ

ηξωξωξω

&&

&&&

==′′⇒
′′

=

∂
∂′′

=
′

=⇒
′

=

)24(

تا ) 21(اين با جايگذاري معادلات بنا بر 

در معادله )24(

:خواهيم داشت) 15(

0
B

)cos(BQgB
m

EIA
BB

)1(

2

2
22

2

=



 −+

+′+′′+

ξηω

ξωξξωξ

)25(

2در ) 25(با ضرب طرفين معادله 

B
ω

 و تغيير 

:متغيرجهت ساده نويسي خواهيم داشت

[ ] 0)cos(DC)1( 22 =++′+′′+ ξηξξξξ

)26(

كه
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2

gB
m

EIA

C
ω

+
=

)27(

BQD −=

)28(

هدف اين قسمت يافتن بازه اي مناسب 

جهت بررسي وجود جواب پريوديك براي 

) 26(معادله ديفرانسيل 

را مجدداً به شكل ) 26(لذا معادله . مي باشد

:زير بازنويسي مي كنيم

0),,(F
)1(

)cos(DC
)1( 2

2
2

=′+′′

=
+

+
+′

+
+′′

ηξξξ

ξ
ξ

η
ξ

ξ
ξ

ξ

)29(

به شكل ) 26(با باز نويسي مجدد معادله 

: داريمجديد

2

2

2

2

11
)cos(DC

),,(FCC

ξ
ξ

ξ
ξ

ηξ
ξ

ηξξξξξ

+
′

−
+

−

=′−=+′′

)30(

براي اينكه جواب هارمونيك باشد لازم 

:است كه شرايط زماني زير بر قرار باشد

)()0( τξξ =

)الف_31(

)()0( τξξ ′=′

)ب_31(

بنابراين مطلوبست يافتن شرايط كافي براي 

وجود جوابي با 

) 30( و يا حداقل حل معادله τدوره تناوب 

).31(با شرايط مرزي 

 واضح است كه يك جواب بنيادي  براي 

:يعني جواب) 30(معادله 

)(C ξηδξξ −=+′′

)32(

، تابع تعميم يافته )31(به همراه شرايط  

s(G,(گرين  ηرا 

 توليد مي كند كه در معادله انتگرال زير 

.صدق خواهد نمود

∫=
τ

ηξξηηξ
0

ds)),s('),s((f),s(G)(

)33(

:كه داريم

2

2

2

2

11
)cos(DC),,(f

ξ
ξ

ξ
ξ

ηξ
ξηξξ

+
′

−
+
−

=′

)34(

τηبنا براين در بازه   يك جواب 0≥≥

كه در شرايط ) 32(اساسي براي معادله  

ر به ــصدق مي كند به شكل زي) 31(مرزي

:دست مي آيد

:برابر است با) 32(جواب عمومي معادله 







≤≤+
≤≤+

=
τηηη

ηηη
s)Csin(B)Ccos(B

s0)Csin(A)Ccos(A
G

21

21
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)35(

:كه بايد در شرط ذيل صدق نمايد

),s(G)0,s(G τ=

)36(

، )35(در معادله ) 36(با اعمال شرط 

21پارامترهاي  B,B 21 برحسب A,Aدست  به

:آيندمي

)Csin(A)Ccos(AB

)Csin(A)Ccos(AB

122

211

ττ

ττ

+=

−=

)37(

:و خواهيم داشت

τ≤η≤
≤η≤







τ−η+τ−η
η+η=

s
s0

)(CsinA)(CcosA
CsinACcosAG

21

21

)38(

)0,(در بازه ) 32(حال اگر از معادله  τ نسبت 

: انتگرال بگيريم خواهيم داشتηبه 

∫ =+
τ

τ

ηη
η
η

0
0

1d),s(GC
d

),s(dG

)39(

با اعمال دو شرط پيوستگي تابع پاسخ در 

s=ηتابع در  و همچنين عدم جهش مشتق 

s=η كه بر معادله 

:اعمال مي شود، خواهيم داشت) 39(

( )
( )

( )
( )
















=−−

−−−

=−−

+−−

C
1)s(CcossCcosA

)s(CsinsCsinA

0)s(CsinsCsinA

)s(CcossCcosA

2

1

2

1

τ

τ

τ

τ

)40(

مقادير ) 40(از حل دو معادله دو مجهول 

21ذيل براي پارامترهاي  A,A به دست 

:آيندمي

)
2
Csin(C2

))
2

s(Csin(
A2

τ

τ
−

=

)
2
Csin(C2

))
2

s(Ccos(
A1

τ

τ
−

=

)41(

و به اين ترتيب تابع گرين متناظر به دست 

:آيدمي

















τ≤η≤≤
τ

τ
+η−

τ≤≤η≤
τ

τ
−η−

=η=η

s0
)

2
Csin(C2

))
2

s(Ccos(

s0
)

2
Csin(C2

))
2

s(Ccos(

)s,(G),s(G

)42(

حال هدف اين است كه نشان دهيم معادله 

ــــكداراي جواب پريودي) 33(انتگرال 

ابتدا نرم ماكزيمم را به. باشدمي

:صورت زير تعريف مي كنيم

{ }Z),(,)),s(),s((fMaxM ∈′′= ξξηξξ

)43(
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0Klشود مقدار مثبت كه فرض مي  >

: وجود دارد به     گونه اي كه

lCKM ≤

)44(

و
{ }ll

2 KC,K,R),(Z ≤′≤∈′= ξξξξ

)45(

 از فضاي باناخ را  به Sحال زيرمجموعه 

:صورت زير تعريف مي كنيم

{ }ll KC)(,K)(,),0(C)(S ≤′≤∈= ηξηξτηξ

)46(

همانطور كه مشاهده مي شود اين زير 

باشد و مجموعه يك زير مجموعه بسته مي

نرم تعريف شده براي اين فضاي باناخ نرم 

) 43(ماكزيمم تعريف شده در معادله 

. باشدمي

آمده ] 8[ مرجع 107همانطور كه در صفحه 

است، فضاي توابع با نرم بي نهايت فضاي 

حال نشان مي . باناخ را تشكيل مي دهند

ر دهيم كه اين زير مجموعه، يك زي

.مجموعه محدب است

[ ]
[ ] S)()()(a

1,0a
S)(),(

221

21

∈+−

⇒




∈∀
∈∀

ηξηξηξ

ηξηξ

)ـالف47(

يا

S)()a1()(a 21 ∈−+ ηξηξ

)ـب47(

كه بنا بر تعريف مجموعه محدب، مجموعه 

S محدب 

.مي باشد

 را بر زير مجموعه Uحال تبديل پيوسته 

:ه شكل زير تعريف مي كنيم بSباناخ 

ds)),s(),s((f),s(G))((U
0

ηξξηηξ
τ

′= ∫

)48(

[ ] ds)),s(),s((f
d

),s(dG))((U
d
d

0
ηξξ

η
η

ηξ
η

τ
′= ∫

)49(

 در Uلازم به ذكر است كه پيوستگي تابع 

. اثبات شده است] 8[مرجع ) 42-6(تئوري 

حال در صدد يافتن سوپريمم مقادير 

′U و Uنگاشت شده توسط تبديل 

توان همانطور كه در مرجع مي.باشيممي

نشان داده شده است مقادير سوپريمم ] 9[

را براي نگاشتهاي پيوسته تعريف شده در   

:به شكل زير نوشت) 49(و ) 48(

M
C2

C2)(U τξ +
≤

)50(

M
C2

C2)(U
d
d τξ
η

+
≤
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)51(

 را به طور U ،Sبراي اينكه نگاشت 

τηپيوسته به خودش در بازه   بنگارد  0≥≥

:بايد داشته باشيم) 46(بنا به رابطه 

lKM
C2

C2
≤

+τ

)52(

lKCM
C2

C2
≤

+τ

)53(

و ) 52(به وضوح روشن است كه دو رابطه 

ه نامعادله زير خواهند هر دو منجر ب) 53(

:شد

CM
)MCK(2 l −≤τ

)54(

سمت راست نامعادله ) 44(كه با شرط 

مشاهده مي شود . مثبت خواهد بود) 54(

اي يافت كه دو  را به گونهlKتوان كه مي

.توامان اقناع شوند) 54(و ) 44(نامعادله 

اپراتور همانطور كه از نامعادلات پيداست 

)s(Uبا . باشد به طور يكنواخت كراندار مي

 تنها عضو خانواده توابع fاين فرض كه 

 به s(U(خود مي باشد در اينصورت اپراتور

لذا بنابر . طور يكنواخت پيوسته خواهد بود

 و Sمجموعه  زير Ascoli_Arzelaتئوري 

 هر دو به صورت نسبي s(U(هم تبديل 

.فشرده مي باشند

AscoliArzelaتئوري  _

 كه b,a[C[يك مجموعه توابع در 

نرم ماكزيمم براي آنها تعريف شده است به 

صورت نسبي فشرده هستند اگر و تنها اگر 

 صورت يكنواخت كراندار و هم پيوسته به

].8[باشند 

حال بنا بر قضيه دوم شاودر، زير مجموعه 

فضاي (دار بسته محدب در فضاي نرم

 كه به S ازR و زير مجموعه S) باناخ

صورت نسبي فشرده مي باشد 

)S)S(UR هر تبديل . وجود دارند ) ≡⊃

ك ــ بنگارد داراي يR را بهSپيوسته كه 

].8[نقطه ثابت مي باشد

 داراي حد اقل يك نقطه Uبنابراين تبديل 

ثابت مي باشد يعني اينكه معادله انتگرال   

.اشدداراي جواب مي ب) 33(

 كه در رابطه Mحال در صدد يافتن كميت 

با . تعريف شده است مي باشيم) 43(

f),,(وجه به اينكه ـــــت ηξξ  در ′

، پيوسته و )45( در معادله Zمجموعه بسته 

f),,(باشد لذا كراندار مي ηξξ  داراي يك′
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مينيمم و يك ماكزيمم مطلق در بازه مذكور 

. بايد وجود داشته باشدMبنابراين . باشدمي

:را مجدداً باز نويسي مي كنيم) 34(معادله 

ξ
ξ

η
ξ
ξξξηξξ 22

2

1
)cos(DC

1
C),,(f

+
+

−
+
′

−=′

)ـالف55(

[ ])cos(DC
1

),,(f 22
2 ηξξ

ξ
ξ

ηξξ −′−
+

=′

)ـب55(

f),,(توان نشان داد كه ماكزيمم تابعمي ηξξ ′

2Klبراي  )K,0,0( در ≥ lدهد رخ مي .

2Klهمچنين براي   مقدار ماكزيمم تابع  <

,kC,(در 
k3

k( l2
l

l π
+

. آيد به دست مي−

f),,(رفتار تابع ) 3(شكل  ηξξ  را با چشم ′

1kl براي cos(η(پوشي از جمله شامل   و =

4C . را نشان مي دهد=

نيز مشاهده مي ) 4(همانطور كه در شكل 

2klگردد به ازاي   مقدار ماكزيمم مطلق <

,kC,(تابع به ازاي 
k3

k( l2
l

l π
+

 به دست −

. مي آيد

:مي توان نشان داد كه

))cos(DC(Max

)
1

)cos(DC
(Max)),,(f(MaxM

23

2

23

ηξξξ

ξ

ηξξξ
ηξξ

−′−

≤
+

−′−
=′=

)56(

f),,(نمايش تابع :  4شكل  ηξξ  براي ′

4kl 4C و = =. 

2klحال با فرض اينكه   باشد مقدار ≥

f),,(ماكزيمم تابع  ηξξ :د شد با برابر خواه′

l
3
l)0,0,k(

DkCK),,(f(MaxM
l

−≤′= ηξξ

 ���� : ��	
 ��	
�),,(f ηξξ ′ ���� 1kl = � 4C =.
ξξ′

),,( ηξξ ′f

ξ
ξ

ξ′

),,(f ηξ′ξ
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)57(

2klو اگر   باشد مقدار ماكزيمم تابع <

),,(f ηξξ : برابر خواهد شد با′
)D,C,k(g)),,(f(MaxM l),kC,

k3

k
( l

2
l

l ≤′=
+

−
π

ηξξ

)58(

0klبراي ) 41(از طرفي بنا به نا مساوي  >

:داريم

lCkM ≤

)59(

2klبا شرط ) 56(براي ارضا معادله  ≤

را به شكل زير تلفيق ) 56(و ) 54(روابط 

:نماييممي

ll
3
l CkDkCkM ≤−≤

)60(

:لذا بايد داشته باشيم

C
D1k2

l +≤

)61(

برقرار باشد اين ) 61(شرط اينكه معادله 

DCاست كه   باشد كه در اينصورت <−

سمت راست معادله 

با اعمال . مقداري مثبت خواهد بود) 58(

) 28(و ) 27(شرط فوق و استفاده از روابط 

به نامعادله زير دست 

:مي يابيم

2m
)g,l,EI(hQ

ω
≤

)62(

محدوده دامنه تحريك بر  : 5شكل 

.حسب تغيير جرم متمركز

محدوده دامنه تحريك بر حسب  : 6شكل 

.ايتغيير سرعت زاويه

نشان مي دهد كه دامنه ) 62(معادله 

تحريك، رابطه معكوس با جرم متمركز در 

Q

ω

Q
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وسط تير دارد يعني اينكه با افزايش جرم 

.متمركز دامنه تحريك محدودتر مي گردد

ه تحريك نسبت عكس ــــچنين دامنــهم

اي دارد و مفهوم زاويهت ـبا مجذور سرع

آن اين است كه هر چه فركانس تحريك 

بيشتر شود، دامنه تحريك با نسبت جذر 

تا معادلات )) 6(شكل ( مي يابد كاهش

ديفرانسيل غير خطي حاكم داراي پاسخ 

.گردد

را ) 26(پاسخ معادله ديفرانسيل ) 7(شكل 

لازم به ذكر است كه شروط . نشان مي دهد

  بر قرار lk≥997.0به ازاي) 61(و ) 62(

.مي باشند

:پارامترهاي انتخابي عبارتند از

0)0(
05.0)0(

247.0D
95.48C

25.0B 2

=′
=
−=

=
=

ξ
ξ

π

)الف-63(

45.A

1.0Q
100
100EI

1l
1m

π

ω

=

=
=
=

=
=

)ب-63(

پاسخ معادله ديفراسيل غير  : 7شكل 

.خطي به تحريك هارمونيك

:همانطور كه مشاهده مي شود داريم

DC −>

)64(

:داريم) 62(و بنابر معادله 

84.19Q ≤

)65(

محقق نگردد ديگر تضميني ) 65(اگر شرط 

براي وجود جواب پريوديك وجود نخواهد 

نيز پاسخ معادله ) 8(نمودار شكل . داشت

ازاي مقادير پارامتريك را به) 29(ديفرانسيل 

در فضاي فازي )  63(تعيين شده در رابطه 

همانطور كه مشاهده مي . نشان مي دهد

گردد در اين فضا پاسخ سيستم به يك 

Limit Cycle ميل مي نمايد كه نشانگر 

.باشدپريوديك بودن پاسخ مي

ξ

tωη =
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بررسي تحليلي وجـود جـواب نوسـاني        

براي سيستم

در اين قسمت روشي ديگر براي 

بررسي وجود جواب نوساني براي مدل 

با معادله ديفرانسيلكه ) 1(شكل

مدلسازي شده است را بررسي مي ) 26(

.نماييم

را مي توان به شكل جديدي ) 26(معادله 

:بازنويسي نمود
[ ] 0

)1(

)cos(DC

)1(
)1(

22

2
2 =

+

+
+

+

′
+′′+

ξ

ξη

ξ

ξξ
ξξ

)66(

يك ديفرانسيل ) 63(دو ترم اول معادله 

:كامل را نشان      مي دهد

0
1

)cos(DC)1(
d
d

2

2 =
+

+
++′ ξ

ξ

η
ξξ

η

)67(

 تا 0در بازه ) 64 (با انتگرالگيري از رابطه

ηخواهيم داشت :

0ds)s(
)s(1

)scos(DC
1

0 20

2 =
+

+
++′ ∫ ξ

ξ
ξξ

ηη

)الف-68(

)0(1)0(

ds)s(
)s(1

)scos(DC)(1)(

2

0 2

2

ξξ

ξ
ξ

ηξηξ
η

+′=

+

+
++′ ∫

)ب-68(

DCاكنون حالت  . گيريم را در نظر مي≤−

scos(DC(در اينصورت   ، يعني ≤−

0)scos(DC  بودن اين فرض نوساني. +≤

نمايد كه در ذيل پاسخ سيستم را تضمين مي

.پردازيمبه تشريح آن مي

)0(0كنيم فرض مي >ξ .  آنگاه لااقل در يك

)(0همسايگي داريم  >ηξ .

چون

[ ] 0)cos(DC)1( 22 ≤
′′

=⇒++′+
′′

+
ξ
ξ

ηξ
ξ
ξ

ξ

)69(

)(η ،0لذا به ازاي اين مقادير  <′′ ηξ و بنا بر 

 در همسايگي η<0قضيه ميانگين وقتي 

)()0()(0مذكور باشد <′′=−′ ηξηξηξ يعني ، 

)0()( ξηξ  ابتدا η<0بنابراين با ترقي . ′>′

مثبت است و ترقي ) ب-68(انتگرال در 

)(1)(كند و لذا حاصلضرب مي 2 ηξηξ +′

ηاگر به ازاي اين . تنزل خواهد كرد

)(0ها، >′ ηξوضعيت  باشد آنگاه اين

:نميتواند براي مدت طولاني ادامه يابد زيرا

( )
0

)s(1

)s(

)s(1

)s(
ds
d

2
3

22
>

+

′
=













+ ξ

ξ

ξ

ξ

)70(

:بنابراين داريم

)0(1)0(ds)0(
)0(1

)scos(DC
)(1)(

2
0 2

2

ξξξ
ξ

ηξηξ
η

+′<
+

+

++′

∫

)الف-71(

يعني
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( )

)0(1)0(

)0(1

)0()sin(DC)(1)(

2

2
2

ξ+ξ′

<
ξ+

ξ
η+η+ηξ+ηξ′

)ب-71(

مثبت و ) ب-71(كه طرف چپ رابطه 

يابد در صورتيكه بدون كران بالا افزايش مي

پس بايد . ثابت است) ب-71(طرف راست 

)(0پس از مدت كوتاهي  <′ ηξ و تابع )(ηξ

در اينصورت با وجود تنزل . نزولي شود

)(ηξ، به علت مثبت بودن آن انتگرال 

صعودي است و اين ) ب-68(سمت چپ 

 صفر و سپس منفي sξ)(وضع ادامه دارد تا 

 صفر نشود و همواره مثبت sξ)(اگر . شود

باقي بماند،

 به صفر sξ)( مقادير sآنگاه بايد با افزايش 

αا در غير اينصورت به ازاي ميل كند زير

αξمثبت ثابتي بايد  >)s( و 

αα =→ ))s(f(Inf,)s(f در اينصورت با 

0 مثبت چون ηافزايش 
)s(
)s(
<

′′
ξ
ξ لذا ،)(ηξ ′′

ηξ)(منفي و  پس به ازاي هر . لي است نزو′

0>ε يك M>0اي  موجود است به گونه

كه 
2

)(fM ε
αηη :بنا براين داريم . <⇒−>

εηηηη <−⇒>∀ )(f)(fM, 1221

)72(

:و بنابر قضيه ميانگين داريم

εηηηη <′−=− )c(f)(f)(f 1222

)73(

 كوچك تواند به دلخواه ميε<0چون 

 دهيم، آنگاه η→∞قرار ) 73(باشد اگر در 

بنابراين . رسيمبه تناقض مي

lim)(0يا بايد  =
∞→

ηξ
η

 و يا اينكه بعد از مدت 

 صفر و سپس ηξ)(بايد ) متناهي(كوتاهي 

وقتي . منفي شود

 منفي است، آنگاه ηξ)( مقاديرηبا افزايش

انتگرال 

كاهش ) ب-68(وجود در سمت چپ ـم

)(1)(در اينصورت . يابدمي 2 ηξηξ +′

يابد در حالي كه افزايش مي

از ديدگاه ديگر نيز چون. منفي است

)(
)(1

)cos(DC)(1)(
d
d

2

2 ηξ
ηξ

η
ηξηξ

η +

+
−=



 ، لذا ′+

اصلضرب  صفر شد، تابع حηξ)(وقتي 

)(1)( 2 ηξηξ +′

. نيز به مينيمم مقدار خود خواهد رسيد
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,  منفي استs(ξ( چون ηبا ادامه افزايش 

باز هم كاهش ) ب-68(لذا انتگرال در    

)(1)(مي يابد و   2 ηξηξ افزايش پيدا مي ′+

, ضرب به صفر برسدكند تا اينكه اين حاصل

(  صفر شود ′ηξ)(يعني در لحظه اي مقدار 

اگر حاصلضرب مذكور به صفر نرسد و 

همچنان منفي بماند باز هم به تناقض مي 

.  مثبت مي شود′ηξ)(بعد از آن ) رسيم 

 از مينيمم مقدار خود ηξ)(يعني تابع   

ه ترقي مي كند و  به و شروعگذشت

)(1)( 2 ηξηξ  همچنان افزايش مي يابد در ′+

′ηξ)(يعني افزايش   . ( حاليكه مثبت است

2)(بايد كاهش  ηξ در لحظه )  را جبران كند

*η

, صفر شود) ب-68(انــتگرال سمت چپ 

ه رابطه مي رسيم ب

)0(1)0()(1)( 2
*

2
* ξξηξηξ +′=+′.

)(0چون  * <ηξ لذا انتگرال سمت چپ ، 

دهد و به كاهش خود ادامه مي) ب-68(

 چون اكنون ηبا افزايش . شودمنفي مي

0)( >′ ηξ  لذا تابع ،)(ηξ صعودي است تا 

ηη**در   صفر شود و مجدداً مثبت شود و =

)(0 اي برسيم كه τبه لحظه  >τξ و انتگرال 

. مجدداً به صفر برسد) ب-68(سمت چپ 

ηη**نقطه   نقطه ماكزيمم موضعي =

)(1)(حاصلضرب  2 ηξηξ  و نقطه مينيمم ′+

) ب-68(انتگرال سمت چپ موضعي 

 و با ηξ)(با مثبت شدن مجدد تابع . باشدمي

τη به لحظه ηافزايش  رسيم كه در  مي=

صفر ) ب-68(آن انتگرال سمت چپ 

در اين لحظه مجدداً به تساوي  . شودمي

)0(1)0()(1)( 22 ξξτξτξ بازه . رسيم مي′+=′+

[ ]τ,0 يك دوره تغييرات تابع )(ηξ را نمايش 

. باشيمدهد كه شاهد پاسخي نوساني ميمي

توان مشابه مطالب تبيين شده فوق را مي

)0(0براي حالتي كه  <ξ باشد نيز گسترش 

.داد

در ) ب-68(همانطور كه مشاهده شد رابطه 

]نتهاي بازه ا ]τ,0 به رابطه زير تبديل 

:گرددمي

)0(1)0()(1)( 22 ξξτξτξ +′=+′

)74(

در قسمت قبل با استفاده از قضاياي نقطه 

ثابت شاودر وجود پاسخ پريديك به اثبات 

توان نتيجه گرفت كه بنابر اين مي. رسيد

 ���� :  ���	�� ��	�)�� (!	" �	#" $�.
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پاسخ سيستم در صفحه فازي با شرط 

DC  ميل خواهد Limit Cycle به يك ≤−

)()0(حال اگر . نمود ξτξ  باشد در >

)()0(، )74(اينصورت بنابر رابطه  ξτξ ′>′

خواهد بود و نشانگر اين است كه شرايط 

  قرار گرفته Limit Cycleاوليه در داخل 

است كه پاسخ سيستم به آن نزديك خواهد 

.شد

)()0(در صورتيكه  ξτξ  باشد،  بنابر رابطه <

)74( ،)0()( ξτξ  خواهد شد كه در ′>′

Limit Cycleاينصورت يا با وجود 

شرايط اوليه در خارج آن واقع است و يا 

به آنچه تشريح شد، سيستم داراي بنا 

Limit Cycle نبوده و پاسخ مستقيماً به  

. نمايدسمت صفر ميل مي

)()0(يكه در صورت ξτξ  باشد،  بنابر رابطه =

)74( ،)0()( ξτξ ود كه در ـــ خواهد ب′=′

اينصورت شرايط اوليه 
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 قرار دارد و Limit Cycleمستقيماً بر روي 

. باشدپاسخ سيستم نوساني كامل مي

نتيجه گيري

ارتعاشات جانبي تير الاستيك يك سر 

صل متحرك در مفصل ثابت و يك سر مف

راستاي تير، تبديل به معادله پارامتريك 

يا ) 15(ديفرانسيل معمولي غير خطي 

 ارتجاعي تير با تحريك رفتار. شد) 26(

.  شكل گرفته استω و فركانسuديناميكي 

نشان داده شد كه به ازاي  حدهاي بالاي 

KY KCY و ≥ اي منجر ، هر شرط اوليه&≥

در واقع حد . به پاسخ پريوديك خواهد شد

 وجود پاسخ پريوديك را با توجه به Kبالاي 

 تضمين τبا دوره تناوب ) 58(نامعادله 

.مي كند

 همچنين با استفاده مستقيم از معادلات 

ل ـــديفرانسي

 بررسي شد وجود پاسخ نوساني مستقلاً) 26(

كه شرط وجود جواب پريوديك مجدداً 

با اين تحليل امكان پيش بيني . بدست آمد

نمايد و اينكه جواب به سمت صفر ميل مي

يا اينكه پريوديك خواهد بود فراهم شده 

.است
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