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  ١٢٣ 

حل دقيق معادلات لاية مرزي براي يك سيال ويسكوالاستيك از نوع مرتبة 
 دوم در جريان بالاي يك صفحة ساكن

 
 كيوان صادقي

   دانشگاه تهران -دانشكده فني  -گروه مهندسي مكانيك استاديار 
 مهدي شريفي

 ن   دانشگاه تهرا-دانشكده فني  -گروه مهندسي مكانيك فارغ التحصيل کارشناسی ارشد 
 )۴/۸/۸۱، تاريخ تصويب ۱۹/۱۲/۸۱تاريخ دريافت (

 

 چكيده
. بر روي خصوصيات لاية مرزي آن بطور نظري مورد بررسي قرار گرفته است       ) غير نيوتني (در ايـن مقالـه، اثر خواص الاستيك يك سيال           

 در نظر گرفته و تاثير الاستيسيتة سيال را بر           را در بالاي يك صفحة ساكن      ٢بـراي ايـن منظور، جريان آرام سيال ويسكوالاستيكي از نوع مرتبة             
براي بدست آوردن معادلات حركت، با توجه به بالا بودن عدد رينولدز، از تقريب لاية               . روي ضـريب اصـطكاك پوسـته اي آن بررسـي نمـوده ايم             

غير تشابه اي، معادلات لاية مرزي براي       در مـرحلة بعد با استفاده از مفهوم تابع جريان و نيز معرفي نمودن يك مت               . مـرزي اسـتفاده شـده اسـت       
با توجه به ظاهر شدن مولفة مكاني     .  تبديل شدند  ODE از نوع    ٤  به يك تك معادلة ديفرانسيل غير خطي مرتبة           PDEسيال مورد نظر از فرم      

x           با دسته بندي.  در ايـن معادـله، نتـيجه گرفـته شـد كه  پروفيلهاي سرعت غير متشابه هستندxكه عدد دبورا يا عدد (ن بعد  در يك گروه بدو
براي حل اين معادله از تركيبي از روش        . سعي شد كه براي اين جريان خاص حلهاي متشابه بطور موضعي پيدا شود            ) الاسـتيك نامـيده ميشـود     

بالا باشد، سرعت سيال نتايج بدست آمده حاكي از آن است كه اگر الاستيستة سيال به اندازة كافي             . پرتابه اي و روش تفاضل محدود استفاده شد       
محاسبات انجام شده همچنين نشان مي دهد كه در مورد       . در داخـل لايـة مـرزي ممكـن است از سرعت سيال در خارج از اين لايه بيشتر گردد                   

 اين  سـيالات ويسكوالاسـتيك، تـنش برشـي در ديـواره بيش از مقدار آن براي يك سيال نيوتني است و هر چقدر الاستيستة سيال بيشتر باشد                          
در مورد ضخامت لاية مرزي نيز محاسبات انجام شده حاكي از آن است كه الاستيستة سيال موجب كاهش در                   . اخـتلاف نـيز بيشـتر مـي گـردد         

 .ضخامت لاية مرزي مي گردد
 

سـيال ويسكوالاستيك، سيال مرتبة  دوم، لاية مرزي، جريان بلازيوس، روش پرتابي، روش تفاضل                  :واژه هـاي كليدي   
 محدود

 
 مقدمه

مكانيك سيالات، همچون بسياري از علوم ديگر،       
رشـد و گسـترش خـود را تـا حـد زيـادي مديون برخي از                 
ايـده هـا و تـئوريهاي انقلابـي همچون تئوري لاية مرزي و              

از ميان اين تئوريها، بي ترديد      . تـئوري فيلم نازك مي باشد     
تـئوري لايـة مـرزي از جايگاهي ويژه در اين علم برخوردار             

 ميلادي توسط پرانتل    ١٩٠٤اين تئوري كه در سال      . اسـت 
ابـداع گرديد و از آن تحت عنوان تقريب لاية مرزي نيز ياد             

 خيلـي سـريع كارآيـي خود را در شاخه هاي            ]١[مـي شـود     
در . مختلف علم مكانيك سيالات بويژه هوانوردي نشان داد       

واقـع ميـتوان به جرات ادعا نمود كه موفقيتهاي چشمگير           
انـوردي در اوايـل قـرن بيسـتم و قـبل از اختراع              علـوم هو  

كامپـيوتر بـدون اسـتفاده از ايـن تئوري هرگز امكان پذير             

ايدة اساسي در اين تئوري، تقسيم بندي جريان        . نبوده است 
حـول يـك جسـم ضـخيم بـه يك ناحية لزج و يك ناحية                

در سـاية ايـن تقسـيم بندي، نه تنها امكان           . غـيرلزج اسـت   
اري از جــريانهاي پيچــيده فــراهم مدلســازي رياضــي بســي

گـرديد بلكه در اغلب موارد اين امكان بوجود آمد كه بتوان            
معـادلات حاكمـه را بـدون نـياز بـه روشهاي پيچيده و در               

نتايج حاصل از حل اين معادلات      . زمانـي كوتـاه حـل نمود      
تقريـبا در تمامـي مـوارد بـا نتايج تجربي هماهنگي بسيار             

يكه اين تئوري بسرعت از طرف خوبـي نشان مي دادند بطور   
 . جامعة مهندسي مهر تاييد دريافت نمود

عليرغم موفقيتهاي چشمگير تئوري لاية مرزي، بايد به اين         
نكـته اذعـان داشـت كه متاسفانه اين تئوري فقط در مورد             
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  ١٢٤ 

سـيالات نيوتنـي كاربـرد دارد و ايـن در حالي است كه در               
م كه داراي بسـياري از صـنايع بـا سـيالاتي سـرو كـار داري       

محلولها و مذابهاي پليمري،    . رفـتاري غـير نيوتنـي هستند      
مـواد غذايـي نيمه جامد، مواد آرايشي و بهداشتي، رنگها و            
سـوختهاي پيشـرفته، مـواد دارويـي، روغنهاي چهار فصل،           
چسـبهاي مـايع و انـواع امولسـيونها و سوسپانسيونها جزو            

ة مرزي  سـيالاتي بشـمار مـي رونـد كه بوضوح از تئوري لاي            
با توجه به اينكه در بسياري از       . پرانـتل تبعيـت نمي نمايند     

همچـون تولـيد نـوار چسـب و يـا ساخت انواع             (فرآيـندها   
امكان ) قطعـات پلاسـتيكي بـا استفاده از روش اگستروژن         

تشـكيل لايـة مـرزي يـك سـيال غير نيوتني بر روي يك               
وجود ) بعـنوان مـثال، ديواره هاي يك قالب       (سـطح جـامد     

بنابرايـن نـياز به يك تئوري قوي در مورد لاية مرزي            دارد  
سـيالات غـير نيوتنـي، مشـابه آنچـه كـه در مورد سيالات               

 ].٢-٨[نيوتني وجود دارد، همواره احساس مي شده است 
علـيرغم اهميـت موضـوع در مـورد سـيالات غـير نيوتني،              
متاسـفانه بـايد اعـتراف نمـود كـه امكـان دستيابي به يك               

حداقل در  (رد ايـن دسته از سيالات       تـئوري جـامع در مـو      
مشكل عمده در اين    . دور از تصور است   ) آيـنده اي نـزديك    

رابطـه، تنوع معادلات اساسي در مورد سيالات غير نيوتني          
در ضمن ويسكوزيتة سيالات مزبور معمولا ثابت  . ]٩[اسـت   

نيسـت و بـا نـرخ بـرش تغيير مي كند كه اين امر به همراه            
مـزبور، در كلي ترين حالت آن،     خـواص الاسـتيك سـيالات       

خوشبختانه در  . پيچيدگـي مبحـث را دوچـندان مـي نمايد         
بسـياري از مـوارد، سـيالات غير نيوتني رفتار ويسكوزي از            
خـود نشـان مـي دهـند كه بخوبي توسط يك معادلة تواني              

  ۱سيالات مزبور اصطلاحاً سيالات نمايي. قـابل بـيان اسـت   
اين سيالات در اين است     مهمترين ويژگي   . ناميده مي شوند  

با . كه ويسكوزيتة آنها ثابت نبوده و تابعي از نرخ برش است          
توجـه به سادگي معادلة اساسي اين گونه سيالات نسبت به           
سـاير انـواع سيالات غيرنيوتني، تعجبي ندارد كه مطالعات          
اوليه در مورد لاية مرزي سيالات غيرنيوتني مختص به اين          

در حقيقت بايد   . ]٤, ٥[ است   نـوع خـاص از سـيالات بوده       
اذعـان نمـود كه حتي امروزه نيز بخش عمده اي از مقالات             
علمـي در مـورد سـيالات غـير نيوتنـي به مطالعة اين نوع               

با اينوصف بايد توجه . ]٦ [خاص از سيالات اختصاص دارد 
داشـت كـه يـك سيال نمايي سيالي فاقد خواص الاستيك            

ار داشت كه بتواند رفتار     اسـت از ايـنرو نميتوان از آن انتظ        
كه (سـيالات مهمي همچون محلولها و مذابهاي پليمري را          

حتي بطور كيفي   ) بوضوح داراي خواص الاستيك مي باشند     
 . توجيه نمايد

سـئوالي كـه در ايـنجا مطرح مي گردد اين است كه چگونه      
ميـتوان ايـدة لاية مرزي را به يك سيال غيرنيوتني از نوع             

براي پاسخ به اين سئوال لازم      . م داد ويسكوالاسـتيك تعمي  
ــر     ــلاوه ب ــورد نظــر ع ــيال م ــة اساســي س اســت در معادل
. ويسـكوزيتة آن، خـواص الاسـتيك سـيال نيز ظاهر شوند           

ــيالات      ــي س ــادلات اساس ــوارد مع ــب م ــفانه در اغل متاس
ويسكوالاسـتيك بقدري پيچيده هستند كه امكان استفاده        

از . جود ندارد از آنهـا در يـك تحلـيل تئوريك لاية مرزي و           
ميان انواع مختلف سيالات ويسكوالاستيك، سيال مرتبة دو        
را ميـتوان بـه تعبـيري جـزو ساده ترين مدلهاي رئولوژيك             

ايـن مدل رئولوژيك بكرات در مباحث مربوط        . بشـمار آورد  
در مطالعات  . به سيالات ويسكوالاستيك بكار رفته و مي رود       

لة بحث بر انگيز    مـربوط بـه لايـه هاي مرزي نيز پس از مقا           
Beard و Walters ]از ايــن مــدل رئولوژيــك اســتفاده ]١٠ 

 رفتار  Walters و   Beard.  ]١٢,١١[وسيعي شده و مي شود      
 را در جريانـي بـا نقطـة سكون مورد          ٢يـك سـيال مرتـبة       

مطالعـه قـرار دادند و به اين نتيجة غير مترقبه رسيدند كه             
 بايد بيش   بـراي چنين سيالي، سرعت در داخل لاية مرزي        

اين پيش بيني پس از     (از سـرعت در خـارج از لايـه گردد           
 سـال هنوز از طريق آزمايشگاهي       ٣٠گذشـت نـزديك بـه       

در سالهاي بعد، دنياي رئولوژي شاهد      !). تايـيد نشـده است    
 در انواع ديگر جريانهاي لاية      ٢كاربـرد وسـيع سيال مرتبة       

لاي يك  از ميان اين جريانها، جريان در با      . مرزي بوده است  
رجوع شود به حل (صـفحة ساكن بعلت اهميت تاريخي آن   

. همواره مورد توجه محققين بوده است     ) كلاسيك بلازيوس 
ــثال،   ــنوان م ــارانش Acrivosبع ــرزي  ]٤[ و همك ــة م  لاي

سـيالات غـير نيوتنـي از نوع نمايي را در بالاي يك صفحة              
سـاكن مورد مطالعه قرار دادند و به اين نتيجه رسيدند كه            

 مـورد سـيالاتي كـه ويسـكوزيتة آنها با نرخ برش كاهش      در
مـي يـابد ضـخامت لايـة مرزي و ضريب اصطكاك كمتر از              

در مورد سيالات ويسكوالاستيك    . مقـدار نيوتني خواهد بود    
Harris ]ــتوم    ]١٣ ــتگرال مومن ــة ان ــتفاده از معادل ــا اس  ب

اسـتدلال نمـود كـه در جـريان بلازيوس، خواص الاستيك            
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١٢٥ 

وجب افزايش در ضخامت لاية مرزي و نيز        يك سيال بايد م   
از طرف . ضـريب اصـطكاك نسـبت بـه حالت نيوتني گردد        

 با  ]١٤[ Hassanienديگـر، در مـورد يك سيال مرتبة دوم          
 نشـان داد كـه در جـريان     Perturbationاسـتفاده از روش 

بـالاي يـك صـفحة سـاكن، الاستيسيتة سيال بايد موجب            
 .  رددكاهش در ضريب اصطكاك پوسته اي گ

در ايـن مقاله براي اينكه بتوانيم نتايج خود را با نتايج ساير        
محققين مقايسه نماييم از مدل رئولوژيك يك سيال مرتبة         

با اينوصف براي تعميم نتايج حاصله      .  اسـتفاده نموده ايم    ٢
بـه اعـداد الاسـتيك بـالا، نشـان خواهيم داد كه ميتوان از               

 به همراه ۳اضل محدودو روش تف ۲تركيبي از روش پرتابه اي
بسـط سـري تـيلر استفاده كرد و معادلات لاية مرزي يك             

 را در بالاي يك صفحة ساكن با دقت زياد و           ٢سيال مرتبة   
كه تاكنون امكان (بـراي محـدودة وسيعي از عدد الاستيك       

 .حل نمود) دستيابي بدان ميسر نبوده است
  

 معادلات حاكمه
تيك   يــك ســيال ويسكوالاســ۴معادلــة اساســي

تـراكم ناپذيـر از نـوع مرتبة دوم در كلي ترين حالت آن به               
  :]١٥[صورت زير نوشته مي شود 

   ,~.~4~~2~~
0,20,10 DDDDIpT Ψ+Ψ−+−=

∇

µ  
)١( 

 2D تنسور واحد،    I تنسـور تـنش كـل،        Tدر رابطـة فـوق،      
 ψ1 ويســكوزيته، µ فشــار، pتنســور شــدت تغيــير شــكل، 
 ضـريب فرعـي تنش قائم       ψ2ضـريب اصـلي تـنش قـائم و          

ع معرف خواص الاستيك يك     اين دو ضريب در واق    (هستند  
سـيال غـير نيوتنـي مـي باشـند و ميـتوان آنهـا را به زمان                  

انديس صفر در رابطة    ).  نـيز مربوط نمود    λطبيعـي سـيال     
بايد هر سه  ψ2  و ,µ ψ1فوق بدين معناست كه سه خاصيت 

ــك    ــيار كوچ ــرش بس ــرخهاي ب ــفر (در ن ــه ص ــزديك ب ) ن
 ψ1عمولا  در ضمن لازم بذكر است كه م      . انـدازه گيري شوند   

از نظر  . كميتي منفي است   ψ2كميتي مثبت و بر عكس آن       
است و در اغلب  ψ1 بسيار كوچكتر از  ψ2 مقدار نيز معمولا

 آن را برابر با صفر در       Weissenbergمـوارد بر طبق فرضية      
در اين مقاله هم براي سادگي و هم به         . ]١٦[نظر مي گيرند    

 نتايج ديگر مـنظور امكـان مقايسـة نـتايج بدسـت آمـده با        
با . برابر با صفر در نظر گرفته شده استψ2 محققـان مقـدار    

توجـه بـه ايـنكه هدف اصلي اين كار تحقيقاتي مطالعة اثر             
خـواص الاسـتيك يـك سيال بر لاية مرزي آن است، بنظر             

بتواند بتنهايي اهداف اين پروژه را برآورده        ψ1 مـي رسد كه     
 از نوع   ١ادلة  در ضـمن مـتذكر مـي گردد كه در مع          . نمـايد 

 استفاده  Oldroydخاصـي از مشـتق زمانـي بـه نام مشتق            
ــت  ــده اســ ــنوان  (شــ ــت عــ ــزبور تحــ ــتق مــ  از مشــ

 Upper-Convected Time Derivative نيز ياد مي شود كه
، در بـالاي كميـت مورد نظر        ∇بـا علامـت مثلـث وارونـه،         

مشـتق مزبور هنگاميكه بر روي يك       ). مشـخص مـي گـردد     
كـند عـلاوه بـر ترم آشناي مشتق     اثـر  Dتنسـور همچـون     

كـه بـا يـك نقطه در بالاي كميت مورد نظر نشان             (مـادي   
 : دو ترم ديگر بصورت زير توليد مي كند) داده مي شود

                 ,~.~~.~~~ VDDVDD T ∇−∇−=
∇

& 
)٢( 

بـا ايـن تعريف خاص از مشتق زماني، نه تنها خواص سيال             
مسـتقل از دستگاه مختصات مي گردند بلكه مطابق انتظار،          

ذرات سـيال نـيز نخواهد توانست تنشي را در سيال           دوران  
كه به تعبيري   (در نتيجه، معادلة اساسي سيال      . القـا نمـايد   

جـزو خـواص مـاده اسـت و بـه سـاختار دروني آن مربوط                
مســتقل از دســتگاه مختصــات و حركــت ناظــر ) مــي شــود
لازم بذكر است كه در متون رئولوژي استفاده از         . مـي گردد  

شتق زماني به جاي مشتق فوق الذكر       تعـاريف ديگـري از م     
ارزش مشتق بكار رفته در اين مقاله در اين         . نـيز رايج است   

است كه داراي پشتوانة مولكولي است و در تئوري جنبشي          
ويژگي بارز اين مشتق در اين است كه        . نـيز ظاهـر مي شود     

در دستگاه مختصات خاصي نوشته شده است كه بردارهاي         
ادي و به همراه آنها دچار تغيير       پايـة آن همچـون عناصر م      

 .  ]١٣[شكل و دوران مي گردند 
نشـان مي دهد كه اختلاف      ) ١(نگاهـي مجـدد بـه معادلـة         

 با يك سيال نيوتني تنها در دو        ٢عمـدة يـك سيال مرتبة       
را وارد معادله  ψ2 و ψ1ترمـي اسـت كـه ضـرايب الاسـتيك        

غيير بـا توجـه به اينكه ضرايب مزبور الزاماً در ت          . مـي كنـند   
شـكلهاي كوچـك انـدازه گـيري مـي شـوند ميتوان نتيجه              

 در واقع فاصلة چنداني با يك       ٢گرفت كه يك سيال مرتبة      
در حقيقت، اگر تنسور تنش را بصورت       . سيال نيوتني ندارد  

بدون (يك سري بر حسب تنسور نرخ تغيير شكل بنويسيم          
در اينصورت سيال نيوتني، ترم     ) در نظـر گرفتـن ترم فشار      
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  ١٢٦ 

 تـرم دوم سري مزبور را       ٢ايـن سـري و سـيال مرتـبة          اول  
بـه هميـن دليل، سيالات نيوتني را        (تشـكيل خواهـند داد      

حسن بزرگ ). اصـطلاحا سـيالات مرتـبة اول نـيز مي نامند          
يـك سـيال مرتبة دوم در اين است كه همچون يك سيال             
نيوتنـي ويسـكوزيتة آن ثابـت اسـت و در نتيجه ميتوان از              

 ويسكوزيته اجتناب نمود و صرفاً بر       اثـرات پيچـيده كنـندة     
روي تاثـيري كـه الاستيستة يك سيال بر خصوصيات لاية           

 . مرزي آن ميگذارد تمركز نمود
پـس از تصميم گيري در مورد نوع سيال، در گام بعد لازم             
اســت مولفــه هــاي تنســور تــنش را در معــادلات حركــت 

Cauchy           قـرار دهيم و سپس با استفاده از ايده هاي مربوط  
با . بـه تقريـب لايـة مـرزي، معادلات مزبور را ساده نماييم            

انجـام ايـن كـار ميـتوان نشـان داد كه براي اينكه تنشهاي               
الاسـتيك در يك لاية مرزي حائز اهميت گردند لازم است           
زمـان طبيعـي سـيال از نظـر مرتبه، بزرگتر از ويسكوزيتة             

 كه  ]١٧[در ضمن ميتوان نشان داد      . سـينماتيك آن باشـد    
 معادلات پيوستگي و مومنتوم به      ٢اي يك سيال مرتبة     بـر 

 . صورت زير در خواهند آمد
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 :شرايط مرزي معادلة فوق بصورت زير است

 
@ 0 v0;u 0;y ===  
 @ ∞=∞→ Uu  ;y  

)۵( 
مؤلفـه  هـاي سـرعت در داخل لاية           v و   uدر روابـط فـوق      

 ويسكوزيته  ν.  سـرعت جـريان آزاد مي باشد       U∞مـرزي و  
 نيز ضريبي در ارتباط با الاستيسيتة       *αسينماتيك سيال و  

 طول L است كه در آن Ψ1 / ρ L2سـيال و برابـر با نسبت   
 و با بي بعد     Ψع جريان حال با معرفي تاب   . صـفحه مي باشد   

 ميتوان روابط   ηنمـودن آن بـا استفاده از متغير تشابه اي           
 :زير را نوشت

                                ∞= xU)(y)ψ(x, νηf 
)۶( 

                                     
x

Uyyx
υ

=η ∞),( 

)۷( 
با جايگذاري  . است تابع جريان بي بعد    f(η)در روابـط فوق،     

ميــتوان بــه معادلــة ) ٤(و ) ٣(عــبارات فــوق در معــادلات 
 ٤ غير خطي از مرتبة ODE ديفرانسيل زير كه  يك معادله 

 :است، رسيد

        0)fff2ff(
2
Kff

2
1f 2iv =′′−′′′++′′′+′′′ 

)۸( 
 :كه شرايط مرزي آن به صورت زير است

             1)(f,0)0(f,0)0(f =∞′=′= 
)۹( 

 برابر با نسبت     K، ضريب   )٨(در رابطـة    
x
U

ν
α ∞

*

 است كه   

عددي بدون بعد بشمار مي رود و معرف رفتار الاستيك يك           
ــت   ــيال اس ــد   K(س ــدون بع ــدد ب ــورت ع ــتوان بص  را مي
Weissenberg     و يـا Deborah      كه هر دو معرف الاستيستة 

در ضمن با توجه به     ). موديـك سيال مي باشند نيز تعبير ن       
 براي  ۵واضح است كه حل تشابهي    ) ٨( در معادلة    xحضـور   

 xبا اينوصف، در فرم فعلي وجود       . ايـن جـريان وجود ندارد     
مانعـي بـراي حـل ايـن معادـله بشمار نمي رود و ميتوان با              

بعــبارت ديگــر در يــك عــدد ( معيــن x در يــك Kتغيــير 
سيال را بطور   اثـر خـواص الاستيك      ) Rexريـنولدز معيـن،     

 .۶موضعي بر خصوصيات لاية مرزي آن بررسي نمود
 

 روش حل
يـك معادلـة ديفرانسـيل غـير خطي         ) ٨(معادلـة              

 شرط  ٣ اسـت كـه بـا توجه به موجود بودن تنها             ٤مرتـبه   
مـرزي، واضح است كه حل اين معادله بطريق تحليلي و يا            

ج كوتا،  بـا استفاده از روشهاي متداولي همچون ران       (عـددي   
از . ممكن نيست ) روش پـرتابه اي و يا روش تفاضل محدود        

برابر ) ivfضريب (f مقدار   η=0طرف ديگر، در نقطة   
 نقطة η = 0بـا صـفر اسـت، ايـن بـدان معناست كه نقطة      

اري حل است كه در نتيجه دشو ) ٨(  بـراي معادلة      ۷مـنفرد   
از اين رو   . معادلـة مـزبور در مراحل اولية آن بيشتر مي  شود           
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١٢٧ 

جـاي تعجب نيست كه براي حل اين معادله و يا معادلاتي            
 اسـتفاده شده و     Perturbationمشـابه آن معمـولا از روش        

 بــراي حــل ايــن ]١٠[ Hassanienدر حقيقــت . مــي شــود
10 را بـه صورت مجموع   f معادـله تـابع    Kfff  در =+

 بسيار كوچك باشد، معادلة     Kنظر گرفت و با اين فرض  كه         
ــتفاده از روش  ) ٨( ــا اس ــة  Perturbationرا ب ــه دو معادل  ب

كــه قــابل حــل  (1f و 0f برحســب٣ديفرانســيل مرتــبة 
با اينوصف محدوديتهاي   . تبديل نمود ) بطريق عددي بودند  

 بتواند  Hassanienبور مـانع از آن شـده اسـت كه           روش مـز  
در .  انجام دهد  0.2 بـيش از     Kمحاسـبات را بـراي مقاديـر        

نتيجه، ميتوان براحتي ادعا نمود كه حل انجام شده توسط          
بزودي نشان خواهيم داد    (وي حل كاملي به شمار نمي رود        

كه براي ظهور برخي پديده هاي غير نيوتني، كه تا به امروز            
 و يـا ديگر محققان گزارش نشده است،         Hassanienتوسـط   

در اين مقاله با    ).  باشد 0.4 بزرگـتر از     Kلازم اسـت مقـدار      
اسـتفاده از يك روش ابتكاري كه براي نخستين بار توسط           

Ariel ]در مورد جرياني با نقطة سكون بكار برده شده          ]١٨ 
 حل  0.2بـراي اعـداد الاستيك بالاتر از        ) ٨(اسـت معادلـة     

روش مـزبور در واقـع تركيبي از روش تفاضل          . سـت شـده ا  
. محـدود و روش پـرتابه اي بـه همراه بسط سري تيلر است             

نخســتين گــام در اســتفاده از ايــن روش معرفــي نمــودن  
 :تبديلات زير است

ivfyfyfyfyfy =′′′′′=′′′=′== 33321 ,,,, 
)۱۰( 

به معادلات زير  ) ٩(و  ) ٨(بـا اعمال تبديلات فوق در روابط        
 . خواهيم رسيد

  0)yyy2yy(
2
Kyy

2
1y 2

33231313 =−+″++′ 

)١١( 
    ,1)(y,0)0(y,0)0(y 221 =η== ∞→η 

)١٢( 
حـال بـراي استفاده از روش عددي، تقسيم بندي زير را كه             

 گام hو ) بـا مقـياس لايـه مرزي   ( عـددي بـزرگ    Nدر آن
 :تقسيم  بندي است، در نظر مي گيريم

       ,N,,2,1,0i,ihi L==η 
)١٣( 

 و  3y مركزي براي    بـا جـايگذاري تقريـب تفاضـل محدود        
 :به رابطة زير خواهيم رسيد) ١١(مشتقات آن در معادلة 
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)١٤( 
1از رابطة بالا ميتوان

3
+jyرا به طور صريح بدست آورد : 
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)١٥( 

2y   1 وy           را نيز ميتوان بر حسب مشتقات آنها به فرم زير 
 :نوشت

               ),(
2
1 1

332
1

2
++ ++= jjjj yyhyy 

)۱۶( 

               ),(
2
1 1

221
1

1
++ ++= jjjj yyhyy 

)۱۷( 
 :نيز بصورت زير در مي آيند) ١٢(شرايط مرزي 

                       ,1,0,0 2
0
2

0
1 === Nyyy 

)۱۸( 
 اي، حدس اوليه اي     حـال اگـر بـراي استفاده از روش پرتابه         

f)0(براي   0كه در واقع همان      (′′
3y انتخاب شود،  )  است

1در صـورتيكه بـتوان      
3y     1 را معلوم نمود، مي توان

2y 1 و
1y 

با مشخص شدن   . محاسبه نمود ) ١٧(و  ) ١٦(را بترتيـب از     
2ايــن دو مقــدار

3y بــراي . بدســت مــي آيــد) ١٥( از رابطــة
1، لازم است ابتدا مقادير  )j >1(محاسبة باقي مقادير 

2
+jy 

1و  
1

+jy      محاسـبه نمود، سپس با     ) ١٧(و  ) ١٦( را از روابـط
1استفاده از آنها    

3
+jy    بدست آورد و اين عمل را      ) ١٥( را از

در انتهاي .   شـود، تكرار نمود N–1 برابـر بـا   jتـا جايـي كـه      
 با شرط مرزي آن     Ny2محاسبات، مقدار بدست آمده براي      

مقايسه مي شود، در صورتيكه با آن       ) ١٨رابطة  (در بينهايت   
 هـاي متداول    اخـتلاف داشـته باشـد، بـا اسـتفاده از شـيوه            

، حدس اوليه در    )Secantهمچون روش   (محاسـبات عددي    
f)0(مـورد     اصـلاح شـده و عمليات تا رسيدن به نتيجه       ′′

 . مطلوب تكرار مي شود
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  ١٢٨ 

1بـراي معلـوم كـردن       
3y        ابـتدا بسط سري تيلر آن، حول، 

0=η با دقت )( 2hOبه  صورت زير نوشته مي شود : 

       L+′′+′+= )y(
!2

h)y(hyy 0
3

2
0
3

0
3

1
3 

)۱۹( 
0ميـتوان در رابطـة فوق       ) ١٠(مطـابق بـا معادلـة       

3y   را با 
)0(f  : جايگزين نمود′′

,)0(f
!2

h)0(fh)0(fy iv
2

1
3 L++′′′+′′=       

)٢٠( 
f)0(، ميـــتوان η=0در ) ٨(از رابطـــة    و نـــيز بـــا ′′′

 : را به صورت زير بدست آوردivf)0(مشتقگيري از آن، 

                              )0(f
2
K)0(f 2′′=′′′ 

)۲۱( 

     ))0(f)0(f)0(f(K)0(f 2iv ′′−′′′′′= 
)۲۲( 

f)0(بـا معلـوم شـدن        f)0(و′′ 1 از روابط فوق،     ′′′
3y  از  

بدست مي آيد، بدين ترتيب كليه روابط لازم براي حل          ) ١٠(
معلوم مي شوند و ميتوان بر اساس آنها پروفيل         ) ٨(معادـله   

يا (سرعت در لايه مرزي و نيز توزيع تنش برشي در ديواره            
دز را طبق روابط زير بر حسب عدد رينول       ) ضريب اصطكاك 

Rex و يا عدد دبورا Dex)  همانK (محاسبه كرد. 
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 نتايج بدست آمده
توزيـع سرعت در داخل لاية مرزي را        ) ١( شـكل              

بـراي جـريان آرام يك سيال مرتبة دوم برروي يك صفحه            
در اين  . مي دهد  نشـان    Kثابـت بـه ازاي مقاديـر مخـتلف          

 متـناظر بـا حـل بلازيوس براي يك     K= 0شـكل، نمـودار   
همانطور كه در اين شكل مشاهده      . ]١[سـيال نيوتني است   
 بعبارت ديگر با افزايش الاستيسيتة (Kمي شود، با افزايش 

بطـور پيوسته، لحظه اي فرا مي رسد كه به ازاي آن            ) سـيال 
لي تجاوز  سـرعت در داخـل لاية مرزي از سرعت جريان اص          

در جريان بالاي يك صفحة ساكن، اين پديده در . مـي كـند   
 با وضوح K =1 شروع شده و در ٤/٠ بزرگـتر از   Kمقاديـر  

چنين پديده اي تاكنون در   . بيشـتري قـابل مشـاهده اسـت       
جـريان بـالاي يـك صـفحة سـاكن گزارش نشده است، اما       
 پديده اي مشابه با آن در مورد جرياني با نقطه سكون قبلا           

توجيه اين  . ]١٠[ ذكر شده است     Walters و   Beardتوسط  
پديـده از نظر فيزيكي چندان ساده نيست اما بنظر ميرسد           
كـه در اثـر تغيـير شـكل ذرات سيال در داخل لاية مرزي،               
تنشـهاي الاسـتيك از نـوع قائم ايجاد شوند كه اين تنشها             

مـي توانند   ) در صـورتيكه بـه انـدازة كافـي بـزرگ باشـند            (
 موجـب شتاب دادن به ذرات سيال گردند و آنها را            براحتـي 

بـه سـرعتي بـيش از سرعت جريان در خارج از لايه مرزي              
 .]١٩[برسانند 
 براي سيال مورد نظر     K را بر حسب     fCتوزيع) ٢( شـكل   

همانطور كه در اين شكل مشاهده ميشود       . نشـان مـي دهد    
كاك از مقدار نيوتني    در اثر الاستيسيتة سيال، ضريب اصط     

بعبارت (آن بيشـتر مـي گـردد و هر چقدر اين الاستيسيته             
 نيز fC بيشـتر باشـد ميزان افزايش در ضريب    )Kديگـر  

 در  Harrisاين پيش بيني با پيش بيني       . بيشـتر خواهـد بود    
كه با استفاده از معادلة انتگرال ممنتوم       (مـورد ايـن سـيال       

در تطابق كامل است اما با پيش بيني       ) سـت بدسـت آمـده ا    
Hassanien         كـه بـا استفاده از روش Perturbation  بدست 

با توجه به اينكه از نقطه نظر       . آمـده اسـت در تضـاد اسـت        
فيزيكـي، بـنظر مي رسد كه در اثر ظهور تنشهاي الاستيك            
در سـيال، گراديان سرعت در مجاور ديواره و در نتيجة آن            

ره افـزايش يابد از اينرو اعتبار نتايج        تـنش برشـي در ديـوا      
ــده توســط   ــرديد  Hassanienبدســت آم ــورد شــك و ت  م

 . مي باشد
تاثـير خـواص الاسـتيك يـك سـيال را بر روي             ) ٣(شـكل   

همانطور كه در اين    . ضـخامت لاية مرزي آن نشان مي دهد       
، Kشـكل ديـده مـي شـود، با افزايش در پارامتر الاستيك،              

اين . مت لاية مرزي كاهش يابد    پيش بيني مي گردد كه ضخا     
 است و از آن ميتوان به       Harrisموضوع بر خلاف پيش بيني      

ــراي يــك    ــيجه گــيري مهــم دســت يافــت كــه ب ــن نت  اي
 سيال ويسكوالاستيك امكان تشكيل لاية مرزي حتي در
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١٢٩ 

  .Kپروفيل سرعت در مقادير مختلف عدد الاستيك :  ١شكل 

  .اصطكاك بر ضريب Kاثر عدد الاستيك :  ٢شكل 
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  ١٣٠ 

  .)بصورت بدون بعد( بر ضخامت لاية مرزي Kاثر عدد الاستيك :  ٣شكل 
 

 رينولدزهاي كم نيز وجود دارد مشروط بر آنكه سيال به 
 .اندازة كافي الاستيك باشد

 
 نتيجه گيري كلي

بر اساس محاسبات انجام شده در اين پروژه به نظر           
الات ويسكوالاستيك،  مـي رسـد كـه احـتمالاً در مـورد سي           

تنشـهاي الاسـتيكي كـه در اثر تغيير شكل ذرات سيال در             
داخـل لايـة مـرزي بوجـود مـي آيند موجب شتاب گرفتن              
ذرات مـزبور در اين لايه مي گردند و اين امكان براي سيال             
بوجـود مي آيد كه سرعت آن به مقداري بيش از سرعت در             

 وجود ندارند و    يعني جايي كه اين تنشها    (خـارج از اين لايه      
در ضمن، شتاب گرفتن    . تجاوز نمايد ) يـا ناچـيز مي باشند     

سيال در اثر تنشهاي الاستيك موجب مي شود كه گراديان          
سـرعت در مجـاورت ديـواره نسـبت بـه مقـدار نيوتني آن               
بيشتر گردد كه در نتيجة آن تنش برشي و به عبارتي ديگر            

رد در مــو. ضــريب اصــطكاك پوســته اي افــزايش مــي يــابد
ضـخامت لايـة مـرزي نـيز ميـتوان گفت كه در يك سيال               

 از نظر تاثيري كه بر      ψ1 و   λويسكوالاسـتيك، دو خاصـيت      
 ضــخامت لايــة مــرزي دارنــد در خــلاف جهــت هــم عمــل 

 باعث افزايش ضخامت اين لايه      λدر حالـيكه    . مـي نمايـند   

 موجب شتاب گرفتن سيال و در نتيجه كاهش         ψ1مي شود   
 چندان بزرگ   Kدر صورتي كه    . رددضـخامت اين لايه مي گ     

نباشد اين دو پديده اثر يكديگر را تقريبا خنثي مي نمايند و   
.  تغيير محسوسي نمي يابد    Kضخامت لايه مرزي با افزايش      

 تنشهاي قائم بطور پيوسته افزايش مي يابند        Kبـا بالا رفتن     
و ايـن در حالـي اسـت كـه اثـرات مربوط به زمان طبيعي                

 ـ     در نتيجه، لحظه اي فرا     . ي نمـي كنـند    سـيال تغيـير چندان
مـي رسـد كـه كـاهش در ضخامت اين لايه در اثر تنشهاي               

 بـتواند آن را جـبران نمايد        λقـائم بـيش از آن اسـت كـه           
بطوريكـه در عمـل شـاهد كـاهش در ضـخامت لاية مرزي        

 . خواهيم بود
در خاتمـه خاطـر نشـان ميگردد كه از آنجاييكه يك سيال            

 ســيالي غــير نيوتنــي بــا ٢مرتــبة ويسكوالاســتيك از نــوع 
ويسـكوزيتة ثابـت اسـت بنابراين ميتوان پذيرفت كه مدل           
 واقـع بيـنانه اي بـراي يـك سـيال ويسكوالاسـتيك بشمار              

در حقيقـت ميـتوان اسـتدلال نمـود كـه همان            . نمـي رود  
مكانيزمهايـيكه كه منجر به ظهور خواص الاستيك در يك          

وجب كاهش در   سـيال غير نيوتني ميشوند بطور خودكار م       
با . ويسـكوزيتة سـيال بـا افـزايش نـرخ بـرش نيز ميگردند             

 اين امكان را فراهم     ٢اينوصـف مدل ويسكوالاستيك مرتبة      
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١٣١ 

مي سازد تا بتوان بطور خالص تاثير خواص الاستيك سيال          
را بـر خصوصـيات لاية مرزي آن بررسي نمود و از اين نظر              

دل مزبور در   با توجه به اينكه م    . مدل مناسبي بشمار ميرود   
جـريانهاي آهسته داراي دقت بيشتري است بنابراين پيش         
بينــيهاي انجــام شــده بــا اســتفاده از ايــن مــدل در اعــداد 
. الاسـتيك بالا ممكن است از نظر كمي داراي اشكال باشد          

در تحقـيقات آتـي در نظر است از مدلهاي واقع بينانه تري            
يك همچـون مـدل ماگسـول كه براي سيالات بسيار الاست          

كاربـرد دارد و در عيـن حال ويسكوزيتة آن نيز ثابت است             

استفاده شود تا دقت پيش بينيهاي انجام شده توسط مدل          
 .   چك شود٢مرتبة 

 
 تشكر و قدرداني

انجـام اين پروژه در قالب طرح تحقيقاتي مصوب                     
شـوراي پژوهشـي دانشـگاه تهـران صورت گرفته است كه            

 اين مقاله از بودجه اي كه توسط اين         بدينوسـيله نگارندگان  
دانشـگاه در اختـيار آنـان قـرار داده شـده اسـت صميمانه               

 .سپاسگزاري مي نمايند
 

 مراجع
1 - Schichting, H. (1964). Boundary layer theory,  McGraw-Hill, New York. 

2 - Sakiadis, B. (1961). “Boundary layer behaviour on continuous solid surface.” A.I.Ch.E. Journal, Vol. 7, 

PP. 221. 

3 - Denn, M. M. (1967). “Boundary layer flows for a class of elastic fluids.” Chem. Eng. Sci., Vol. 22, PP. 

395. 

4 - Acrivos, A., Shah, M. J. and Peterson, E. E. (1960). “Momentum and heat transfer in laminar boundary-

layer flows of non-newtonian fluids past external surfaces.” A.I.C.h.E., J., Vol. 6, PP. 312. 

5 - Schowalter, W. R. (1960). "The application of boundary layer theory to power-law pseudoplastic fluids.” 

A.I.Ch.E. Journal, Vol. 6, No. 1. 

6 - Rao. J. H. (1999). "Momentum and heat transfer in a power-law fluid with arbitrary injection/suction at a 

moving wall.”  Int. J. Heat and Mass Transfer, Vol. 42, PP. 2837. 

7 - Renardy, M. (1997). “High weissenberg number boundary layers for the upper convected maxwell 

fluid.” J. Non-Newtonian Fluid Mechanics, Vol. 68, PP. 125. 

8 – Massoudi, M. (2001). “Local non-similarity solutions for the flow of a non-newtonian fluid over a 

wedge.” Int. J. of Non-Linear Mechanics, Vol. 36, PP. 961. 

9 - Larson, R. G.  (1988). Constitutive equations for polymer melts and solutions, Butterworths, Boston.  

10 - Beard D. W. and Walters, K. (1964). “Elastico-viscous boundary layer flows.” Proc. Camb. Phil Soc., 

Vol. 60, PP. 667. 

11 - Ponterli, G. (1995). “Flow of a fluid of second-order over a stretching sheet.” Int. J. Non-linear. 

Mechanics,Vol. 30, No. 3, PP. 287. 

12 - Rajagopal, K. R., Gupta, A. S. and  Wineman, A. S. (1980). “On a boundary layer theory for non-

newtonian fluids.” Lett. Appl. Engng. Sci., Vol. 18, PP. 875. 

13 - Harris, J. (1977). Rheology and non-newtonian flow, Longman. 

14 - Hassanien, (1996). “Flow and heat transfer on a continuous flat surface moving in a parallel free stream 

of powe-law fluid.” App. Modelling, Vol. 20, PP. 779. 

15 - Macosko C. W. (1994). Rheology: Principles, Measurements, and Applications, VCH publishers. 

16 – Bird, R. B., Armstrong, R. C. and Hassager, O. (1987). Dynamics of Polymeric Liquids, Vol. 1, 2nd 

edition, John Wiley & Sons. 

Archive of SID

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

  ۱۳۸۲، خرداد ماه ۱، شماره ۳۷                                                                                         نشريه دانشکده فنی، جلد                  

 

  ١٣٢ 

17 - Harnoy, A. (1979). “The role of the fluid relaxation time in laminar elastico-viscous boundary layers.” 

Rheologica Acta, Vol. 18, PP. 210. 

18 - Ariel, D. (1992). “A hybrid method for computing the flow of viscoelastic fluids.” Int. Journal for 

Numerical Methods in Fluids, Vol. 14,  PP. 757. 

19 – Sharifi,  M. (2002). Viscoelastic boundary layers,  M. A. Sc. Thesis, University of Tehran. 

 

 واژه های انگليسی به ترتيب استفاده در متن 
1 – Power –Law Fluids 
2 – Shooting Method 
3 – Finite Difference 
4 – Constitutive Equation 
5 – Similarity Solution 
6 – Local Similarity Solution 
7 - Singularity 
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