
Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 ۳۸۸ تا ۳۷۹، از صفحه ۱۳۸۲، آذرماه ۳، شماره ۳۷   نشريه دانشکده فنی، جلد 

 

۳۷۹ 

 ارائه روش ماتريس هاي تبديل براي حل مسائل هدايت حرارتي معكوس
 

 فرشاد كوثري
  دانشگاه تهران- دانشكده فني-استاديار گروه مهندسي مكانيك

 علي بهبهاني نيا
  دانشگاه تهران- دانشكده فني-دانشجوي دكتري مهندسي مكانيك

 )۲۶/۷/۸۲ ، تاريخ تصويب ۶/۱۱/۸۱تاريخ دريافت (

 چكيده
، يك روش جديد    (DRBEM) ۲ و روش تقابل دوگانه اجزا مرزي       (SFSM) ۱در مقاله حاضر، با تركيب روش هاي تخمين توابع متوالي               

در روش حاضر تخمين شرط مرزي مجهول با استفاده .  براي حل مسائل معكوس هدايت حرارتي با خواص ترموفيزيكي ثابت  ارائه گرديده است             
بر روي ماتريس هائي كه در       اين ماتريسها با انجام عمليات رياضي بر اساس روش تخمين توابع متوالي            .  ي گيرد از دو ماتريس تبديل صورت م     

مسئله اي كه مورد بررسي قرار گرفته است، تخمين يك           .  روش تقابل دوگانه اجزا مرزي براي حل مستقيم به كار مي روند به دست آمده اند                 
در اين مسئله  سطوح غير فعال عايق در نظر گرفته شده            .   فعال به صورت تابعي از زمان و مكان است         شار حرارتي مجهول اعمال شده به سطح      

براي مقايسه سرعت و دقت روش با روش تخمين توابع متوالي از يك مسئله شبيه سازي شده كه از حل تحليلي به دست آمده، استفاده                           .  اند
 . در سرعت و همچنين افزايش در  دقت استنتايج حاكي از افزايش قابل توجه.  گرديده است

 
 هدايت حرارتي معكوس، روش اجزا مرزي، روش تقابل دوگانه اجزا مرزي، روش تخمين توابع                   :واژه هاي كليدي  

 متوالي
                                                                                      

 مقدمه
ي را مي توان به دو دسته مستقيم            مسائل هدايت حرارت  
در مسائل مستقيم كه كاربرد       .  و معكوس تقسيم كرد    

بيشتري دارند، هندسه، خواص ترموفيزيكي،  شرايط اوليه         
هدف در اين مسائل محاسبه دما       .  و مرزي معلوم هستند   

در مسائل هدايت حرارتي    .  در داخل ناحيه حل مي باشد      
امعلوم بوده و در عوض     معكوس، تعدادي از اين اطلاعات ن      

گيري شده در    اطلاعات اضافي كه معمولا دماهاي اندازه      
  .داخل ناحيه حل و يا روي مرز است، معلوم ميباشند            

.  مسائل معكوس هدايت حرارتي كاربردهاي مختلفي دارند       
اين كاربردها را مي توان به سه دسته مسائل كنترلي،               

 كنترلي و   در مسائل .   تقسيم كرد  ]١[طراحي و شناخت    
شناخت هدف تعيين يك متغير ميباشد كه اندازه گيري           
مستقيم آن ممكن نيست، مانند تعيين ضريب هدايت             
حرارتي و يا دما بر روي يك سطح كه قرار دادن مستقيم              

مسائل طراحي  . دماسنج بر روي آن ممكن نمي باشد          
معمولا شامل اندازه گيري نيستند بلكه در اين مسائل              

 دف،  ـــ كردن يك طرح از طريق يك تابع همعمولا بهينه

 . تعريف كننده يك مسئله معكوس است
    مسائل معكوس را به صورت خلاصه ميتوان به يافتن            

اين مسائل  .  علت از طريق اندازه گيري معلول تعريف كرد       
در مسائلي كه هدف تعيين       .   مي باشند   ٣عموما بدخيم 

ما مي باشد،    شرط مرزي مجهول از طريق اندازه گيري د         
 باعث ميشوند جواب مسئله كه        ٥ و تاخير  ٤دو اثر ميرائي  

شرط مرزي مجهول است،  به صورت پيوسته اي به                 
.  ]٢[ورودي يعني دماهاي قرائت شده بستگي نداشته باشد       

به علت مشكلاتي كه گفته شد، يافتن جواب دقيق براي             
 اين مسائل معمولا ممكن نيست و جوابهائي كه بدست             

ند براساس كمينه كردن يك تابع هدف كه معمولا          مي آي 
اين كار  .  مجموع مربعات خطا انتخاب ميشود، مي باشند       

 در اكثر روشهاي موجود با نوعي سعي و خطا انجام                  
مي گيرد و سعي و خطا  به نحوي انجام ميشود كه تابع                

صورت بارز اين كار در روش هاي          .  هدف كمينه گردد   
در اين  .   ميباشد ٦ان هاي مزدوج  تكراري مانند روش گرادي   

روش شرط مرزي مجهول حدس زده شده و دماها در               
بعد از مقايسه دماهاي     .   محل دماسنج محاسبه ميشود    

محاسبه شده با دماهاي قرائت شده، شرط مرزي حدس            
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.  زده شده با استفاده از راستاهاي مزدوج  اصلاح مي گردد           
 .]١[ميابداين كار تا رسيدن به جواب مطلوب ادامه 

    يكي از كاراترين روش هاي معكوس هدايت حرارتي كه         
در واقع اين تكرار را مينيمم كرده است، روش  تخمين               

اين روش بر اين مبنا واقع شده كه          .  توابع متوالي است  
 اعمال مي شود بر روي         tMشرط مرزي كه در زمان         

 دماي  r−1 و    tMدماهاي اندازه گيري شده در زمان          
trبعدي اثر مي گذارد كه         زماني است كه لازم     ×∆

در .  است تا پاسخ شرط مرزي در دماسنج دريافت شود          
اين روش كه يك روش متوالي است فرض مي شود مسئله           

ير يا به عبارت ديگر مقاد.   حل گرديده استMt−1تا زمان  
مولفه هاي شار حرارتي مجهول و توزيع دما تا اين زمان             

 با  tM مولفه هاي شار حرارتي در زمان       .  معلوم مي باشند  
 استفاده از الگوريتم سه مرحله اي زير به دست                     

 .]٣[مي آيند
 محاسبه مقدار دما در محل دماسنج ها در زمان                 -١

);1,...,(هاي 1 rit iM =−+: 
 به عنوان   Mt−1ه از توزيع دما در زمان        اين كار با استفاد   

شرط اوليه و يك حدس براي شرط مرزي مجهول كه               
 .معمولا صفر در نظر گرفته مي شود انجام مي گيرد

  محاسبه شرط مرزي مجهول با استفاده از رابطه زير-٢

 )( TYZZq −= TM             
)۱( 

 كه در رابطه بالا 

                       
q
TZ
∂
∂

= 

)٢  ( 

 دماهاي  Yبوده كه آن را ضريب حساسيت ميگويند و          
) ٢٩( كه در رابطه   Tمولفه هاي   ). ٢٨(قرائت شده ميباشد  

. جايگزين ميشود ) ١مرحله  (تعريف شده از حل مستقيم       
حول نقطه صفر و مينيمم      T(q) از بسط تيلور  ) ١(رابطه  

 . كردن مجموع مربعات خطا به دست آورده شده است
، كه به عنوان شرط      tM  محاسبه توزيع دما در زمان         -٣

 .اوليه براي گام زماني بعد به كار برده مي شود
در اين روش نيز همانطور كه مشخص است نوعي سعي و            

ت كه  خطا انجام مي شود ولي كارائي آن به اين علت اس            
با ) ١(رابطه  .  جواب نهائي در تكرار دوم به دست مي آيد         

 به دست آمده است كه شار حرارتي          ٧اين فرض لحظه اي   
نشان داده  .  ثابت است  rMt+−1 تا   Mtدر فاصله زماني     

" بك"شده است كه اين فرض كه اولين بار به وسيله                 
بيشترين .  طاي زيادي ايجاد نمي كند    ، خ ]٤[استفاده شد   

زمان مورد نياز كامپيوتري در اين روش مربوط به اولين             
در اين مرحله به ازاي هر گام          .  مرحله محاسبات است   

 گام زماني انجام     rزماني حل معكوس، حل مستقيم براي        
در بعضي موارد مقدار اين عدد بالا انتخاب شده         .  مي گيرد 

اين در حالي   .   كامپيوتري مي گردد   كه باعث افزايش زمان   
است كه نشان داده شده،  اين روش نسبت به روش هاي              

 . ]٥[ديگر به زمان كامپيوتري كمتري نياز دارد
    در اين مقاله با تركيب روش اجزا مرزي و روش تخمين           
توابع متوالي، روشي ايجاد شده است كه در آن  مرحله اول     

ن روش تخمين شرط     در اي .  محاسبات حذف مي گردد    
مرزي مجهول مستقيما و بدون هيچگونه تكراري بوسيله          
دو ماتريس تبديل كه يكي لحاظ كننده شرط اوليه و               
ديگري لحاظ كننده دماهاي اندازه گيري شده است به             

اين روش علاوه بر امتيازي كه به آن اشاره         .  دست مي آيد  
هاي شد، از امتيازات كلي روش اجزا مرزي نسبت به روش           

مجزا سازي ديگر براي مسائل معكوس مانند اختلاف              
 اشاره  ]٦[محدود و اجزا محدود همانطور كه در مرجع            

شده و از امتيازات روش تقابل دوگانه اجزا مرزي نسبت به           
 . سود مي جويد]٧[روش هاي ديگر اجزا مرزي

 
بررسـي انـواع روشهاي اجزا مرزي براي حل         

 معادلات هدايت حرارتي 
نطوريكه قبلا اشاره گرديد، روش اجزا مرزي داراي         هما    

امتيازات قابل توجهي نسبت به روش هاي مجزا سازي             
. ]٦[ديگر مانند اجزا محدود و اختلاف محدود است              

مهمترين اين امتيازها، كاهش ابعاد مسئله به علت انتقال          
معادلات حاكم به مرز با استفاده از معادلات انتگرالي               

ئل پايدار هدايت حرارتي در اين روش به        حل مسا .  ميباشد
آساني و با استفاده از حل اساسي معادله لاپلاس صورت             

حل معادلات ناپايدار هدايت حرارتي با روش         .]٨[ميگيرد
اجزا مرزي كمي مشكل تر مي باشد كه اين مسئله در اثر             

در اين ارتباط   .  جمله مشتق زماني ايجاد گرديده است       
ائه گرديده كه دو روش كاربرد         چندين روش مختلف ار    
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روش اول بر مبناي استفاده از حل          .  بيشتري يافته اند   
.  ميباشد(TDBEM) ۸اساسي به صورت تابعي از زمان        

در اين روش در معادلات انتگرالي حاكم يك انتگرال روي           
سطح كه بيانگر شرط اوليه ميباشد باقي مي ماند كه باعث           

ياز به شبكه بندي     ميشود مزيت اصلي روش يعني عدم ن        
براي حل اين مشكل،     .  در داخل ناحيه حل از بين برود        

روشي پيشنهاد شده كه در آن انتگرال گيري بر روي زمان            
در هر گام زماني از زمان  صفر آغاز شده و با صفر كردن                

با .  شرط اوليه يكنواخت، انتگرال روي سطح حذف ميشود       
ندي معادلات در   وجود اينكه در اين روش نياز به شبكه ب         

داخل ناحيه حل نيست، با افزايش تعداد گامهاي زماني،            
زمان و حافظه كامپيوتري مورد نياز افزايش ميابد زيرا              
تمام دماها و ضرايب مربوطه از زمان صفر بايد ذخيره               

روش ديگر، كه در اين مقاله نيز به كار گرفته           .  ]٩[گردند
.  لاپلاس است شده است،  استفاده از حل اساسي معادله           

در اين روش جمله مشتق زماني به عنوان يك جمله منبع           
در نظر گرفته شده و با روش تقابل دوگانه اجزا مرزي به              

اين روش مشكلات ذكر شده براي        .  مرز منتقل ميگردد  
 را ندارد و بررسيها كارائي آن را نشان         (TDBEM)روش  

اين روش   از   ]۷[اولين بار سينگ و تاناكا      .  ]١٠[داده است 
همراه با روش گراديان هاي مزدوج براي مسائل معكوس           
هدايت حرارتي استفاده كرده و كارائي آن را نسبت به               

 .     روشهاي ديگر المان مرزي گزارش كردند
 

 تشريح مسئله
    در حالت كلي مرز ناحيه حل در يك مسئله هدايت              
حرارتي معكوس را مي توان به دو قسمت، مرز با شرط               

 مي گويند و    سطح فعال ي مجهول كه معمولا به آن        مرز
  سطح غير فعال   مرز با شرط مرزي معلوم كه به آن               

سطح غير فعال مي تواند شامل       .  تقسيم كرد  مي گويند 
يك يا هر سه نوع شرط مرزي باشد ولي در عمل بيشتر               

در واقع در عمل .  مواقع اين سطح را عايق در نظر ميگيرند       
مفهوم دقيق آن عايق نيست بلكه از        اين سطح معمولأ به      

انتقال حرارت آن نسبت به سطح فعال در زمان هاي اوليه            
.  كه معمولا حل معكوس اعمال ميشود،  صرفنظر مي كنند         

فرمولاسيون ارائه شده در اين مقاله براي حالتي در نظر             
گرفته شده كه سطح غير فعال عايق باشد ولي روش را               

اين .  ]۱۱[ تر نيز توسعه داد    ميتوان به حالت هاي عمومي    
كار به علت كاربرد بيشتر اين نوع مسائل و سادگي                  

شرط مرزي سطح    .  فرمولاسيون انجام گرفته، ميباشد     
فعال نيز شار حرارتي مجهول به صورت تابعي از زمان و              

 .مكان در نظر گرفته شده است
     معادله ديفرانسيل حاكم و شرايط اوليه و مرزي با              

 بودن خواص ترموفيزيكي و عدم وجود جمله          فرض ثابت 
 :منبع به صورت زير است
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معلوم بوده ولي در        q(x,y,t) در يك مسئله مستقيم      

ين شرط مرزي   هدف تعي . مسائل معكوس مجهول ميباشد   
) ٧(مجهول با استفاده از دماهاي قرائت شده در دماسنج            

 .است
 

مجزا سازي معادلات هدايت حرارتي ناپايدار      
             DRBEMبه روش 

    روش تقابل دوگانه اجزا مرزي براي مجزا سازي معادله          
در اين روش مشتق زماني      .  به كار گرفته شده است     ) ٣(

 منبع در نظر گرفته شده و از حل         دما به عنوان يك جمله    
اساسي معادله لاپلاس كه به صورت زير است استفاده              

 :ميگردد

)(
2
1

jrLnG
π

=                                                       

)٨( 
در حل اساسي معادله لاپلاس     ) ٣(با ضرب دو طرف رابطه      

 و انتگرال گيري بر روي سطح ميتوان نوشت
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)٩             (  
به صورت زير   ) ٨(با استفاده از رابطه دوم گرين معادله           

 :نوشته ميشود
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)١٠(  
.  ضريب شكل مي باشد λ و Ω  بيانگر مرز ناحيه حل  Γكه  

توان با استفاده از توابع ميانيابي يا       مشتق زماني دما را مي      
 :برازش بصورت زير نوشت 

)()(2
1 trf

t
T

j
N
J j β=

∂
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∑ =                                                     

)١١( 
كه براي اين برازش از نقاط مرزي و تعدادي از نقاط                 
داخلي كه به آنها نقاط تقابل دوگانه مي گويند استفاده             

 . ميشود
 و انجام عمليات     )۹( در رابطه     )۱۰(يني رابطه    با جايگز 

 آمده است مي توان      ]١٠[رياضي كه شرح آن در مرجع       
 :نوشت

]][[]][[]][[
tn ∂

∂
=−

∂
∂ TPTSTR                                            

)١٢    ( 
   با استفاده از روش هاي مختلف ميتوان مشتق زماني دما   

و مقايسه آنها در     شرح اين روشها     .  را مجزا سازي نمود    
 در اين مقاله از روش ضمني         . آمده است  ]١٠،١٢[مراجع

.  به علت سادگي و دقت قابل قبول آن استفاده شده است            
 :در اين روش ميتوان نوشت

][1 ttt
tt

TT
tt

T
−

∆
=




∂
∂ ∆+

∆+

                                            

)۱۳( 
 :ي آيدرابطه زير به دست م) ٣1(و) ٢1(با تركيب روابط 

0]][[1]][[

1]][[]][[

=
∆

−

∆
+

∂
∂

−

∆+

∆+∆+

ttt

tttt

t

tn

TPTP

TRTS
                              

(١٤) 

 .كه از آن مي توان براي حل مسائل مستقيم استفاده كرد
  

 حل معكوس
كه از مجزا سازي معادله حاكم به          ) ١٤(رابطه 

 دست آمده است، مي تواند به صورت زير نوشته شود
 

0]][[]][[]][[ 1 =++ −MMM TFqGTH                             
)١٥(  

كه در رابطه بالا با توجه به اينكه سطح غيرفعال عايق مي             
 بيانگر  Tبيانگر شار حرارتي در روي سطح فعال و          qباشد،  

مجهولات  شامل   ) ١٤(در رابطه .  دما در تمام نقاط است     
شار حرارتي  در روي سطح فعال و دما در نقاطي است كه             

با قرار دادن مجهولات    .  در آنها دماسنج  قرار نگرفته است      
را مي توان به صورت زير      )  ١٥(رابطه        Xدر يك بردار    

 :نوشت
BAX =                                                                     

)١٦( 
32 يك ماتريس     Aدر رابطه بالا      NN  ميباشد، كه    ×

3N    2تعداد مجهولات وN  براي اين  . تعداد معادلات است
32كه معادله فوق داراي جواب باشد بايد                  NN ≥ 

انتخاب گردد كه اين به آن مفهوم است كه تعداد دما هاي            
قرائت شده بايد بيشتر از تعداد مولفه هاي شار حرارتي بر            

ولي در اين حالت نيز به علت          .  روي سطح فعال باشد    
بدخيم بودن مسئله ناشي از اثرات ميرائي و تاخير جواب            

  ۹حاصل جواب مناسبي نمي باشد و بايد نوعي تنظيم              
 .اعمال كرد

آن را مي توان به صورت زير         ) ١٥(به منظور حل معادله    
 :نوشت 

[ ] [ ][ ] [ ][ ]1−+= MMM TFqGT     
)۱۷( 

 كه در رابطه بالا

[ ] [ ] [ ]GHG 1−−=  و                 
 

)۱۸(  

[ ] [ ] [ ]FHF 1−−=                                            
)١٩( 

را مي توان براي حل مستقيم، زماني       ) ٧1(رابطه.  ميباشد
 با بازنويسي اين .   تخمين زده شده است به كار بردqMكه 
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۳۸۷ 

 :يم دارM+1رابطه براي گام زمان 

[ ] [ ][ ] [ ][ ]MMM TFqGT += ++ 11                                     
)۲۰( 

و استفاده از فرض موقت شار      ) ٢٠(و) ۱۷(با تركيب روابط    
 :حرارتي ثابت يعني

][][][ 11 −++ === rMMM qqq L                                    
)۲۱( 

 استفاده شد،    ]٤،١٣[”بك"كه اولين بار به وسيله             
 :وشتمي توان ن

[ ] [ ][ ] [ ][ ]1111 −+ += MMM TDqCT                                        
)۲۲(  

 :  به طور مشابه نيز  مي توان نوشت
[ ] [ ][ ] [ ][ ]1−+ += MiMiiM TDqCT       

)۲۳(  
 كه

[ ] [ ] [ ][ ]1−+= ii CFGC  
)۲۴(  

[ ] [ ][ ]1−= ii DFD                
)۲۵( 

                     و                                        

.][][ GC =o          ,          ][][ 0 FD = 
دما در نقاطي كه در آنها دماسنج       ) ٢٣(در رابطه   .  ميباشد

. قرار گرفته است معلوم و در بقيه نقاط نامعلوم مي باشد            
 2Tو  1T را مي توان به دو بردار        Tبنابراين  بردار دما      

 :تقسيم كرد و رابطه را به صورت زير نوشت
 

[ ] [ ]1

2

1

2

1

2

1 −
+

+









+








=







 M
i

i
M

i

i

iM

iM

T
D
D

q
C
C

T
T

    

1,...,0 −= ri ,                                                             
)۲۶( 

اسنج  بيانگر دما در نقاطي است كه در آنها دم            2T كه  
 . دما در بقيه نقاط است 1Tقرار گرفته و 

بردار شار حرارتي مجهول از كمينه كردن تابع هدف كه به           
 .صورت زير تعريف مي شود به دست ميآيد

( ) ( )TYTYS −−=
T

                                           
)۲۷( 

 كه

( )TrMMM 11 ,,, −++= YYYY L    
)٢٨(            

( )TrMMM 1
2

1
22 ,,, −++= TTTT L                      

)٢٩(  

 را با استفاده از رابطه     ) ٢٧( در رابطه  Tبردار  .  ميباشد
 :به صورت زير مي توان نوشت) ۲۶(

[ ][ ] [ ][ ],1−+= MM TDqCT                                       
)۳۰( 

 كه
],....,,[][ 110

2
−= rT

22 CCCC                                             
)۳۱(  
 و

 ],....,,[][ 110
2

−= rT
22 DDDD   

)۳۲( 
و مينيمم  ) ٢٧(در  ) ٣٠(با جايگزيني رابطه   .   مي باشد 

 ، داريم                                    qMكردن مجموع مربعات خطا نسبت به 
]][[]][[][ 1

21
−+= MM TGYGq   

)۳۳( 
 كه

TT ][][][ 1
1 CCCG −=                                      

)۳۴( 
 و

][][][ 1
2 DCCG −−= T                                           

)۳۵( 
در اين روش كه ما آن را روش ماتريس هاي            .  مي باشد  

 به مي ناميم،  اولين گام محاس            (TMM) ۱۰تبديل
به كار  ) ١٧،٣٣(ماتريس هاي تبديل است كه در روابط          

 به صورت   (SFSM)حل به مانند روش      . برده مي شوند  
 به طور مشابه  فرض مي شود كه         .متوالي صورت مي گيرد   

به عبارت ديگر   .  حل گرديده است  Mt−1مسئله تا زمان     
 زمان معلوم  مقادير شار حرارتي مجهول و توزيع دما تا اين          

 با  tM مولفه هاي شار حرارتي در زمان           .  مي باشند 
 :استفاده از الگوريتم دو مرحله اي زير به دست مي آيند

 )٣٣(   تخمين شار حرارتي با استفاده از رابطه-١
   با استفاده از رابطه     tM  محاسبه توزيع دما در زمان         -٢
 د به كار ــكه به عنوان شرط اوليه براي گام زماني بع) ١٧(
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۳۸۸ 

 .برده مي شود
مشاهده مي شود كه الگوريتم حل در اين روش شامل               

 در عمل مي توان از دو برنامه      . چهار ضرب ماتريسي است   
كامپيوتري جدا كه يكي توليد كننده ماتريسها باشد و              

اين  .ديگري حل معكوس را انجام دهد استفاده نمود            
.  جاد مي كند   مسئله امتيازات زيادي را براي كاربران اي         

مثلا در مسائل عملي اين ماتريسها را براي يك مسئله              
خاص ميتوان يك بار محاسبه نموده و به دفعات به كار برد   
و يا در كاربردهاي كنترلي نيازي به قرار دادن برنامه                
 كامپيوتري توليد كننده ماتريس در نرم افزار كنترلي              

دقت است  امتياز ديگر روش افزايش سرعت و        . نمي باشد 
 .كه در قسمت نتايج بررسي شده است

 
 شبيه سازي تحليلي

    براي بررسي سرعت و دقت روش، از يك مسئله شبيه           
  هندسه و    )۱ (در شكل .  سازي شده استفاده شده است     

شرايط مرزي مسئله اي كه از حل مستقيم آن براي شبيه            
سازي استفاده گرديده است و مسئله معكوس مرتبط نشان   

 . شده استداده 
    اين مسئله قبلا به وسيله تعدادي از محققين براي              
 بررسي كارائي روش هاي معكوس استفاده گرديده است          

 همانطوريكه در شكل نشان داده شده است در            ]٧،١٤[ 
عايق بوده و شرط مرزي      4S و3Sمسئله مستقيم سطوح    

 نوع سوم با ضريب جابجائي ثابت            2S و1Sسطوح   
حل تحليلي اين مسئله كه با جدا سازي ضربي         .  مي باشد 

  ]٧[به دست آمده به صورت زير است
),(),(),,( tywtxwtyxT =               

)۳۶( 
 كه

)exp(

)1(
)sec()cos(

2),(

2

1
2

t

NuNu
z

Nutzw

n

n n

nn

β

β
ββ

−

++
= ∑

∞

= ,                            

)٣٧( 
 .    مي باشند.βtan(β)-Nu=0  ريشه هاي معادلهβnو 

     به منظور مدل سازي خطاهاي اندازه گيري دما هاي           
 ع ــــبا استفاده از يك تاب) ٣٧(محاسبه شده بوسيله رابطه 

 .]٢[اتفاقي و به صورت زير مغشوش گرديده است
 

)21( pdTY −+=   
)۳۸( 

 
  .مسئله مستقيم هندسه و شرايط مرزي  : الف-١ شكل

 
 . هندسه و شرايط مرزي مسئله معكوس : ب-١ شكل

 
در حل معكوس كه با استفاده از دماهاي به دست آمده               

 عايق   4S و3Sاز مدل سازي انجام گرديده است،  سطوح       
كه سطوح فعال مي باشند،      2S و1Sو شرط مرزي سطوح   

 شار حرارتي مجهول، به صورت تابعي از زمان و مكان               
نتايج تخمين شار حرارتي با نتايج حل تحليلي         . مي باشد 

 .به دست آمده مقايسه گرديده است) ٣٥(كه از رابطه
 

 نتايج و بحث
     به منظور مقايسه سرعت و دقت روش با روش                 

(SFSM)       و روش حل گرديده است        مسئله با هر د . 
 كه بندي مورد استفاده و قرار گيريـــشب) ٢( كلـــدر ش
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۳۸۷ 

 .دماسنج ها نشان داده شده است

 
 .شبكه بندي ناحيه حل و محل دماسنج ها :  ٢شكل 

 
 كه اين مسئله با روش تخمين توابع           ]۱۴[   در مرجع    

متوالي و روش اجزا مرزي،  بر اساس حل اساسي تابع                
ه است  به وجود ناپايداري جوابها در المان           زمان حل شد  

(A)    در اين مرجع براي پايدار كردن       .   اشاره شده است
حل  از تركيب كردن روش تخمين توابع متوالي و روش             

در اين مقاله براي     .   استفاده شده است    ۱۱تنظيم زماني 
پايدار كردن حل همانطوريكه در شكل مشاهده ميشود از          

ر دماسنج در نزديكي اين نقطه          قرار دادن تعداد بيشت     
ناپايداري حل هاي معكوس در        . استفاده گرديده است   

 گوشه هائي كه از دو سطح فعال ايجاد شده اند، در مرجع            
 .   بررسي شده است]۱۵[

حل معكوس به ازاي دو دامنه خطا            ) ٣(    در شكل  
)01.0,005.0( =d          مقايسه ) ٣٥( با جواب دقيق

نطوريكه مشاهده ميشود،  نتايج داراي       هما.  گرديده است 
دقت قابل قبولي ميباشد كه اين دقت  با افزايش دامنه               

به ازاي مقادير بالاتر دامنه      .  خطاها كمي كاهش مييابد    
 اشاره شده ميتوان با      ]٢،١٣[خطا همانطور كه در مراجع     

اضافه كردن يك جمله تنظيم به مجموع مربعات خطا  از            
ع متوالي و تنظيم تيخونو استفاده      تركيب روش تخمين تواب   

 نيز توزيع مكاني شار حرارتي تخمين         )۴(در شكل . نمود
زمان هاي  .  زده شده با مقدار دقيق آن مقايسه شده است        

كامپيوتري حل با روش ماتريس هاي تبديل و روش               
 . مقايسه گرديده اند) ١(تخمين توابع متوالي در جدول

 
ابهاي دقيق  بر حسب زمان مقايسه حل معكوس با جو:  ٣شكل 

  .,B  ∆t=0.04, r=5,  Nu=1 در المان 
 
 بدست  (Celeron 700)نتايج با استفاده از كامپيوتر         

همانطور كه مشاهده ميشود نتايج حاكي از          .  آمده اند 
 (TMM)بهبود قابل توجه در زمان كامپيوتري روش             

 با  (SFSM)در روش   .  ميباشد (SFSM)نسبت به روش    
 زمان كامپيوتري   r)(داد گام هاي زماني آينده      افزايش تع 

  (TMM)افزايش قابل توجه مي يابد ولي در روش                 
 (TMM)در واقع در روش     .  اين افزايش محسوس نيست   

نيز زمان كامپيوتري كمي افزايش ميابد ولي با توجه به             
 در   (Gettime)اينكه اين زمان با استفاده از تابع                

(Fortran Powerstation)          اندازه گيري شده است و 
دقت اين تابع تا دو رقم اعشار است اين افزايش مشاهده             

بنابراين با افزايش تعداد گام هاي زماني تفاوت         .  نميشود
 زمانهاي كامپيوتري دو روش بيشتر شده به نحوي كه براي          

)٢٠r= (       زمان مورد نياز در روش(SFSM)     ٥٠ بيش از
دليل اين بهبود قابل توجه      .  يباشدم(TMM)برابر روش   

) =٢٠r(در زمان كامپيوتري كاملا واضح است زيرا به ازاي          
به ازاي هر گام زماني حل معكوس،           (SFSM)در روش   

 گام زماني انجام ميشود ولي در روش   ٢٠حل مستقيم براي  
(TMM)              اين حل مستقيم مورد نياز نيست و تخمين 

است كه در مقايسه     قابل ذكر    .  مستقيما انجام ميشود   
 در هر دو حل استفاده       (DRBEM)انجام شده از روش      

شده است و بهبود حاصل شامل امتيازات روش                   
(DRBEM)             نسبت به روش هاي ديگر مانند اختلاف 

در مورد هر يك از اين       . محدود و المان محدود نميباشد     
در .  روشها ميتوان از مقايسه جداگانه اي استفاده كرد          

Archive of SID

www.SID.ir



Arc
hi

ve
 o

f S
ID

 ۱۳۸۲، آذرماه ۳، شماره ۳۷دانشکده فنی، جلد                                                                                                              نشريه 

 

۳۸۸ 

نتايج . هاي دو روش مقايسه گرديده است      دقت   )۲(جدول
 نسبت به روش   (TMM)حاكي از افزايش دقت در روش        

(SFSM)  توضيح اين مسئله نيز آسان ميباشد     .  مي باشد  .
خطاهاي موجود در روشهاي معكوس را ميتوان به چهار            

 خطاهاي  بخش
،  كه در اثر تنظيم به كار رفته و فرضيات اعمالي             ۱۲تعيين

كه در  ۱۳ ايجاد ميشود، خطاي مغايرت     )۲۰ (مانند معادله 
واقع در اثر تفاوت مقادير اندازه گيري شده و دقيق ايجاد             
ميگردد، خطاهاي ناشي از مجزا سازي معادلات حاكم و            

 .خطاهاي كامپيوتري تقسيم كرد
  

 
 

  مقايسه حل معكوس با جواب دقيق  بر حسب مكان     : ٤ شكل
 ) ∆t=0.04,r=5, d=0.005,t=0.6, Nu=1 (.  

 
 (SFSM) و(TMM) مقايسه زمان كامپيوتري روش :١ جدول

 . گام زماني ١٠٠براي 
 

r 5 10 15 20 

TMM(s) 0.02 0.02 0.02 0.02 

SFSM(s) 0.22 0.55 0.93 1.04 

 
خطاهاي مغايرت و تعيين در دو روش يكسان است زيرا             

كه در دو روش يكي     اين خطاها به نوع تنظيم بستگي دارد        
بهبود حاصل ناشي از كاهش محاسبات در روش        .  ميباشد

(TMM)    نسبت به روش (SFSM)     و كاهش خطاهاي 
 مجزا سازي و كامپيوتري مربوطه ميباشد

  و(SFSM) مقايسه دقت روش هاي : ٢ جدول
(TMM) 

∆t=0.04,r=5, d=0.01, Nu=1)( .  
 

Time 
 

0.42 0.54 0.66 
 

0.82 

qex 0.42 0.35 0.29 
 

0.23 

TMM 0.44 0.34 0.32 0.27 
 

SFSM 
 

0.45 0.38 0.33 0.28 

 
 نتيجه گيري  

در مقاله حاضر يك روش جديد براي حل مسائل             
.  شد معكوس هدايت حرارتي با خواص ترموفيزيكي ثابت        

اين روش بر مبناي فرضيات و مفاهيم مورد استفاده در             
اي امتيازات كاهش    ايجاد گرديده ولي دار    (SFSM)روش  

قابل ملاحظه زمان كامپيوتري و افزايش دقت محاسبات          
 زمان  (SFSM)در اين روش برخلاف روش          . ميباشد

كامپيوتري مورد نياز با افزايش تعداد گام هاي زماني آينده          
نتايج تا دامنه خطا          . افزايش محسوس نمييابد      

)01.0( =d      بالاتر نياز    رضايت بخش بوده و براي مقادير 
به تركيب روش با روش هاي ديگر به منظور پايدار كردن            

 .        روش ميباشد
 

 فهرست علائم

d   :دامنه خطا 

Nu  :عدد نوسلت 

1N    :تعداد دماسنج 

2N   :زي و تقابل دوگانهمجموع تعداد نقاط مر 

3N   :تعداد مجهولات 
n     :جهت عمودي 
p   : ٠،١[ عدد اتفاقي در فاصله[ 
q:شار حرارتي      

exq   :مقدار دقيق شار حرارتي 

jr  :   فاصله تا نقطه منبع  
r      :تعداد گام هاي زماني آينده 
T  :     دماي بي بعد 
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 .....ارائه روش ماتريس های تبديل 

 

۳۸۷ 

t : زمان بي بعد      
x  : مختصه مكاني بي بعد    
Y  :    دماهاي اندازه گيري شده 
y    :  مختصه مكاني بي بعد 
Z     :ضريب حساسيت 
 
 
 
 
 

 علائم يوناني
λ   :ضريب شكل  
Ω   : ناحيه حل  
Γ     : مرزΩ 
 

 انديس ها
M   :انديس زماني 
i    :ده دماسنج ها يا گام زمانيشمارن 
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 واژه هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متن 

 
1 - Sequential Function Specification Method 2 - Dual Reciprocity Boundary Element Method 
3 - Ill-Posed     4 - Damping 
5 – Lagging     6 - Conjugate Gradient 
7 - Temporary Assumption   8 - Time Dependent Boundary Element Method 
9 – Regularization    10 - Transformation Matrix Method 
11 - Temporal Regularization   12 - Deterministic 
13 - Variance  
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